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INTRODUCCION

Se llama cuerpo todo lo que es capaz de 
liacer impresión eu nuestros sentidos. Las 
impresiones que nos causan los cuerpos, 
se llaman sensaciones. Las sensaciones, 
consideradas como representando los ob­
jetos , se llaman ideas 5 y la facultad, por 
cuvo medio podemos retener las ideas, se 
llama memoria. Si para dar á conocer el 
objeto que espresa una idea, es absolu­
tamente necesario presentarle al sentido 
á que pertenece, como la blancura , pican­
te, etc., la idea es simple5 y si el objeto se 
puede hacer conocer sin esta circunstancia, 
como una mesa, caballo etc., la. idea se 
llama compuesta. Si la idea conviene á un 
solo objeto, como la de este libro, se llama 
sin ¡/alar ó individual 5 y es abstracta o 
universal, cuando conviene á muchos, como 
la idea de libro; de manera, que para 
formar una idea universal, ó abstracta, se 
observará aquello en que convienen muchos 
objetos, y se prescindirá (le lo demás.

La operación por cuyo medio podemos
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prescindir de aquello en que se diferen­
cian varios objetos , se llama abstracción; 
de manera, que abstracción es una ope­
ración del alma, por medio de la cual 
concebimos como separadas , cosas (pie real­
mente no lo están.

Para hacernos cargo de los muchos 
objetos que se nos presentan, se deben con­
siderar separadamente , lo que se consigue 
por medio de la atención; así, la aten­
ción es una operación del alma, por me­
dio (le la cual, de muchos objetos (pie se 
nos presentan, elegimos uno para hacernos 
cargo de el; y practicando lo mismo con 
todos los demas, se vendrá en conocimien­
to de todos ellos.

Como casi todos los objetos son com­
puestos , no basta la atención sola para 
conocerlos, sino que es necesario ir con­
siderando cada una desús partes, y esto se 
consigue por la análisis, que es una opera­
ción del alma, por medio de la cual se des­
compone un todo en sus partes, para ver 
que conexión ó dependencia tienen entre sí y 
con el todo, y se vuelven á juntar otra vez 
para que compongan el mismo todo. Por 
ejemplo , si tuviésemos que hacernos cargo 
de los muebles que había en una sala, por 
medio de la atención elegiríamos uno, v. g-. 
un reloj; y por medio de la análisis le des­
compondríamos en las diferentes piezas de
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que constaba , para ver qué conexión 
ó dependencia tenían entre sí y con el 
total de la máquina; y después las vol­
veríamos á juntar para formar el reloj. 
Lo mismo se ejecutaría con todos los de­
mas muebles.

La exactitud de las ideas depende del 
mayor grado de análisis que se baga de 
los objetos ; y de aquí resulta otra divi­
sión de las ideas, que es la contenida en 
el siguiente ejemplo. Si de muchos suge- 
tos, que lian estado en una casa, uno solo 
se acordase de la calle en que está dicha 
casa, habrá analizado muy poco, y la idea, 
que de ella tiene, se llama obscura. Otro, 
que sabiendo la calle , sólo dudase entre 
dos ó tres casas, habrá analizado mas, y 
la ¡dea, que tiene de la casa, se llama con­
fusa. Otro, que entrando en la calle, se 
fuese derecho á la casa sin preguntar á 
nadie , habrá analizado mas , y la idea, 
que tiene de la casa , se llama clara. Y 
otro, que no solo supiese la casa, sino 
que estando lejos , fuese capaz de dar á 
otro tales señas, que sin preguntar á 
nadie se fuese derecho á ella , este ha­
brá analizado mas que todos, y la idea 
que tiene de la casa se llama distinta ó 
exacta. Esta es la idea que liemos de pro­
curar adquirir en todos nuestros cono­
cimientos.
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Si después de haber examinado dos 
objetos, v. g. dos relojes, prestamos nues­
tra atención á ambos á un mismo tiem­
po , entonces se dice que los comparamos; 
de manera, que comparación es una ope­
ración del alma: , por medio de la cual 
prestamos nuestra atención á un mismo 
tiempo d dos objetos. Dé la comparación 
resultará que el uno será mejor, mayor, 
etc. que el otro ; y este grado de me­
joría , mayoría, etc. se llama relación, 
que no es mas (pie el resultado de la 
comparación.

Cuando, al comparar dos ideas, halla­
mos que convienen , ó no, é interiormente 
nos convencemos de ello ( como cuando 
me convenzo de que la nieve es blanca), 
formamos lo que se llama juicio, que es 
una operación del alma por medio de la 
cual afirmamos ó negamos una cosa de otra- 
Si se espresa el juicio con palabras (como 
si yo digo á otro la nieve es blanca), 
se llama proposición; de manera , que 
proposición es un juicio espresado por 
palabras.

La proposición consta de tres partes: 
sujeto, que es la cosa de que se habla 
(v. g. en la anterior la nieve ); predicado, 
que es lo que se afirma ó niega del sujeto 
( v. g. blanca); y cópula el verbo (v. g. es), 
que los une ó separa.
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Cuando, por la comparación de dos 
ideas, no podemos averiguar su relación, 
y para eslo las comparamos con otra ú 
Otras, usamos del raciocinio , que es una 
Operación, por medio de la cual se com­
paran dos ideas con una o mas interme­
dias , pava averiguar su relación. Si el 
raciocinio se espresa por proposiciones, 
se llama razonamiento; y á la triple la. 
cuitad de adquirir ideas, compararlas y 
raciocinar sobre ellas se le llama enten­
dimiento.

Las proposiciones pueden ser eviden­
tes , ciertas y probables. Se llaman evi­
dentes 6 axiomas aquellas cuya verdad 
se conoce inmediatamente que se pronun­
cian. Tales son :

1. ° Una cosa es igual á ella misma.
2. ° Un todo es igual al conjunto de sus 

partes.
5.° Lo que hagamos con el todo, queda­

rá hecho con el conjunto de sus partes 5 y 
lo que llagamos con el conjunto de sus par­
tes , quedará hecho con el todo.

4. ° El todo es mayor que cualquiera 
de sus parles, ó la parte es menor que 
el todo.

5. ° Cosas iguales á una tercera son
iguales entre sí. T

El primer axioma está al alcance ce 
todos , y los demas lo estarán igualincn-
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te, si se tiene presente , que cuando una 
cosa se compone de otras, á la compues­
ta se le llama todo, y á cada una de 
las componentes se les llama partes del 
mismo todo.

El tercer axioma y el último son de 
la mayor importancia, pues, en ellos se 
fundan casi todas las demostraciones.

Proposiciones ciertas son aquellas que 
siempre son verdaderas; mas cuya verdad 
no se percibe sólo por la consideración de 
sus palabras, y es necesario para ello ha­
cer uso del raciocinio. Las proposiciones 
ciertas, en las Matemáticas, reciben el 
nombre de teoremas , comprendiendo bajo 
esta denominación aquellas proposiciones 
que para convencer de su verdad es preciso 
compararlas con los axiomas, y hacer ver 
que están comprendidas en ellos; ó de otro 
modo : teorema es una proposición que ne~
cesita demostración; y demostración es un 
razonamiento seguido, en que se hace ver 
que la proposición enunciada, de tal modo 
concuerda con los principios mas ciertos y 
evidentes, que no deja duda de su verdad.

La demostración puede ser directa ó 
á priori, c indirecta ó á posteriori, que 
también se llama ad ahsurdum■ Es di­
recta , cuando partiendo del sujeto de la 

proposición se manifiesta la verdad que se 
ha enunciado; é indirecta, cuando se hace
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ver que no se puede verificar ninguna oirá 
cosa nías que el enunciado. Este método tic 
demostrar se llama método de exaucion.

Proposiciones probables son bis que 
unas veces pueden ser verdaderas y otras 
falsas.

Según las cosas que 6e enuncian en la 
proposición, toma esta el nombre de de­
finición , problema , corolario , postulado, 
escolio y lerna.

Definición es una proposición en que se 
da una idea clara y distinta de lo que se 
quiere dar á entender: como las que liemos 
dado de la atención, análisis, etc. La de­
finición debe ser breve, clara y no contener 
al definido-

Problema es una proposición en que 
se enuncia que por medio de ciertas cosas 
conocidas debemos averiguar alguna des­
conocida. Estas proposiciones se conocen 
en que principian por el infinitivo ó impe­
rativo del verbo. El problema consta de 
resolución y demostración 5 en la resolu­
ción se dan las reglas para encontrar lo 
que se busca 5 y en la demostración se hace 
ver que practicando dichas reglas, se lle­
gará á tener lo que se pedía.

Corolario ó consecuencia es una propo­
sición, que se infiere de otra que se acaba 
de demostrar.

Postulado es un axioma enunciado en
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particular: como cuando se dice en vez 
de un peso duro se pueden tomar cinco 
pesetas.

Escolio es una proposición en que se es- 
iea ó advierte alpuna cosa.

Lema es una proposición, que , pertene­
ciendo á otro asunto diferente del que se 
trata , se enuncia para que sirva de ilus­
tración ó principio de lo mismo que se va d 
tratar.

También hay proposiciones condicio­
nales; que son aquellas en que su verdad 
depende de que se verifique alguna otra cosa, 
que se denomina la condición. Por ejemplo: 
si suelto este libro (teniéndole en la mano), 
se cae. La parte en que entra la condición, 
que aquí es si suelto este libro , se llama 
hipótesis, que quiere decir suposición5 y la 
otra en que está lo que se asegura, que 
aquí es se cae, es lo que se llama tesis.

Esto supuesto, se llama ciencia el con­
junto de todas las proposiciones evidentes 
y ciertas pertenecientes á un asunto , en­
lazadas entre sí con cierta dependencia.

Esta dependencia es lo que se llama 
método, que es el orden que se si ¡pie en la 
adquisición (ó esposicion) de nuestros cono­
cimientos. La circunstancia esencial del mé­
todo es que se proceda siempre de lo cono­
cido á lo desconocido 5 si se nos dan cono­
cidas las partes, v por ellas hemos de ve-
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nir «i conocimiento del todo, el método se 
llama sintético ó de composición ; y si, co­
nocido el todo, hemos de conocer sus par. 
tes, el método se llama analítico ó de des­
composición.

Si observamos un cuerpo cualquiera, 
v. g*. un libro , le hallaremos dotado de 
muchas propiedades, como son: ocupar uu 
espacio cualquiera, que se llama estension; 
no poder ocupar otro cuerpo el mismo es­
pacio que él á un mismo tiempo, que se 
llama impenetrabilidad ; serle indiferente el 
moverse ó estarse quieto, que se llama iner­
cia; poder ser trasladado de una parte á 
otra, que se llama movilidad 5 poder per. 
maneccr siempre en un mismo sitio, que se 
llama quicsoibilidad ; dirigirse hacia la tier­
na inmediatamente que le falta el apoyo 
que le sostiene, que se llama gravedad ; el 
estar terminado de esta ó de la otra ma. 
ñera, que es lo que constituye su forma ó 
su figura , y se llama figurutilidad, etc. etc.; 
y también la de poder ser mayor ó menor, 
que se llama cantidad 5 de manera , que 
cantidad es todo lo que puede aumentar ó 
disminuir.

La cantidad se divide en discreta y con­
tinua; discreta es aquella cuyas partes no 
tienen ninguna trabazón ni enlace, como un 
monton de pesos duros; y continua es aque­
lla cuyas partes están unidas entre sí; como
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Jas partes de plata que componen un duro. 
La cantidad forma el objeto de las Mate­
máticas $ de manera, que entendemos por 
Matemáticas las ciencias que tratan de ave­
riguar las relaciones y propiedades de la 
cantidad. Como esta sólo es susceptible de 
aumento ó diminución, las Matemáticas 
solo podrán espresar , componer y descom­
poner las cantidades ; y cuando se ejecuta 
cualquiera de estas operaciones, se dice que 
se calada.

Las Matemáticas se dividen en puras y 
mistas5 se llaman puras las que tratan de la 
cantidad con la mayor abstracción 5 y mis­
tas son las que consideran la cantidad en 
alguna de las propiedades de los cuerpos. 
Los ramos de las Matemáticas puras se pue­
den reducir á dos: uno trata de la cantidad 
discreta, que se llama Aritmética universal, 
que se divide en Aritmética propiamente 
dicha y en Algebra; y otro que trata de 
la cantidad continua ó de la estension, que 
se llama Geometría■ Pero , en general, se 
considera que son tres, á saber : Aritmética, 
Algebra y Geometría. La Aritmética trata 
de la cantidad espresada por números $ el 
Algebra trata de la cantidad en su acep­
ción mas general, y espresada por le. 
tras 5 y la Geometría considera la can­
tidad como una estension continua y li- 
íruráda. Los tratados de las Matemáti-



cas mistas so a tantos como propiedades 
tienen ios cuerpos ; y aun una misma 
propiedad da origen á diferentes tratados. 
Por ejemplo: el movimiento, considerado 
en los cuerpos terrestres sólidos, da origen 
á la Dinámica ,• considerado en los líquidos, 
origina la Hidrodinámica ó Hidráulica; con­
siderado en los cuerpos celestes, origina la 
Astronomía, etc. etc. etc.

Estas nociones estudiadas con buen mé­
todo , son suficientes para poder compren­
der todos los conocimientos que vamos á 
es poner.
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NOMBRE, FIGURA Y VALOR
un ALGUNAS LETRAS GRIEGAS, DE QUE HAREMOS USO EN ADELANTE.

Nombre. Figura. Valor.

Alfa a a
Beta (?, ó /3 b
Gama 7, r g

r mayúscula A D
Delta <

C minúscula s d
Epsilon e e breve
Tzeta e t z
Lambda l
Pi ir, n P,P
Sigma 2 S
Fi V f
Psi ¥ ps



Un número dentro de un pa­
réntesis denota que la operación 
ó proposición en que se funda la 
que se está efectuando, se halla 
en el párrafo que dice dicho 
número; ademas, se pondrá la 
señal § cuando las citas estén 
entre cálculos.

Si alguno desease mas cstcn- 
sion sobre cualquier punto de 
los contenidos en este Compen­
dio, podrá consultar el Trata­
do Elemental en el parage cor­
respondiente.
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AMTM1ETPICA,
36 es®

Nociones preliminares, numeración, dirision y subdieision de 

las unidades de pesas y medidas,

1 íSe llama unidad cualquier cantidad, que se eli- 

je o toma para que sirva de término de comparación o' me­
dida respecto de todas las de su especie. V. g. en una can­
tidad de dinero espresada en reales, sirve ei real de uni­
dad; espresada en duros sirve el duro, etc.

El agregado, reunión o conjunto de unidade;s de una 
misma especie forma lo que se llama número. O de otro 
modo: cuando comparamos una cantidad de dinero con 
un duro (tí real etc.) con el fin de averiguar los duros 
(tí reales, etc.) que hay, el resultado de esta comparación 
se llama número. Así, cuando después de haberlos contado, 
decimos que hay tantos duros (tí reales), la palabra con 
que espresamos el tantos es el número.

Y se llama Aritmética la ciencia que trata de averi­
guar las relaciones y propiedades de la cantidad espresa­
da por números.

2 La Aritmética solo puede hacer con los números las 
operaciones de espresarlos, componerlos y descomponerlos. 
La parte que trata de espresar los números, se llama nu­
meración. Esta puede ser hablada, y puede ser escrita-, 
la numeración hablada consiste en espresar con palabras 
las diferentes colecciones de unidades.

3 Para darla á conocer, observaremos que cualquier 
objeto que nos presenta la naturaleza, es en sí lo que lia-

Toiuo I. t
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mamo! uno; esto supuesto, el agregado de uno y uno se 
espresa con la palabra dos, y por lo mismo dos equivale 
iunoyuno-, para espresar el conjunto de dos y uno se usa 
de la palabra tres-, tres y uno se espresa con la palabra 
cuatro-, cuatro y uno con la palabra cinco-, cinco y uno 
con la palabra seis; seis y uno con la palabra siete; siete 
y uno con la palabra ocho-, ocho y uno con la palubia 
nueve-, nueve y uno con la palabra diez.

4 Ahora se toma esta colección de diez unidades por
una nueva unidad, que se llama unidad de decena, y se 
continda contando por decenas y unidades, diciendo: diez 
y uno, diez y dos etc.; mas por una irregularidad del 
lenguaje, en vez de diez y uno se dice once-, en vez de 
diez y dos se dice doce-, en vez de diez y tres se dice tre­
ce-, y en vez de diez y cuatro se dice catorce-, en vez de 
diez y cinco se dice quince-, y después se continda regu­
larmente diez y seis, diez y siete, diez y ocho, diez y 
nueve; y para espresar dos dieces ó decenas se usa de la 
palabra veinte, y se continda diciendo: veintiuno, veinti­
dós, veintitrés,.....veintinueve-, y para espresar tres dieces
6 decenas se usa de la palabra treinta, y se continda dicien­
do: treinta y uno, treinta y dos.... treinta y nueve-, y 
para espresar cuatro dieces ó decenas (y tn general cual­
quier colección de decenas) se modifica la palabra cuatro 
( ó cinco, seis &c.) que las espresa, con la terminación enta, 
y se dice cuarenta-, después se continda: cuarenta y uno, 
cuarenta y dos,..... cuarenta y nueve-, cincuenta, cincuen­
ta y uno,..... cincuenta y nueve-, sesenta, sesenta y uno,....
sesenta y nueve-, setenta, setenta y uno,.... setenta y nueve-, 
ochenta, ochenta y uno,..... ochenta y nueve-, noventa, no­
venta y uno,..... noventa y nueve; diez dieces ó decenas,
que se espresan con la palabra ciento.

5 Esta colección de diez decenas se toma por una nue­
va unidad, que se llama centena, y se continda contando 
por centenas, decenas y unidades, diciendo: ciento, cien­
to y uno,..... ciento y diez,.....  ciento cincuenta y seis,.....
doscientos,... doscientos ochenta y cuatro,.... trescientos, ., 
cuatrocientos,..... quinientos,..... seiscientos,..... setecien­
tos,  ochocientos,  novecientos,  novecientos noventa
y nueve. Añadiendo uno, tendre'mos diez cientos, que se.
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espresan con la palabra mil-, Be toma por una nueva uni­
dad, que se llama millar, y se continúa contando por 
millares, centenas, decenas y unidades, basta tener un 
millar de millares, que se llama millón-, este se vuelve á 
tomar por unidad, y se continúa contando por millones, 
centenas de millar, decenas de millar, millares, cente­
nas, decenas y unidades, basta tener un millón de millo­
nes, que se llama billón. Después se continúa contando bas­
ta un millón de billones, que se llama trillan-, y así sucesiva­
mente cuadr ilion, quillón, sestillon, etc. etc.; de modo 
que solo con las trece palabras uno, dos, tres, cuatro, cin­
co, seis, siete, ocho, nueve, diez, ciento, mil y millón, 
modificadas, se pueden espresar todos los números de que 
puede necesitar el hombre.

6 La numeración escrita consiste en espresar todos es­
tos números coii pocos signos, que se llaman cifras, gua­
rismos ó caracteres. La que nosotros vamos á esplicar, y 
que está generalmente adoptada, consta de los diez guaris­
mos siguientes:

1, 2, 5, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 0;
uno, dos, tres, cuatro, cinco, seis, siete, ocho, nueve, cero-,

y cada uno espresa la palabra que tiene debajo; advir­
tiendo que el carácter o significa la idúa que tenemos de 
la nada, y solo sirve para ocupar en los números el lugar 
en donde falta alguna especie de unidades.

7 Para espresar con estos diez guarismos todos los nú­
meros posibles, se considerará cada uno de ellos coñudos 
valores: uno absoluto, que es el que le acabamos de fijar; 
y otro, relativo al lugar que ocupa contando de derecha 
á izquierda-, por el cual resulta que, un guarismo cual­
quiera , colocado ú la izquierda de otro, espresa unida­
des del órden inmediatamente superior á este. Así, el gua­
rismo 4 v. g. siempre espresará cuatro cosas; pero si está 
en el primer lugar de derecha á izquierda, serán cuatro 
unidades; si está en el segundo, cuatro decenas, etc-

8 En general, el primer lugar, contando de derecha 
á izquierda, está destinado para las unidades; el según-
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do para las decenas, el tercero para las centenas; el cuar­
to para los millares; el quinto para las decenas de millar; 
e/ sesío para las centenas de millar-, el séptimo para los 
millones; el octavo para las decenas de millón; el noveno 
para las centenas de millón; el décimo para los millares 
de millón; el undécimo para las decenas de millar de mi­
llón ; el duodécimo para las centenas de millar de millón; 
el decimotercero para los billones; el décimociiarto para 
las decenas de billón; el decimoquinto para las centenas 
de billón, el décimosesto para los millares de billón; el 
décintoséptimo para las decenas de millar de billón; el clé- 
cimoorttávo para las centenas de millar de billón; el deci­
monono para los trillones; y así sucesivamente; el vigési-
moquinto para los cuadrillones.....  el trigésimo primo para
los quillones; etc.

9 Esto supuesto j para escribir los niimeros, se se­
guirán Ids rcgltis de una rigorosa traducción; esto es, se 
colocarán sücesibamente los guarismos que espresen el nú­
mero de unidades de cada órden, los unos al lado de los 
otros, principiando por la izquierda, teniendo bien pre­
sente la sucesión de estos órdenes para no omitir ningu­
no, y ocupando don ceros los lugares de los órdenes de uni­
dades que puedan faltaé.

10 La razón de empezar á escribir por la izquierda, 
es qüe la unidad de especie superior es la que está mas 
á la izquierda, y cuando enunciamos un número, prin-^ 
ciplamos por1 la especie superior*

11 Así, si quiero escribir el número cincuenta y siete 
niil, seiscientos y tres; lo primero escribiré la palabra 
cincuenta, que equivale (4) á cinco decenas; por eonsL 
guíente, pondré éii primer lugar un 5, que para que sean 
decenas debe seguir (8) á su derecha otro guarismo, el 
cual ha de ser el que esprese las unidades; y como des*- 
pues de cincuenta sigue la palabra siete, infiero que des­
pués del 5 debo poner tin 7 y tendré 57, con lo que 
están escritas las palabras cincuenta y siete. Ahora sigue 
la palabra mil, lo que me indica que para que el 57 es­
prese millares, faltan aun tres cifras (8); y como la pri­
mera que debe seguir es la que esprese las centenas, y en 
el número dice seiscientos, escribiré el guarismo 6 para

4
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es presarlas, y tendré 576. Después debe seguir el'guaris- 
mo que esprese las decenas; y como el número dado no 
las tiene (pues no hay eh él las palabras diez, veinte, trein-
ta, noventa, que las espresan), pondré o y tendré 5760.
Aun faltan las unidades; y como en el número propuesto 
dice tres, escribiré el guarismo 3 después del o y tendré 
57603, que espresa el número que se quería.

12 Con la misma facilidad se escribirá cualquier otro 
número, aunque sea mas complicado. V. g. si quiero es­
cribir el número ocho mil quinientos sesenta y tres millo­
nes, doscientos cuarenta y seis mil; lo primero escribiré 
por lo dicho antes 8563, con lo que tendré escritas las 
palabras ocho mil quinientos sesenta y tres. Como después 
sigue la palabra millones, me da á conocer que faltan aun 
seis cifras (8), y la primera que debe seguir es la que es­
prese las centenas de millar; y como el número dice (an­
tes de ia palabra mil) doscientos, el primer guarismo que 
debo poner es el 2, y tendré 85632. Ahora han de seguir 
las decenas de millar; y como dice cuarenta, tendré que 
poner el 4 y me resultará 856324. Después siguen los mi­
llares; y como dice seis, pondré el guarismo 6 y tendré 
8563246. Después deberán seguirlas centenas, decenas y 
unidades que haya en el número propuesto; y como des­
pués de las palabras seis mil no sigue nada, pondré tres 
ceros y tendré 8563246000, que espresa el número dado. 
He aquí varios ejemplos para que se ejerciten los princi­
piantes.

1. ° El ntÜrilero trescientos cuarenta se escribe 340.
2. ° El número siete mil cincuenta y ocho se escribe "05S.
3 o El número noventa mil seiscientos diei Se escribe 90610.
4-° Doce millones , treinta y ocho mil setecientos cuatro se 

escribe 12Ó3SÍ04.
5.° Quinientos tres mil millones y noventa se escribe 

50 3000UÚÓ090.
13 Para leer un número cuando está escrito, se obser­

vará el lugar que ocupa cada guarismo y la especie de 
unidades que espresa, y se pronuncia la palabra corres­
pondiente á cada uno. Esto es fácil, si el número tiene 
pocos guarismos; pero si es complicado se divide en por­
ciones de seis guarismos empezando por la derecha -, en la

5
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primera separación, se pone un i, bien sea por la parte 
de arriba ó bien por la de abajo; en la segunda un a; en 
la tercera un 3, etc. ; después se divide cada porción de 
seis guarismos en dos de tres con una coma; y se empie­
za leyendo por la izquierda, pronunciando mil donde sé 
encuentre una coma, y donde se halle un 1, un 2, un 3, 
etc. millón, billón, trillon, etc.; y luego al fin se pronun­
cia unidades. Ejecutando esto con el niimero

468321572057002154300807 
tendré 468,321^572,057^02,154^00,807

que se lee: cuatrocientos sesenta y ocho mil, trescientos 
veintiún trilíones, quinientos setenta y dos mil cincuenta 
y siete billones, dos mil ciento cincuenta y cuatro millo­
nes, trescientas mil ochocientas y siete unidades.

14 Ahora, si á un número cualquiera se le pone un 
cero á la derecha, se le hace diez veces mayor; porque 
su último guarismo, que antes espresaba unidades, aho­
ra espresa decenas; las decenas, centenas, etc. del primi­
tivo, se habrán hecho también diez veces mayores; lue­
go habiéndose hecho cada parte diez veces mayor, Jo ha­
brá quedado el todo (intr. ax. 3.0). Del mismo modo se 
demostraría que anadiendo dos ceros, se hace el número 
cien veces mayor, etc.

15 En los pesos y medidas españolas se observa la ley siguiente.
Las medidas de longitud se refieren al pie; este se divide en 16

dedos, y id dedo en mitad, cuarta, ochava,y diezy seisav aparte; 
también se divide en 12 pulgadas, y la pulgada en 12 lincas.

La vara se compone de tres pies, y la legua de 20000 pies.
16 La primera de las medidas agrarias es el estadal cuadrado, 

que es un cuadro de \ varas, ó 12 pies de largo y otro tanto de 
ancho. Después sigue la avanzada, que se compone de 20 estada­
les en cuadro; y luego la fanega de tierra, que. se compone de 24 
estadales en cuadro ó de 576 estadales cuadrados. La fanega de 
tierra se. divide, en 12 celemines, y el celemín en 4 cuartillos.

17 Para los granos, la sal (°) y demas cosas secas, la unidad

(') Kn el artículo 12 del Itaet Decreto de á de agosto del año de 1834 
se prcricnc que *so venderá la sal por peso en vea de la medida que en el 
día se usa. *
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de especie superior rs el cahíz, que se compone de 1 2 fanegas, y 
la fanega «le 12 celemines; también se divide la fanega en 2 me­
dias fanegas y en 4 cuartillas.

18 Para los líquidos, cscepto el aceite, se usa de la cántara 
ó arraba, que se divide en 2 medias cántaras; la media cántara 
en 2 cuartillas; la cuartilla en 2 azumbres ; la azumbre en 2 me­
dias azumbres; la media azumbre en 2 cuartillos; el cuartillo en 
2 medios cuartillos; el medio cuartillo en 2 copas; de modo que 
la cántara tiene 32 cuartillos. F.1 mojo se compone de. IG cántaras.

Escepluamos el aceite, porque sus medidas están arregladas al 
peso; y así se usa de la arroba, media arroba, cuartilla ó cuar­
to de arroba, libra, media libra, cuarterón ó panilla, y de la 
media panilla.

19 Para las cosas que se venden al peso, la unidad de especie 
superior es el quintal, que se compone de 4 arrobas; la arroba de 
2f> libras ; la libra de 1G onzas ; la onza de 1G adarmes ■ el adar­
me de 3 tomines, y el tomin de 12 granos. La libra se divide 
en 2 medias libras, en 4 cuarterones y en 8 medios cuarterones- 
la onza en 2 medias onzas, en .4 cuartas y en 8 ochavas ó diñe­
mos; la libra se divide también en 2 marcos, y el marco en 8 
onzas.

20 E11 la moneda la unidad de especie superior es el tloblon 
que se compone «le 4 pesos; el peso de 15 reales, y el real de 34 
maravedises. De (odas estas unidades no hav monedas: el «loblon 
el peso y «d ducado, que. vale I I reales, son monedas imaginarias- 
porque no hay en la actualidad ninguna pieza que la represente, y 
solo sirve en los tratos de comercio.

De las demas, sí hay monedas y de mayor valor. Las monedas 
se liacen de oro, de plata y de cobre ; la mayor de oro es el doblan de 
ancho, que. es una onza «le oro, y vale S escudos de oro, ó 320 
•'rales; después sigue el doblan de á cuatro escudos de oro, que es 
media onza de oro y vale 160 reales; luego sigue el doblan de oro 
que vale dos escudos de oro, «í 80 reales, ó \ duros; después sigue el 
escudo de oro, «pie. vale jO reales, y el medio escudo, escudilo, ó vein­
tén , que vale 20 nales. La mayor de plata es el peso duro, que. es 
una onza de plata y vale 20 reales; el medio duro, que vale 10 rea- 
l«‘s; la peseta columnaria ó mejicana, que vale 5 reales; la media 
peseta columnaria ó real de plata mejicano, que vale «los reales v 
nn-ilio; y el real columnaria, que vale diez cuartos y medio. Tam­
bién hay otra peseta qué es la ordinaria ó provincial, y vale 4 rea­
les; la media peseta ó rea/ de plata provincial i reales; v «1
real sencillo <> de vellón equivale, á ocho cuartos y .....«lio «i.- |,
moneda de cobre. La moneda mayor de cobre en la actualidad va-
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le dos cuartos ú ocho maravedises; la que signe nn cuarto, que va­
le 4 maravedises; y la otra un ochavo, que vale 2 maravedises; el 
maravedí, aunque hay moneda que le representa, no corre en el 
comercio regularmente.

2 1 En el tiempo se observa la siguiente división: el siglo se 
compone de. 100 años; el año de 12 tncsrs, ó de 3(55 dias y al­
go mas; el mes de 28, 30, d 31 días; el dia de 24 horas; labo­
ra de 60 minutos; el minuto de 60 segundos, etc.

22 Los números se dividen en abstratos y concretos-, 
se llaman abstractos los que no determinan la especie de 
unidades, como cinco, veinte, y todos los que liemos con­
siderado hasta el fin del párrafo 14; y concrttos son ¡os 
que la determinan, como cinco hombres , seis matiza- 
ñas, etc.

Los números concretos, comparados entre sí, pueden 
ser homogéneos y heterogéneos ; se llaman homoge'neos los 
que espresati unidades de una misma especie, como 5 hom­
bres, 60 hombres, etc.; y heterogéneos los que se refieren á 
diferentes unidades, como 20 hombres, 80 manzanas, etc.

El número se llama simple ó díjito, cuando se escri­
be con un solo guarismo; y compuesto, cuando se escribe 
con mas de un guarismo.

La definición que hemosdado(§ i)de lo que se entien­
de por número, comprende solo el caso particular en que se 
compone de un conjunto exacto de unidades , que es á 
lo que se llama número entero ; mas ahora podemos ya 
dar una definición exacta y general de lo que^se entien­
de por número, sin faltar al tírden ideológico que nos 
hemos propuesto seguir, de no usar de palabras , cuyo 
sentido se ignore. Y por lo mismo, dirúmos que núme­
ro es el resultado de la comparación de una cantidad 
cualquiera con la unidad, ó es la relación de una canti­
dad con la unidad, que fuá la definición que dio Neuton.

Si la cantidad que se compara es igual ó mayor que 
la unidad , y equivale exactamente á un conjunto , rtu- 
nion ó agregado de unidades, resulta el número entere 
denominación que corresponde á todos los que hemos con­
siderado hasta ahora.

Si la cantidad que se compara es menor que la uni­
dad ó cantidad con que se compara, el resultado de la
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comparación, ó el número que resulta, no puede llegar á 
equivaler toda la unidad, y espresará solo parte ó partes 
de ella ; y en este caso el número se llama quebrado ó 
fracción.

Si la cantidad que se compara equivale á una uni­
dad o á un conjunto de unidades, y algo mas, que no 
llegue á ser otra unidad, entúnces recibe el nombre de 
número misto, pues se compone de entero y de que­
brado.

Si el resultado de la comparación es que equivale á 
parte o partes de una unidad, y esta unidad es parte ó 
partes de otra unidad diferente, entúnces recibe el nom­
bre de quebrado de quebrado.

1 Finalmente, cuando un número-, que no es propia- 
! mente quebrado, se enuncia á manera de quebrado ó 
de fracción , entdnces se llama número fraccionario.

Para aclarar estas ide'as, supongamos que en un 
nionton se tengan diez rnpneditas de plata, de las que 
representan un real. Si para espresar la cantidad de di­
nero , que hay en dicho monton , la comparamos con 
un real , esto es , con una de las espresadas moneditas, 
el resultado de la comparación de todos los reales que 
liay en el monton, es que hay diez; y este número se 
llama número entero, porque se compone de un conjun- 

| to exacto de Unidades. Si el dinero que hay en dicho 
monton , lo comparamos con el valor de un peso duro, 
como este vale veinte reales, y veinte reales equivalen á 
dos veces diez reales, los diez reales vienen á ser la im­

itad de los veinte reales que hay en el peso duro; y en- 
to'nces los diez reales equivalen d la mitad del peso duro 
o á medio duro: y el número mitad del duro ó medio du- 

j ro es el que se caracteriza con el nombre de quebrado.
I Si la cantidad de diez reales, que hay en el monton, la 
|comparamos con la pieza de plata, que se conoce con el 
I nombre de resellado, vere'mos que el resultado de la com- 
Iparacion es que los diez reales de aquel monton equi­
valen á una vez la espresada pieza que se caracteriza con 
el mencionado nombre de resellado-, ó loque eslomisino 
equivalen á un resellado ; y en este caso , dicha cantidad 
está espresada también por un número entero, pues equi- 

Toaio I. 2
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vale exactamente á una vez la unidad elegida por térmi­
no de comparación.

Si el mismo conjunto de diez reales lo comparamos con 
una peseta columnaria, que equivale á cinco reales,como 
diez reales equivalen á dos veces cinco reales, quiere de­
cir que diez reales equivalen á dos pesetas columnarias-, 
y en este caso , el mismo conjunto de diez reales viene 
espresado por un número que también es entero, pues 
equivale exactamente á dos unidades ó á dos veces la uni­
dad, que aquí es la peseta columnaria.

Si comparamos la misma cantidad de dinero ó con­
junto de diez reales, con una peseta de las que hemos 
llamado ordinaria ó provincial, observaremos que te­
niendo esta peseta cuatro reales-, dos pesetas tendrán 
ocho reales-, y tres pesetas tendrán doce reales-, y como diez 
reales se hallan entre ocho reales y doce reales, resulta 
que el conjunto de diez reales se halla entre dos pese­
tas y tres pesetas-, luego equivaldrá á dos pesetas y al­
go mas. Para formarnos idéa de lo que en diez reales 
hay mas de dos pesetas, observaremos que como dos pe­
setas equivalen á ocho reales, en diez reales, ademas de 
las dos pesetas, hay dos reales-, y para valorar d valuar 
estos dos reales en la unidad que ahora liemos elegido, 
que es la peseta, debemos considerar, que teniendo la 
peseta cuatro reales, los citados dos reales equivalen á la 
mitad de los cuatro reales, que vale la peseta ; luego los 
dos reales es lo mismo que decir media peseta-, y resul- | 
ta que el conjunto de diez reales, cuando se toma por 1 
unidad la peseta ordinaria ó provincial, equivale á dos 
pesetas y á la mitad de otra peseta, ó á dos pesetas y j 
media: y en este caso, tenemos espresado el conjunto de 
diez reales por un número misto , á saber: dos y media ¡ 
pesetas.

Comparando el mismo conjunto de diez reales con el j 
peso duro, tomado por unidad , liemos manifestado que 
diez reales equivalen á la mitad del peso duro-, y si que­
remos referir este valor á otra unidad, por ejemplo, al 
dohlon de oro, no tenemos mas que observar, que tenien­
do (§ 20) el doblón de oro cuatro duros, un duro es la 
cuarta parte ó el cuarto de un doblan de oro , y entdn-
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ces los díea reales equivalen á la mitad de un cuar­
to del doblan de oro ; y esta mita i de un cuarto ó el 
medio de un cuarto es lo que se llama quebrado de que­
brado.

Por otra parte , si para valuarlos diez reales, que 
hay en el misino monton, eligiéramos la media peseta 
ordinaria ó provincial, hallaríamos que los diez reales 
equivalían á cinco medias pesetas ó í cinco medios , so­
brentendiéndose que la unidad es la peseta ; en cuyo 
caso, se tiene un número, que se enuncia como si fue­
se un quebrado, no siéndolo; y como al quebrado se le 
suele también llamar fracción, á estos números en que, 
Contando por partes de la unidad , se llega á tener una 
unidad o' mas de una unidad , se caracterizan con el nom­
bre de fraccionarios ; porque se enuncian á manera de 
fracción 6 quebrado, sin serlo; pues un número frac­
cionario ú equivale á un número entero Óí un número 
misto. En el ejemplo presente las cinco medias pesetas 
ó cinco medios de peseta equivalen a' dos pesetas y me­
dia. i si en el monton hubiese únicamente ocho rea­
les, y quisiéramos espresarlos, eligiendo por unidad 
la niedia peseta , encontraríamos que los ocho reales 
equivalían á cuatro medias pesetas ó cuotro med os de 
peseta , que equivalen á dos pesetas justas , número 
ent;ro.

Be todo esto resulta, que el número, con relación á 
la unidad á que se refiere, puede ser entero, quebrado, 
misto , quebrado de quebrado y fraccionario. Es entero 
cuando se compone exactamente de unidades; es quebra­
do cuando solo consta de parte ó partes de la unidad; es 
misto cuando consta de entero y quebrado, ó se compo­
ne de unidades y parte o partes de la unidad; es quebrado 
de quebrado cuando se compone de partes de partes de la 
unidad; y finalmente es fraccionario, cuando, contan­
do por partes de la unidad, se llega a tener una unidad 
o mas de una unidad : resultando que una misma can­
tidad, cual es aquí el monton de diez reales, se puede 
espresar en cada una de estas especies de número, según 
la unidad que se elija.

Es sumamente importante percibir clara y distintn-
o
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mente la kle'a que está fija á cada especie de número; 
porque sirviendo de base estas nociones a cuanto pernos 
de manifestar en lo sucesivo , no se bailaran las dificul 
tades que de otro modo se encuentran ( ).

De Ia operación de sumar ó de la adición.

« Aunque es verdad que, dado un numero solo se 
le podrá hacer mayor d rumor, los diferentes modos, que 
L} de aumentar o' disminuir los números, oonducen a 
seis operaciones, que son: sumar, restar, multiplicar, di 
indir elevar á potencias y extraer raíces.Smntr es reunir en J so/o ndmaro el valor de dos ó mas 
homogéneos; la operación, por cuyo medio se: ejecutaie , 
se llama adición; los números que se dan para sumar, su 
mandos; y loque resulta de la operación, suma. Los su­
mandos lian di ser homogéneos, porque un número de
hombres, por ejemplo, no puede aumentar uno

bdlsÍ ’indica esta operación poniendo entre los sumandos 
este signo +, que se lee mas. Así, la cspresion 5+ 3 “ lee‘ 

y para indicar que, después de hecha es­
ta suma, resulta 8, se pone el signo =, que se lee igual, 
de manera que la espresion 54-3—8, se lee: cinco m

*' e¡4gpara°poder sumar, es necesario saber perfectamente 
lo que componen juntos de dos en dos, los números diji- 
tos. cuyas sumas son las contenidas en la siguiente

/*) si por, dar .0,1,, o,.,, idías , * lúdese telo Pre;
Si'ntando al mismo tiempo los re,I.tos > péselos, re*1 ¡
se oeo.'lumbroso ó los principiante, ó que ellos
plleoeioi, , valiéndose de las espresadas monedas, se lograrían ve I 
(Jb miiclu consideración.
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Tabla para sumar.

1 y 1 son 2. 2 y 2 son 4- 3 y 3 son G.

1 V 2 . . . 3. 2 y 3 ___  5. 3 y 4.... 7.

1 y 3 . .. 4- 2 y 4 . . .. 6. 3 y 5 .... 8.

1 y 4. . . 5. 2 y 5 .... 7. 3 y 6.... 9.

1 V 5 . . . 6. 2 y e . . .. 8. 3 y 1 ... . 10.

1 y 6 ... 7. 2 y ’ . .. . 9. 3 y 8.... 1 1.

< y 7 ... 8. 2 y s ..... 10. 3 y 9.... 12.

1 y 8 ... 9. 2 y 9 ___ 11.

1 y 9... 10.

4 v 4 son 8. 5 y s son 10. 6 y 6 son 12.

4 v 5 . . • 9. 5 y 6 . . .. 11. 6 y 7.... 1 3.

4 v 6 . . . 10. 5 y ’ ___  12. 6 y 8----- 14.

4 y 7 . . • I 1. 5 y 8 ___  13. 6 y 9 ... . 15

4 y 8 . . . 12. 5 y 9 .... 14-
4 y 9 . 13.

7 y 7 son 14. 8 y 8 son 1G.
/ y 3. 15. 8 y 9 . 17.
7 y 9- lf>. 9 y 9 son 18.

25 Aprendida la tabla, se saben ¡rumarde memoria todos 
los nlimeros díjitos; y para sumar un número compuesto 
con un díjito, se añadirá el díjito á las unidades del com­
puesto, y se pronunciará el todo; si de la suma del díjito 
con las unidades del compuesto resulta alguna decena, se pro­
nuncia en la suma la decena inmediatamente mayor á la que 
lleve el compuesto. V. g. 25 y 4 (diciendo 5 y 4 son 9) son 
29 ; 27 y 8 (diciendo 7 y 8 son 1 5 ) son 35, etc.

26 Entendido esto, para sumar toda clase de números 
enteros resolveremos el siguiente

Problema. Sumar números enteros.
Resolución. Coloqúense todos los sumandos, los unos de­

bajo de los otros, de modo que se correspondan unidades 
debajo de unidades, decenas debajo de decenas etc.; tíre­
se después una raya; empiécese á sumar por la columna 
de las unidades, y súmense todas las de los sumandos : es­
ta suma se compondrá ó de unidades solas, ó de decenas 
solas, ó de decenas y unidades -, si se compone solo de uni-
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dades, se pone debajo de la raya el guarismo que las es- 
presa, de modo que se corresponda con las unidades de los 
sumandos , si se compone solo de decenas, se pondrá o de­
bajo de las unidades de los sumandos, y las decenas se guar­
darán para sumarlas con las de la columna siguiente; si hay 
decenas y unidades, se colocan las unidades debajo de las 
unidades, y se guardan las decenas para sumarlas con las 
de la columna inmediata. Después se suma la columna de 
las decenas, teniendo cuidado de sumar con el primer gua­
rismo las que resultaron de la suma de las unidades: esta 
suma de decenas se compondrá ó de decenas solamente, 6 
solo de centenas, ó de centenas y decenas-, si solo contiene 
decenas, se pone debajo de la columna de las decenas el 
guarismo que las espresa-, si tiene solamente centenas, se 
pone o debajo de las decenas, y se guardan las centenas que 
resulten para sumarlas con las de los sumandos-, si contie­
ne centenas y decenas, se colocan las decenas debajo de las 
decenas, y las centenas se guardan para sumarlas con las 
de la columna de la izquierda. Luego, se pasa á sumar las 
centenas, teniendo cuidado de añadir al primer guarismo 
lasque se llevaban de la suma de las decenas; y si en la 
suma de las centenas hay millares, se guardan para sumar­
los con los de la columna inmediata-, y así se continúa hasta 
llegar á la última columna de la izquierda, de cuya su­
ma si resulta alguna ó algunas unidades de especie superior, 
se ponen á la izquierda del guarismo últimamente puesto-, 
y el número que resulta debajo de la raya es la suma 
pedida.

Ejemplo. Si quiero sumar los números 3 579, 696, 5 7 y 709; 
los pondré los unos debajo de los otros, de modo que se correspon­
dan unidades debajo de unidades, decenas debajo de decenas, etc. 
tiraré después una raya en esta forma:

Empiezo á sumar por las unidades, y digo: 9 3 57 9
unidades y 6 son 8, y 7 son 15, y 9 son 24; en 696
24, que son unidades, hay 2 decenas y 4 unidades; 57
coloco las 4 unidades debajo de la columna de las 709
unidades, y guardo las 2 decenas para sumarlas con_____
las de la columna siguiente ,cn que digo: 7 decenas, 5034 
y 2 que llevaba de la suma de las unidades, son 9 de­
cenas, y 9 son 1 8, y 5 son 23 , y 0 son 23 ; en 23, que.son decenas, 
hay tres decenas y 2 centenas; por lo cual pongo un 3 debajo de
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las decenas, y guardo las 2 centenas para sumarlas con las de la co­
lumna inmediata, diciendo: 5 centenas, y 2 que. llevaba, son 7 cen­
tenas, y 6 son 13, y 7 son 20; en 20, que son centenas, hay 2 
millares justos y ninguna centena; por lo que. pongo 0 debajo de 
las centenas,y guardo los 2 millares para la columna inmediata, 
en que digo: 3 y 2 que llevaba son 5, que pongo debajo de los mi­
llares; y como ya no hay mas guarismos , digo que la suma de los 
números propuestos es cinco mil treinta y cuatro.

Escolio. Al sumar cada columna no se necesita ir repi­
tiendo sisón unidades, decenas, etc.; pues como por el 
sistema de numeración cada diez unidades componen una 
de especie superior, se suman los guarismos de cada co­
lumna como si solo espresasen unidades, y después de 
colocar debajo de la columna que se suma, las unidades 
sencillas que resulten, se llevan para la columna inmedia­
ta tantas unidades como decenas resultaron en la suma de 
la columna anterior.

27 Como el problema consta (introd..) de resolución 
y demostración, y hasta ahora solo liemos dado la resolu­
ción , nos falta la segunda parte, que es la

Demostración. La colocación de los sumandos es por 
comodidad; el tirar la raya es por claridad, esto es, pa­
ra que no se confunda la suma con los sumandos; todo lo 
demas está reducido á que en el ntímero de debajo de la 
raya están las sumas de todas las unidades, decenas, cen­
tena, etc., esto es, de todas las partes de los sumandos; 
y como lo que se hace con las partes (intr. ax. 3.0) que­
da hecho con el todo, se infiere qtíe el número que está 
debajo de la raya es la suma de todos los sumandos, que 
era lo que debía hacer y demostrar, que se espresa : b. 
Q. D. H. y D-

Esc. Si fuesen muchos los sumandos, se podrían hacer 
varias sumas de á seis, ocho, diez o mas sumandos cada 
una, y luego se sumarían estas sumas; pero es mejor acos­
tumbrarse á hacer siempre la operación de una vez, cómo 
«e ve en los siguientes ejemplos.
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4723 
87'| 12 

7029 
£79408 
478572

2.°

7537 
9642 5 
17 584 
2563 .

3° 4-° 5.°

49673 45638 35286
3 5486 7946 573 2

359864 369204 93468
68397 70S03 74253
753 86 974932 208739

8535 67960
56384 540316 6.°

724836 47210 3 8497
97537 204562 98704
35791 38930 2746

5118S9 2367501 482 1 
44768'

124109

De la operación de restar ó de la sustracción.

28 La primera operación de disminuir es la de restar, 
que es averiguar la diferencia entre dos números homogé­
neos; la operación por medio de la cual se ejecuta esto, se 
llama sustracción; el número de que se lia de restar, mi­
nuendo ; el que se resta, sustraendo-, y lo que resulta de 
la operación, se llama resta, esceso ó diferencia.,

El minuendo y sustraendo deben ser homogéneos por
razones análogas á las dichas (23).

Se conoce el minuendo en que lleva siempre antepues­
ta la preposición de-, y para indicar una operación de res­
tar se escribe el minuendo, después este signo—, que se 
lee menos, y luego el sustraendo que es el otro numero; 
y para indicar el resultado se pone el signo =. Asi, la 
espresion 7-4 = 3 , quiere decir, que, después de quitar 4 
de 7 quedan 3, y se lee: siete rnénos cuatro igual tres.

/9 Entendido esto; pasemos á resolver el siguiente 
Problema. Restar números enteros.
Res. Coloqúese el sustraendo debajo del minuendo, de 

modo que se correspondan unidades debajo de unidades, de­
cenas debajo de decenas, etc.-, tírese después una raya de­
bato del sustraendo-, véase las unidades que jaltan a las 
del sustraendo para que tenga las mismas que el mtnuen-
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do, y las que le falten se ponen debajo de la raya en la 
columna de las unidades: ejecútese lo mismo con las dece­
nas, centenas, millares etc., y el número que salga deba- 

j jo de la raya será la resta.
Ejcin/i. Si de 4583 5 quino restar 23512, veré que el núme­

ro que lleva la preposición de. es el 4-83 5; por consiguiente esté 
es el minuendo, y por lo mismo colocaré el suslracndo 23512 de­
bajo de él, como aquí se ve:

Y después de tirada la raya, diré: de. 2 unidades 
5 unidades van 3 , que. pongo debajo de la raya en

la columna de las unidades; de. I decena á 3 van 2,
[que pongo debajo de la raya cu la columna de las de- 
|cenas; de 5 centenas á 8 van 3, que pongo debajo; de. 
i 3 millares á 7 van 4. que pongo debajo; de 2 decenas de millar 
lá 4 van 2, que pongo debajo de. su columna correspondiente; v 
■tendré, que la diferencia entre los dos números propuestos es 24-323.

Dern. El colocar el sustraendo debajo del minuendo es 
[por comodidad, y el tirar la raya por claridad; todas las 
demás reglas se reducen á que por ellas encontramos la di­
ferencia entre las unidades de los dos números propuestos, 
la de las decenas, la de las centenas etc., esto es, que ha—

| llamos la diferencia de todas las partes de los números da- 
I dos; y como todas estas diferencias las hemos ido colo­
cando las unas al lado de las otras en süs lugares corres- 

: pondicntes, resulta que su conjunto formará (intr. ax. i>.°) 
la diferencia total. L. Q. D. H y D.

30 Al ejecutar las restas parciales no se necesita repe­
tir si son unidades, decenas etc., sino hacer siempre la 
resta como si fuesen unidades sencillas. V. g. si quiero

| restar 47305 de 58639, los colocarécomo aquí se presenta:
Y dt'spui'3 de. tirada la raya diré: di- 5 á 9 van 3'í)

4. que pongo debajo; de 0 á 3 van 3; de. 3 á C> van /•- .()- 
3 ; de 7 á 8 va 1 , y de 4 á 5 va I ; y colocando es- ' '* ^ 
tas diferencias ert sus lugares respectivos, digo que. la 
diferencia total es 11334. ‘ ’3+

31 En la operación de restar sucede con frecuencia que 
algunos guarismos del minuendo son menores que los cor­
respondientes del sustraendo. En este caso se toma una 
unidad del guarismo inmediato de la izquierda del minuen­
do, la cu :1 como vale, diez respecto del guarismo que seconsi- 
dera, se le aiiaden á este, y de su suma se resta el gua-

Tomo I. 3
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risino del sustraendo; y cuando se pasa á restar el otro, se 
considera el guarismo del minuendo con una unidad menos-, 
pero es inas análogo con el modo (le proceder en las demás 
operaciones, dejar los guarismos del minuendo como son, 
y añadir una unidad al correspondiente del sustraendo. 
V. g. si quiero hallar la diferencia entre 58276 y 23848, 
los colocará como he dicho (29) y aquí se ve:

Y después de tirada la raya, diré: de 8 á f> 110 
puede ser, es decir,que. al 8 no le fallan ningunas uni- 53276 
dades para convertirse en (i, ó que no puedo quitar 288/(8
S al que no tiene mas de 6; por lo mismo tomo una______
unidad del guarismo inmediato 7, que como vale 34428 
10 respecto de. las del 6, las sumó y tengo 16, de cu­
ya suma ya puedo restar el 8 diciendo: de 8 á 16 van 8 que pon­
go debajo; ahora podría considerar el 7 como 6, por haberle qui­
tado una unidad, y decir de. 4 á 6 van 2 ; pero es mejor acos­
tumbrarse á añadir dicha unidad al guarismo del sustraendo ; y 
así, diré: 4 y 1 que llevo son 5, de. 5 á 7 van 2 que. coloco de­
bajo; paso á la columna inmediata y digo:' de 8 á 2 no puede ser; to­
maré una unidad del guarismo inmediato, y hallaré, que de 8 á 
12 van 4, que pongo debajo, y llevo I ; 3 y I que llevo son 4, de 
4 á 8 van 4 que pongo, y no llevo qada; de 2 á 5 van 3 que 
pongo debajo , y resulta la diferencia 34428.

32 También suele ocurrir en esta operación el que el 
minuendo termine en ceros, ó que tenga ceros entre sus 
guarismos significativos, en ambos casos se deja el mi­
nuendo como lo que es, y se añade una unidad al guaris­
mo del sustraendo siempre que pata restar el anterior, se 
haya tenido que tomar unidad auxiliar. V. g. si de 
370480000, quiero restar 35729486, los colocaré como 
aquí se ve:

Y después de tirada la raya diré: de 6 5 10 
van 4, y de. 10 llevo 1 ; 8 y 1 son 9, á 10 va 1, 370/(80000
y de 10 llevo 1 ; 1 y 4 son 5, á 10 van 5, y 35729/(86 
llevo 1; 1 y 9 son 10,4 10 va cero, y llevo 1;____________.
1 y 2 son 3,4 8 van 5, v no llevo nada; de 7 
4 14 van 7, y llevo 1; I y 5 son 6, 4 10 van 4 4
4, y llevo 1 ; 1 y 3 son 4, 4 7 van 3, y no llevo nada; y rom" 
del 3, que queda 4 la izquierda, no tengo nada que restar, le ponga 
debajo.

33 La razón de esta práctica, contrayéndonos al pri-
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mer ejemplo, es que para poder restar el 8 ture que to­
mar una unidad auxiliar del 7; de donde se infiere que al 
restar el 4 no se debe considerar al 7 mas que como 6; pe­
ro si dejo al 7 como lo que es, y cuando voy á restar el 
4 tengo cuidado de quitarle una mas, obtendré lo mis­
mo, y resulta que cualquier práctica es igualmente segu­
ra, aunque la segunda es preferible.

Oirás ejemplos du sustracción, 

l.o 2.° 3.° 4.0 5."
3571049 4268013 1350304 2570842 3204005

683475 586435 584258 643576 863957
2887567 3681573 766046 1927266 234004S

De la multiplicación.

34 La segunda operación de aumentar es la de multi­
plicar. Esta es el caso particular de la suma en que to­
dos los sumandos son iguales; y así, se dice que multipli­
car es tomar un número tantas veces como unidades tiene 
otro. La operación se llama multiplicación; el número que 
se ha de tomar, se llama multiplicando; aquel que con sus 
unidades espresa las veces que se lia de tomar el multi­
plicando, se llama multiplicador; y lo que resulta de la 
operación se llama producto; el multiplicando y multipli­
cador juntos, se llaman factores del producto.

La operación de multiplicar se indica escribiendo el 
multiplicando, después un punto 6 este signo X,y luego 
el multiplicador; así, 4.5 ó 4x5 indica que se ha de mul­
tiplicar el 4 por el 5; y para indicar el resultado se usa 
también del signo =; de manera que 4.5 — 20, o 4X5=20, 
espresa que el producto de multiplicar 4 por 5 es 20, y se 
lee: 4 multiplicado por 5 igual 20. Ocurre con mucha fre­
cuencia el hacer oficios de multiplicando o de multi­
plicador, ó de ambos, sumas ó restas indicadas : en es­
te caso se encierran en un paréntesis de este modo:

(3-+-1 )x ( 7 —2 )=2° > 
que quiere decir, que la suma de 3 con 1 que es 4, 
se debe multiplicar por lo que queda de restar 2 de 7 
que es 5 : y por eso liemos puesto el producto 20.

o
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35 La definición de la multiplicación manifiesta que 
el producto debe ser de la misma especie que el multi­
plicando; y el multiplicador debe ser un número abstrac­
ta, que solo dice las veces que se ha de tomar ó sumar 
el multiplicando. En algunas cuestiones conviene distin­
guir los factores; mas en el producto no influye el que se 
truequen ó inviertan sus oficios , como vamos á manifestar
en el siguiente

36 Teorema. El árdea de los factores no altera el producto.
Esplicacion. Si quiero multiplicar 5 por 4, voy á de­

mostrar que el producto será el mismo, ya multiplique 
el 5 por el 4, ó ya el 4 por el 5.

Dem. Pues que la multiplicación es una suma abre­
viada, tendré que sumando cuatro veces el 5, hallaré el 
producto que busco; pero si descompongo á cada 5 en las 
cinco unidades de que consta, deberé sacar el mismo resul­
tado de sumar estas unidades que de sumarlos cuatro 5 á 
que equivalen; por lo mismo, indicando y ejecutando la 
Operación como aquí se ve:

Observo, que el conjunto de 
unidades que están á la derecha de 
los signos de igualdad, equivalen 
á los cuatro 5 que están en colum­
na; pero estas mismas unidades,
sumadas equivalen á los cinco 4 ---------------- -
que hay debajo de la raya; luego si 2o=4-+-4+4-t-4-t-4 
cuatro 5 equivalen á cinco 4, será 
cuatro veces un 5 igual á cinco *
veces un 4; y por Ib mismo cuatro veces 5 es igual a 5 
veces 4 6 4X¿=5X4- Y como se demostraría lo mismo res­
pecto de cualesquiera otros números, resulta L. Q. Id. D.

Esc. También s^Verifica esta proposición en el caso 
de haberse de multiplicar muchos números sucesivamen­
te entre sí. En efecto, si tuviésemos que multiplicar e! 5 
por el 4; y lo que?:¥esultase, por 7, indicaríamos la ope­
ración del modo siguiente 5x4x7; pero, en virtud de 
lo acabado de demostrar, 5X4=4X5, luego la espre- 
sion anterior será igual con 4x5x7. Y como, tanto el 5x4 
como el 4x5 equivalen.á 20; estas dos espresiones secón- 
vierten en 20X7; 1ue l50" acabado de demostrar, seten-

5—i-t- l-t- M-1 -f-i 
5 — i-t-n-i-i-i-t-i 
5—H-I-t-I-M-t-I 
5—r-t-i +1 -4-1-4-1
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drá 20x7=7x20; ¿poniendo, en vez del 20 sus equivalentes
5x4 y 4x5, resultará 5x4x7=14x5x7=7x5x4 7x4x5.

Pero, según lo acabado de demostrar 7x5=5x75 y 
7X4=4X7¡ luego será

5X4X7=4X5X7=7X5X4=7X4X5=5X7X4=4X7X5.
Y por este, procedimiento, llegaríamos á deducir en 

general, que cualquiera que sea el número de los factores, 
su producto no varía, aunque se altere el orden de las 

I multiplicaciones del modo que se quiera.
37 Entendido esto, para poder ejecutar una multipli­

cación, es indispensable saber perfectamente los produc­
tos que resultan de multiplicar entre sí los números dí- 

' jitos, que son los contenidos en la siguiente:
Tabla de los productos de los números díjiios.

: 1 por 1 es 1 2 por 2 son 4 3 por 3 son 9
1 por 2. . . 2 2 por 3- • • 6 3 por 4. . . 12
1 por 3. . • 3 2 por 4- • • 8 3 por 5- • • '5
1 por 4. . • 4 2 por 5- • ■ 10 3 por 6. . . 1 8
1 por 5. . • 5 2 por 6. • . 1 2 3 por 7. . . 21
1 por 6. . . 6 2 por 7- • - 14 3 por 8. . . 24 ¡

; 1 por 7. . • 7 2 por 8. • • 16 3 por 9. . . 2 7
1 por 8. . . 8 2 por 9- • • 18
1 por 9. . • 9

4 por 4 son 16 5 por 5 son 25 6 por 6 son 36
4 por 5. . . 20 5 por 6. . . 3° 6 por r7. . .* 42;
4 por 6. . • 24 5 por 7- • • 35 6 por 8. . . 40
4 por 7. . . 28 5 por 8. • • 40 6 por 9. . . 54
4 por 8. . • 3 2,5 por 9- • • 45
4 por 9. . • 36

7 por 7 son 49 3 por 8 son 64 9 por 9 son 81
7 por 8. . . 5 6 13 por 9- • • 72
7 por 9. . • &3

10 por 10 son 100
10 por 100. 1000
10 por 1000. . . . 10000
10 por 10000 . • • 100000
10 por 100000 • • 1000000
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38 En la multiplicación pueden ocurrir tres casos’ 
multiplicar un número díjito por otro djjito; un compues­
to por un díjito, ó un díjito por un compuesto; y un com­
puesto por otro compuesto. Para el primero basta saber de 
memoria la tabla anterior; para el segundo rcsolvere'mos 
el siguiente

39 Problema. Multiplicar un número compuesto por 
un díjito.

Res. Coloqúese el díjito debajo de las unidades del com­
puesto, y tírese una raya por la parte inferior-, multipli­
qúese el guarismo de las unidades del multiplicando, que 
es el compuesto, por el multiplicador que es el díjito : si en 
este producto hay solo unidades, se colocan debajo de las 
de los factores : si contiene solo decenas, se pone o en el lu­
gar de las unidades, y se guardan las decenas para aña­
dirlas al producto de las decenas de la columna inmedia­
ta-, y si contiene decenas y unidades, se ponen las unida­
des debajo de las de los factores, y se guardan las dece­
nas para añadirlas al producto de las decenas. Después se 
multiplican las decenas del multiplicando por el mismo mul­
tiplicador-, á su producto se añaden las que se llevaban del 
producto de las unidades, y se colocan las decenas que re­
sulten debajo de las decenas, guardando las centenas, si 
las hay, para añadirlas al producto de las centenas de la 
columna inmediata. Luego, se multiplican por el mismo mul­
tiplicador las centenas del multiplicando, á cuyo produc­
to se añaden las que se llevaban del producto de las dece­
nas , y así se continúa hasta que no haya mas guarismos 
en el multiplicando. Si en el último producto hay algunas 
unidades de especie superior que llevar, se colocan á la iz­
quierda ; y el número que resulta debajo de la raya es el 
producto.

Ejemp. Si quiero multiplicar 453 por 6, ó 6 por 453, 
colocare el 6 debajo de las unidades del 453, en esta 
forma:

Tiro debajo una raya, y empiezo á muí- 453
tiplicar diciendo : 3 por 6 son 18, que son 6
unidades; y como en 18 unidades hay 1-------
decena y 8 unidades, coloco el 8 debajo de 27‘^ 
las unidades de los factores, y guardo la
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decena para aíladirla al producto de las decenas, y digo: 
5 por 6 son 30, y 1 que llevaba son 3 1, que son decenas; 
y como en 31 decenas hay 3 centenas y 1 decena, colo­
co el 1 debajo de las decenas, y guardo las 3 centenas pa­
ra añadirlas al producto de la columna siguiente, en que 
digo: 4 por 6 son 24, y 3 que llevaba son 27, que son 
centenas; y como en 27 centenas hay dos millares y 7 
centenas, coloco las 7 centenas, y guardo los 2 millares 
para añadirlos al producto de la columna siguiente; pero 
como ya no hay mas guarismos en el multiplicando, colo- 

! co estos 2 millares á la izquierda del 7, y tengo que 453 
multiplicado por 6 da 2718 por producto.

Dem. La colocación de los tactores es por cornodi- 
idad, y la raya se tira para claridad. Todas las demas 
(reglas están reducidas á multiplicar las unidades, las de- 
fcenas, centenas etc., esto es, todas las partes del multi­
plicando por el multiplicador; y como todos los produc­
tos parciales los hemos ido reuniendo en uno solo, re­
sulta que el número que está debajo de la raya es el pro­
ducto de todas las partes de que se compone e'l multipli­
cando por el multiplicador ; luego (intr. ax. 3.0) será el 
producto total. L. Q. D. H. y D.

40 Al hallar cada producto no se necesita ir espre- 
sando la especie de unidades; de manera que en la prac­
tica bastan las palabras del siguiente ejemplo. Si quiero 
multiplicar 7263 por 8, colocare los números como he 
dicho y aquí se ve:

Y después de tirada la raya diré: 3 por 8 son 7 203 
24, pon "o el 4 y llevo ‘2; 0 ]>or S son 4S> y 2 3
que llevaba son 50, pongo 0 y llevo 5 ; 2 por 8 -----------
son 10, y 5 que llevaba son 2 I , pongo 1 y llevo 58104
2; 7 por 8 son 56, y 2 que llevaba son 58, pon­
go el 8 y llevo 5 ; (pie como no hay mas guarismos en el mul­
tiplicando, coloco el cinco á la iiquierda del 8 , y resulta que 
el producto, de 7203 por S es 58104-

41 Ahora observaremos que todo número multiplica­
do por la unidad, ó la unidad multiplicada por cual­
quier número, da por producto el mismo número-, y que 
eero multiplicado por cualquier número, ó al contrario, 
da cero por producto.
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42 Si atendemos al sistema de numeración, veremos 
(14) que un número resulta multiplicado por 10, solo 
con añadirle un o; se le multiplica por 100, con aña­
dirle dos ceros etc.; y en general, para multiplicar un 
número por la unidad seguida de ceros, se colocarán á la 
derecha de dicho número tantos ceros como acompañen á 
la unidad.

43 De aquí se sigue que la multiplicación de un nú­
mero cualquiera por otro de un guarismo significativo y 
ceros, se reduce á la de por uno díjito; para lo cual se 
multiplica el número compuesto por el guarismo significa­
tivo , y al producto se le añaden tantos ceros como le 
acompañen.

En efecto, para multiplicar 453 por 600, indicare' la 
operación de este modo: 453x600; pero 600 es lo mis­
mo que 6x100; luego poniendo en vez de 600 este va­
lor, la espresion anterior se convertirá en 453x6x100; 
pero aquí tengo indicado que el producto de 453 por 6, 
que (39) es 2718, le debo multiplicar por 100; y como 
para multiplicar por 100, basta (42) solo añadir dos ceros, 
resulta que si al 2718 le añado dos ceros , tendrá que 
271800 es el producto de 453 por 600.

Otros ejemplos de multiplicación.

10 2° 3.°
5 7 S 7 95687 8040753

8 7 60

46 296 669S09 432445 180

4°
14257839

5000
71-289195000'

44 Comprendido esto , pasemos al tercer caso, que 
esplicaremos en el siguiente

Problema. Multiplicar un número compuesto por otro 
compuesto.

Ri-s. Tómese por multiplicador el que tenga menos gua­
rismos , y póngase debajo del multiplicando^ que es el 
otro numero , de modo que se correspondan en columna 
las unidades con las unidades , las decenas con las dece­
nas. etc. ; tírese una raya; multipliqúese todo el multi­
plicando por las unidades del multiplicador ( 40) , cuyo 
producto se pondrá debajo de la raya de modo que caigan
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las unidades, decenas, etc. debajo de las unidades, de­
cenas , etc. de los factores; multipliqúese después todo el 
multiplicando por las decenas del multiplicador, y coló- 
quese este producto debajo del anterior, corriéndole un 
lugar hacia la izquierda; luego, multipliqúese todo el mul­
tiplicando por el guarismo siguiente del multiplicador , y 
coloqúese este producto debajo del antecedente, corrién­
dole también otro lugar hacia la izquierda ; y continúe­
se de este modo hasta que no haya mas guarismos en el 
multiplicador. Después se tirará debajo de estos produc­
tos parciales otra raya; se sumarán todos ellos , y la su­
ma será el producto que se pide.

Ejemp, Si quiero multiplicar 8237 por 53(3, tomaré por 
multiplicador el 536 y le colocaré, debajo del multiplicando, en 
esta forma:

Y después de tirada la raya , multiplicaré el 823 7 
por 6 , é iré colocando el producto debajo de la raya 
como en el caso dicho (40); después paso á multiplicar 
todo el multiplicando 8237 por el segundo guarismo 
del multiplicador que es el 3 , y coloco su producto de­
bajo del anterior, corriéndole un lugar hacia la izquierda.
B’aso después á multiplicar todo el multiplicando por el 
¡tercer guarismo del multiplicador, que es el 5, y colo­
co su producto debajo del anterior, corriéndole un lugar hacia la iz­
quierda. Tiro después una raya , porque ya no hay mas guarismos 
en el multiplicador; sumo todos estos productos parciales, y tengo 
pn la suma 44 15032 el producto de los dos números propuestos.

Dem. El tomar por multiplicador el de ménos gua­
rismos es porque el tírden de los factores (36) no alte­
rando el producto, y de este modo resulta la operación con 
mas sencillez; su colocación es por comodidad, y el ti­
rar la raya por claridad; todas las demás reglas esla'p 
reducidas á multiplicar todo el multiplicando por las uni­
dades del multiplicador; después todo el multiplicando 
por las decenas del multiplicador, y liemos de colocar 
sste producto debajo del guarismo de las decenas del an­
terior, porque de multiplicar por decenas (42) debe re­
sultar al fin un cero, y los guarismos significativos deben 
empezar desde las decenasen adelante, y por consiguit n- 
te se deben colocar debajo de las decenas del primer pro­
ducto parcial, para poder ejecutar después la suma; lue- 

Tomo 1. 4

8237 
____ 536
~49422 
24711 

41185 
4415032
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go , hemos multiplicado por las centenas , y así sucesi­
vamente, hasta haber multiplicado todo el multiplican­
do por todos los guarismos 6 partes del multiplicador; 
pero todos estos productos los liemos sumado y reunido 
en un solo ndmero, que es el que sale debajo de la raya; 
luego .( intr. ax. 3°) este ndmero que contiene la suma 
de los productos del multiplicando por todas las partís 
del multiplicador, contendrá el producto de todo el mul­
tiplicando por todo el multiplicador. L. Q. D. H. y D.

Ejemplos de multiplicación.

1°

78546
3-254

314134
392730

157092
335633

255588684

2°

85368 
6 \ 7 

597576 
34M72 

512208 
55233096

3°
947586

4793
7580688

8528274
6633102

3790344

4546517628

4° El producto de 695725 por 8563 es 59574931 75.
5,° El producto de. 85326 por 475 es 46529850.
6° Y el de 357964 por 4867 es 1742210788.
45 La operación de multiplicar se abrevia cuando uno 

6 ambos factores terminan en ceros ; lo que se consigue 
multiplicando únicamente los guarismos significativos, y 
anadiendo al producto tantos ceros como hay al fin en am­
bos factores juntos, ó en el uno de ellos si él solo los llevase.

En efecto, si tengo que multiplicar 6300 por 56, se­
rá en virtud de lo espuesto (§43)

63ooX56=Ó3Xioox56=(§ 36)63x56x100.
Luego si multiplico el 63 por 56 , y al producto le 

añado dos ceros (42), tendrá en 352800 el producto de 
estos tres factores, o' el de los dos primitivos.

Del mismo modo si fuese 633000 por 2500 , ten­
dría 633ooox25oo=Ó33x 1000x25x100=

6.33X255<i °°ox t o°=15 8 2 5ooco°- 
Tambien se abrevia esta operación cuando los ceros 

se hallan entre los guarismos significativos del multiplica-
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dor-, en cuyo caso se multiplica el multiplicando por los 
guarismos significativos del multiplicador, hasta llegar á 
los ceros ; en llegando ú estos no se multiplica por ellos, 
y se pasa á multiplicar por los demas guarismos signifi­
cativos ; pero teniendo cuidado de correr el primer pro­
ducto hacia la izquierda tantos lugares mas uno , cuan­
tos ceros hay, es decir, que si hay un cero se debe cor­
rer el 'primer producto dos lugares; si dos ceros, tres lu­
gares, etc. á la izquierda. V. g. si tuviese que multipli­
car 84753.6 por 400306 , colacuría los factores de esta 
manera :

Multiplicaría todo el multiplicando por 6; 
lo ipil1 111c dá el producto parcial 50852 1 (i; como 
después del (i hay un cero cu el multiplicador, 
paso á multiplicar; por el primer guarismo signi­
ficativo que. encuentro, que es el 3, y coloro este 
producto de modo que su primer guarismo caiga 
debajo del 2 del producto antecedente, esto es, 
corriéndole, dos lugares hacia la izquierda, (.orno 
después vuelvo á encontrar ceros , paso á multiplicar por el guaris­
mo significativo que hay después de ellos, que es el l\; coloro el 
producto tres lugares mas hacia la izquierda respecto del antece­
dente, porque aquí hay dos ceros; sumo después estos productos, y 
saco que 847536 multiplicado por 4Q0306 da 3392'3 7/|GÜ 1G 
por prodnélo.

46 Las cuestiones que conducen d la operación de 
multiplicar , se presentan bajo tres aspectos diferentes, 
que se llaman usos de esta operación : 1.° cuando se quie­
re hacer á un número cierto número de veces mayor; 
2.0 cuando conocido el valor de una unidad , se quiere 
averiguareI de muchas-, y 3.0 cuando se quieren reducir 
unidades de especie superior á unidades de especie in­
ferior.

Para el primer caso, se multiplica el número dado 
por aquel que espresa con sus unidades las veces que se le 
quiere hacer mayor. V. g. si al 754 le quiero hacer 58 
veces mayor, multiplicaré el 754 por 58 y tendré que 
el producto 43732 es uu número 58 veces mayor que 
el 754-

Para el segundo, se multiplica el valor de la unidad 
por el número de ellas. V. g. si quiero averiguar lo que

847536
400306

5085216 
2542008 

3390144_____
339273746b16
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valen 372580 varas de paño á 60 reales la vara, multi­
plicare' el número de varas por el valor de una de ellas, 
que es 60 reales, y hallare que valen 22354800 reales. 
Porque, por cada unidad que haya, se debe tomar una 
vez su valor; luego se deberá tomar tantas veces el va­
lor de una como unidades hay. Así mismo, 457 arrobas 
de aceyte á 96 reales valen 43872 reales; y 3574 fane­
gas de trigo á 85 reales valen 303790 reales.

Para el tercer caso, se multiplica el número de uni­
dades de especie superior, por aquel número que con sus 
unidades espresa las unidades de especie inferior de que 
se compone la mayor.

l.er cjernp. Quiero saber cuántos pies tienen 7 varas; como 
la vara es la unidad de especie superior, y se compone de 3 pies, 
multiplicaré el número 7 de varas por 3, y tendré, eu el producto 
91, los pies que hay en 7 varas.

i 0 Quiero averiguar cuántos maravedises hay en 79 doblones; 
para esto, multiplicaré el 79 por los maravedises que tiene un do­
blón, que son 2040, y sacaré 161160 maravedises; pero es mas 
cómodo reducirlos primero á pesos, luego á reales y después á ma­
ravedises. Así en el ejemplo propuesto veré primero cuántos pesos 
hay en los 79 doblones; después los pesos que saque, veré los rea­
les que componen; y luego este número de reales averiguaré los 
maravedises que tienen , como se vé en (A),

(A) (B) (G)

79 doblones. 75893 varas 4367 quiñis.
4 3 4

316 pesos. 227679 ffies 17468 arrobas.
15 12 23

158o 455358 87340
3,6 22-1670 349.36

¿7 4o rentes 2752140 pin#*. 436700 libras.
3/( 12 16

1 8 96 041,42911 26202
1¿22 2702148 4367

16-1160 muís. 32785776 lineas 6987200 onzas.

El ejemplo (B) manifiesta el modo de reducir 75893 
varas á líneas; y el ( G) da á conocer el modo de redu­
cir 4367 quintales á onzas.
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De la División.

47 Pasemos á la segunda operación de disminuir, que 
es cuando se lia de restar el sustraendo del minuendo to­
das Jas veces que se pueda ; y como se podrá quitar tan­
tas veces como esté contenido, se dice que dividir es ave­
riguar cuantas veces un número contiene á otro. La opera­
ción se llama división.; el número que lia de contentr, se 
llama dividendo; el que lia de estar contenido, se llama 
divisor-, y lo que resulta cociente-, el dividendo y divi­
sor juntos, se llaman términos de la división ó del co­
ciente.

48 Como dividir es averiguar las veces que el divisor 
está contenido en el dividendo, se infiere que multipli­
cando el divisor por el cociente ha de resultar el divi­
dendo ; luego en la división el número que multiplicado por 
el divisor no dé el dividendo no puede ser el cociente.

Para indicar que un número se lia de dividir por otro, 
pe pone el dividendo, debajo una raya, y luego el di­
visor; ó se pone el dividendo, después dos puntos, y 
luego el divisor; así, ó 15: 5, indica la división 
ie 15 por 5; y se lee: 15 dividido por 5 (*); y para in- 
licar el resultado usaremos del signorr; de manera que 
¿r=3, o 15: 5 = 3, se lee: 15 dividido por 5 igual i-

49 Tres casos pueden ocurrir en la división, á saber: 
lividir un número díjito por otro dijito ; dividir un compues­
to r un díjito, y dividir un compuesto por otro compuesto.

Para dividir un número díjito por otro díjito, y aun 
uno compuesto solo de dos guarismos por uno díjito que 
pea mayor que el guarismo de especie superior del com­
puesto, no hay mas que saber la tabla de la multiplica­
ción (37); pues en este caso en averiguando el núme­
ro porque se lia de multiplicar el divisor para que úé el 
iividendo (o' el producto inmediatamente menor) , este 
será el cociente.

(°) En los libros inglesas usan (le este signo -7 para la divi— 
D°n i <le modo que 15 -j. 5=3 , quiere decir , i5 dividido pOr 

igual 3.
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x.er ejemp. Quiero saber cuántas veces el 6 contiene J 
al 2, tí cuanto es 6 dividido por 2; y como haciendo va- I 
rias tentativas encuentro que el 2 se ha de multiplicar por 
3 para producir 6, digo que 3 es el cociente.

2.0 Si quisiera dividir 11 por 4, vería que después de 
dar al cociente 2, me sobran 3 ; estas 3 unidades que so- 
bnn se ponen al lado del cociente hallado., debajo se tira 
una raya, y debajo se pone el divisor, en esta forma: 2-4, 
y se lee dos y tres cuartos.

Para leer todas estas espresiones, se lee el número que I 
está encima de la raya con los nombres numerales ohsolu- I 
tos, y el que está debajo con los numerales partitivos, si j 
no lleca á 10; ó con los absolutos si llega ó pasa de 10, I 
añadiendo después la partícula a vos. Así, la espresion 3 iV ’ 
se lee: tres y nueve diez y siete avos.

50 2.0 caso. Problema. Dividir un número compuesto \ 
por un d/jito,

Res. Colóquese el divisor A la darecha del dividendo, 1 
de modo qm se correspondan en un mismo renglón; tírese | 
entre los dos una raya de arriba á abajo, y otra debajo I 
del divisor. Hecho esto, tómese el guarismo de especie su- I 
perior del dividendo, véase cuántas veces está contenidM 
en él el divisor, y se pone este cociente debajo de la raya | 
del divisor-, si el primer guarismo del dividendo es menor « 
que el divisor, se toma otro guarismo mas del dividendo, | 
y pura que se sepa los que se han tomado, se pone una co­
ma, y se ve cuántas veces en aquel número de dos guarís- ■. 
mos se contiene el divisor, conforme se ha dicho l49), ponien­
do por cociente lo que resulte. Después se multiplica esti\ 
cociente por el divisor, y se coloca el producto debajo ddl 
guarismo o dos guarismos que se separaron en el dividen­
do-, se tira debajo una raya, y se resta este producto del 
guarismo ó guarismos separados. Al lado de esta resta, o I 
al lado de o si no quedó ninguna, se baja el guarismo sí-1 
guíente del dividendo, y se ve cuántas veces en la reste. I 
juntamente con el guarismo que se bajó, está contenido ej 1 
divisor, y el número que resulte se pone en el cociente & \ 
la derecha del guarismo hallado Antes; se multiplica eslt I 
segundo cociente por el divisor, se coloca el producto dbbajti 
del segundo dividendo parcial, se tira una raya, y
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resta. Al lado de la resta se baja el siguiente guarismo, 
y así se continúa hasta que no haya en el dividendo mas 
guarismos que bajar, apuntando con una coma el que se 
laja para no equivocarse. Si aI fin queda resta, se pone co­
mo se ha dicho (49), y el número que resulta debajo de la 
raya es el cociente.
, Ejcrnp. Si quiero dividir 924 P°r ", pondré el divisor á la 
dererlia del dividendo , separándolos ron una raya tirada de arriba 
abajo, y tiraré otra debajo del divisor en esta forma:

Separo con la coma el guarismo 9 de la izquici da 
¡del dividendo, y digo: el 7 en 9 ¿cuántas veces está 
¡contenido? veo que una vez, por lo que pongo I de­
bajo de la raya del divisor; multiplico este primer co­
ciente parcial 1 por el divisor 7, diciendo.- 1 por 7 
es 7 que. pongo debajo'del dividendo parcial 9; tiro 
una raya v resto 7 de 9. Al lado de la resta 2, ba­
jo el guarismo siguiente 2 del dividendo, le apunto 
¡arriba y digo: el 7 en 22 ¿cuántas veces está cónte­
mido? bailo que. son 3 , y pongo este segundo cociente parcial 5 la 
derecha del primevo, le. multiplico por el divisor 7 , su producto 
21 le jKingo debajo del segundo dividendo parcial 22 f resto. Unjo al 
fiado de la resta 1 el guarismo siguiente 4, V digo: 7 en l.j ¿cuántas 
¡veces está contenido? veo que son 2, pongo este guarismo en el cociente 
á la derecha del 3, y le multiplico por el divisor 7 : pongo su pro­
ducto 14 debajo del tercer dividendo parcial, v le resto de el; y 
como no hay mas guarismos que bajar, ni queda resta, resulta que 
jel cociente de dividir 9¿4 por 7 es 132.

Dem. La colocación de los dos t&minos es por como­
didad, y las rayas se tiran para claridad; ahora, para ha­
cer ver la exactitud de lo demás de la regla, nos con- 
'traere'inos al ejemplo anterior, donde observamos que lie­
mos dividido primeramente 9 centenas por y, ó hemos 
visto 9 centenas entre 7 á co'mo les toca, y hemos halla­
do que es á 1 ; pero como el 9 espresa centenas, este co­
ciente es t centena, y por lo mismo después del 1 de­
be haber en el cociente otros dos guarismos; en 9 cen­
tenas, no solo había lo necesario para que tocase á I cen­
tella , sino' que había algo mas, y por esto hemos multi­
plicado el cociente por el divisor, y le hemos restado 
¡de lo que nos servía de dividiendo; á su lado hemos bajado 
el guarismo inmediato 2, y vemos que estas 22 son de-

9,2.4 V
1 _____•_ 1132
2 2 ■

2 1
0 t 4 

< 4 
o o
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cenas, y hemos continuado diciendo: el 7 en 22 ¿cuán- 4 
tas veces está contenido? o' 22 decenas entre 7 ¿á ctímo i 
les toca? hemos hallado que es á 3, que las coloco á la 
derecha del 1 que había de espresar centenas; ahora, pa- j 
ra ver si después de tocarles á 3 decenas quedan aun al- j 
gunas decenas, se multiplica este segundo cociente por ’ 
el divisor, y se resta del segundo dividendo parcial 22; j 
la resta 1 que resulta espresa una decena, que junta con . 
las 4 unidades que se bajan, son 14 unidades; que entre 
7 les toca á 2, que pongo á la derecha del 3 que espresa- I 
ba decenas; y como he visto cuánto cabe el divisor en todas
las partes del dividendo, y tengo reunidos en un solo ndme- ^
ro tolos los cocientes parciales, resulta (intr. ax 3?) que 
este es el cociente total. L. Q. D. Id. y D.

51 Al ejecutar esta operación se debe tener presente: 1
1,° Que no se puede poner de una vez en el cociente 

nada mas que 9; porque si se pudiera poner á mas, lo 
ménos sería á 1 o, y la decena no correspondería al cocien­
te parcial que se hallase, sino al anterior, lo que daría á 
conocer que el anterior era menor de lo que debía.

■ 2.0 Que cuando se baja un guarismo y en él- junto con 
la resta si la hay, no cabe el divisor- se debe poner o en 
el cociente, y se baja al instante el otro guarismo.

3.0 Que todo número cabe en sí mismo una vez, ó lo 
que es lo mismo- que si se tiene que dividir un número por 
sí mismo , el cociente es 1.

4° Que todo número dividido por la unidad da por co­
ciente el mismo número.

Y 5.0 que o dividido por cualquier número siempre da 
o por cociente. Todo lo cual se ve practicado en los siguien­
tes ejemplos.

1°
72,0,8,4,7. 
70______________

00 o 8 
8

50
45,9,0,0,4. 
45________
00 9 

9

9

o 4 7 
4 o

o 7

009

9
o 4

Cuando se ha adquirido ya cierta destreza, se eje-52
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cuta la operación con mucha brevedad , tomando del di­
videndo la parte que diga el divisor. V. g. si quiero di­
vidir 45685 por 7, dire': la séptima parte de 4, guaris- 

11110 de especie superior, no puede ser; la séptima parte 
[ele 45 es 6 (que será el primer guarismo del cociente), 
y qqedan 3 ; que juntas con el guarismo siguiente 6 son 
■36, y diré: la séptima parte de 36 es 5, que pongo al 
Hado del 6, y queda r, que junta con el 8 vale 18; la 
séptima parte de 18 es 2, y quedan 4, que juntas con el 
guarismo siguiente 5 componen 45; la séptima parte de 
[45 es 6, que pongo al lado del 2, y quedan 3 por resta; 
fcor lo que iq/lero que el cociente es 6526

53 3.er caso. Prob. Dividir un número compuesto pol­
lo tro coinpuesto.
I Res. Coláquese el divisor á la derecha del dividendo 
•separándolos con una raya, y poniendo otra debajo del 
k! i visor según se ha dicho en el caso anterior; después se se­
paran con una coma á la izquierda del dividendo tantos 
guarismos como tiene el divisor, ó un guaris/no mas si en 
kilos no cabe el divisor. Separados ya éstos guarismos, se 
Ve cuántas veces el primer guarismo de la izquierda del 
y ¿visor está contenido en el primero del dividendo (o en 
ios ilos primeros si se tomé para el primer dividendo un 
guarismo mas de los que tenía el divisor), y el número de 
veces que está contenido se pone en el cociente; se multipli­
ca este cociente por todo el divisor, y el producto se coloca 
debajo del dividendo parcial, se tira una raya y se resta 
tía éÚ Al lado de la resta se baja el guarismo siguiente 
[apuntándole con la coma en el dividendo), y se pe cuán­
tas veces el primer guarismo del divisor está contenido en 
el primero (si tiene tantos el uno como el otro) g dos 
primeros del dividendo (si tuviese éste uno mas que el 
divisor); se pone este guarismo en el cociente á ¡a derecha 
'del primer cociente parcial, se multiplica por todo el divi­
sor, s • tira la raya y se resta. Al lado de la resta se 
baja el guarismo siguiente, y así se procede hasta que no 
huya mas guarismos que bajar; y si al fin queda alga - a 
resta se pone á la derecha del cociente con una raya y 
él divisor debajo. ■

l.cr ejem. Si quiero dividir 9GC> por /j ->, colocaré el divisor 
| Tomo 1. f>
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42 á la derecha del dividendo 966, separándolos con una raya en 
esta forma:

Y después de haber tirado otra debajo del divisor, 
separo á la izquierda del dividendo dos guarismos, y 
veo cuántas veces está contenido en el primero (pie es 
9 e.l primero del divisor que es 4i hallo que son 2 ve­
ces, y poligo el guarismo 2 en el cociente; ahora muir 
tiplico este cociente 2 pqr todo e| divisor 42, y colo­
co el producto 84 debajo del dividendo parcial 96, 
tiro la raya y resto. Al lado de la resta 12 bajo el guarismo, diguien- 
te 6; y como ahora tengo por segundo dividendo un número que 
típne un guarismo mas que el divisor, averiguaré, cuántas veces 
en los dos primeros de este dividendo está cpnlenrao. el primero del 
divisor; y así, diré : el j en 12 ¿cuántas veces está contenido? veo 
que son 3, pongo 3 en el cociente á la derecha del 2, multiplico to­
do el divisor por este 3, y coloco el producto. 126 debajo del divi­
dendo parcial 126, tiro una raya V resto; y Como no hay mas gua­
rismos que bajar, ni queda resta, digo que el cociente de dividir 
966 por 42 es 2 3.

2.° ejem. Si quiero averiguar cuántas veces cabe el 812 en 
44263 5 , colocaré, los números como aquí se presenta:

Y después de. tiradas fas rayas, separaré 
cuatro guarismos cu el dividendo, por 110 ser 44-§,3,5, 
suficientes los tres primeros para contener al 4960 
divisor, v averiguaré cuántas veces el S, pri- o 3(>{>

. i I a:..:............. . ...... ....

812
r. / 95’-!•> ti;

324 8

041 5 5 
4 0 6 0 
00 9 5^

mcr guarismo del divisor, está contenido en 
44, dos primeros guarismos del dividendo; y 
como hallo, que son 5 , pongo este guarismo 
en el cociente; multiplico el S12 por 5 , co­
loco el producto 4060 debajo del dividendo 
parcial 44-0> tiro una raya y resto. Al lado 
de la resta 366 bajo el 3, hallo que el 8 está contenido 4 veces 
en 36, y pongo 4 en el cociente; multiplico el 812 por j; colo­
ro el producto 3243 debajo del dividendo pareja) 3663, tifo una 
raya y resto. Al lado de la resta 415 bajo el 5, veo que el 8 está 
contenido 5 veces en 4L pongo 5 en el cociente, multiplico ej 812 
por 5 , coloco el prodeeto debajo dr| dividendo parcial, tiro la ra­
ya y resto; y coiqo no hay mas guarismos que bajar, coloco la res­
ta 95 como he dicho (49), y tengo que de dividir 4'|2635 por §12 
resulta 5_45

Dein. La col.oca-ion <!e los términos y las rayas, se 
hace por cotnoJi ail y clari la l (50). Drsputs toijiamos a 
la [uur la cié 1 ■ iy. len ¡9 lautos gu.trjsuios como se ne-
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cesitan para que esté contenido el divisor, y hallamos, 
contrayéndonos al primer ejemplo, que se necesitan dos 
guarismos, y que en ellos está contenido el divisor 2 ve­
ces, ó que 96 entre 42 , que es el divisor, les toca á 2; 
pero como el 96 espresaha decenas, resulta que estas dos 
serán decenas. Hago la multiplicación y resta, para saber 
si ademas de tocarles á 2 decenas queda aun algo que 
repartir, como sucede en efecto, pues quedan 12 que son 
decenas, y bajando el guarismo 6 de las unidades, he 
¡visto cuántas veces cabe el 42 en 126, y hallo .3, que 
Como son unidades las coloco á la derecha del 2 que es- 
presaba decenas. Hago la multiplicación y resta para ver 
si quedan aun algunas unidades por repartir, y veo que 
no; y conio todos los cocientes que lian salido de dividir 
todas las partes del dividendo por el divisor, los tengo 
reunidos en un solo número , resulta (intr. ax. 3.0) que 
este es el cociente total. L. Q. D. H. y D.

54 Suele suceder que el cociente parcial sacado por 
la regla (53) es mayor de lo que corresponde-, por no es- 
Jtar contenido todo el divisor en todo el dividendo parcial 
santas veces como el primer guarismo del divisor está en 
el primero o dos primeros de'l dividendo. Esta circunstan­
cia (que arredra á los principiantes, y origina toda la di­
ficultad de la división) desaparece al instante, si se atien­
de á lo dicho (48); pues si el producto que resulte de mul­
tiplicar el divisor por el cociente puesto, fuese mayor que 
¡el dividendo , está reducido á borrar dicho producto, y co­
ciente, y poner en este una unidad ménos. Se procede á la 
multiplicación, y si el producto es todavía mayor que el 

idividendo, se Vuelve á borrar, y se quita otra unidad ul 
cociente; y así se continúa hasta que encontrando un pro­
ducto igual tí menor que el dividendo se ejecuta la resta-, 
y siempre qué la resta sea menor que el divisor, el cociente 
será el verdadero. Si la resta fuese igual ó mayor que el 

:divisor, se irán aiiadiemlo unidades al cociente hasta que 
venga á quedar una resta menor (pie el divisor. De donde 

¡se infiere, que teniendo un poco de paciencia para hacer 
(los o tres operaciones que comprueben el verdadero cocien­
te, y ejecutando muchos ejemplos, llegarán á poncr.e tan 
diestros que no tendra'n luego que hacer ningún tanteo,

o
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Por lo mismo se ponen aquí estos <los ejemplos. i-° Siqmé- 
rodividir 575726 por 493 , los colocaré como se ve en (A).

33 42 
?<)44
34 5 f 
29 5 8
03 8 4 6 
4*3 ? 
3944
345 l_
0 3 9 5

n 3f>4 
‘ 4SÍ

0128 6 0 
*370» 
68/9

59 8 1 4 
6*9* * 
55 0 3 2

04 ’ S 2

( A) 1“ J
57 5,7,2,6, 4íl 3 3 7963,1,0,4, 6879

498 1 2- 34395
Ó

'082 7 lS 552
966 ? 03 568 l 19
493 69 3439 5 S

Separo (rea guarismos en el dividendo y digo: 5 entre 4 á 1 
que pongo en el cociente; multiplico y resto. Al lado de la resta 82 
l>a¡ó el guarismo siguiente 7 del dividendo, y digo: 8 entre. 4 a 2, 
que pongo en el cociente y mulliplieo; y como el producto 986 es 
mayor que el dividendo parcial S27, infiero que. el cociente 2 es 
mayor de lo que debe ser; borro; pues, el 986 y laminen el 2 , y 
ÍKmé'ó á 1 eii el cociente; multiplico y resto (porque el producto 
¿93” es menor que el dividendo). Al lado de la resta 334 bajo el 
guarismo siguiente 2, y digo: 33 entre 4 á S, que pongo en el 
cociente, y multiplicó ; y como el producto 3944 es mayor que e 
dividendo 3342 , le borro y también el 8; pongo á / ; y como el 
pvodiietó 3451 es aun mayor que el dividendo', los borro y pongo 
¡, 6; multiplicó el divisor por este cociente 6; y como su producto 
2958 es menor que el dividendo, tiro la raya y resto. Al lado de 
la resta 384 y digo: 38 entre 4 á 9; y edmo el produc­
to del divisor por 9 es mayor que el dividendo, los borro y pongo 
á o; multiplico y sale también Un producto mayor; le borro y 
pongo á 7 ; multiplico y resto; lo que da la resta 395 ; v reuniendo 
ahora todos los cocientes; tendré el verdadero y total en 1 I 6 7

2.° Si quiero dividir 37963104 por '6879, ejecutaré la opera­
ción como se. ve en (II), y saco el concite 5518||-fJ.

55 Entendido el modo de hallar el verdadero cociente, 
se puede ahorrar todo este trabajo, practicando estas dos 
reglas: licuando el segundo guarismo del divisor sea 809,
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sé considerará el primero (ál ti'empo de buscar cada co­
ciente) como con iina unidad mas.

2? Véase si en la resta que queda de dividir el prime- 
\ro ó dos primeros guarismos del dividendo por él primero 
del divisor, junta con el guarismo siguiente del dividendo, 
cabe el segündo del divisor el mismo número de veces qué 

\el primero en el primero ó dos primeros del dividendo; y 
| si cabe, se podrá asegurar que el cociente hallado es el ver- 
j dadero-, si no cabe, no lo será.

Esc. Los principiantes deben aplicar la i? regla á los 
¡ejemplos anteriores, considerando en el primero (siempre que 
vayan á sacar el cociente) el 4 como si fuera 5: y en el 
segundo el 6 como si fuera 7, y verán que no escriben mas 
guarismos que los necesarios para encontrar el verdadero 

ocíente. Ademas deben resolver los siguientes ejemplos. 
Si quiero dividir 1 8597 5 por 395, los colocaré como aquí se ve: 
Separo cuatro guarismos , y en vez 

: decir 18 entre 3 , diré 18 entre. 4 á 
(, que pongo en el cociente; multipli­

co lodo el divisor por este 4 1 coloco 
leí producto debajo del dividendo, tiro 
una raya y resto. Al lado de la resta 

79 bajo el guarismo siguiente 7, y di- 
0: 2 7 entre. 4 á C>, que pongo en el co­

ciente; multiplico y resto; y como la 
testa 4*7 es mayor qué el divisor, infiero que el cociente debe ser 
payor de. lo que. lé he puesto; por lo cual le horro, y borro laminen 

1 resta y producto ; pongo á 7, multiplico y resto. Al lado 
• la resta 32 bajo el guarismo siguiente. 5, y por ser el dividendo me- 

lior que el divisor pongo 0 en el cociente ; y como no hay mas gua­
rismos que bajac, pongo la resta 325 al lado del cociente, con la 
raya y el divisor debajo, y resulta por eficiente 4'*1 •

Si quiero dividir 22S54"3 por 352(i, los colocaré como aquí 
?e ve:

Separo cinco guarismos y digo: 22 en- 22854,7,3,
Iré 3 á 7 'v queda 1, que junta con el 8 
tale 18; y como 18 entre 5 (segundogua- () 1 (198 7 
jismo del divisor) no les cabe á 7, infie- 15 10 4 

que 110 puedo poner 7 en el cociente; «"¡¡¡s -j 
po ipie 22 entre 3 dándoles á (i sobran ^ ^

que ¡untas con el 8 valen 4^1 V romo 
JS contiene al 5 mas de seis veces, digo

1859,7,5,
1580
02 79 7

g-a?e

27G 5 
003 2 5

1395
l.jb

-o m-

3526

(;ÍS/sVí

006 2 5
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46
‘24Gji

que 6 os ol cocionte; lo pongo, multiplico y rosto. Al lado do la 
rosta 1G98 bajo ol 7; y continuando ol mismo raciocinio evito 
los tanteos, y saco el cociente 648 ~s/a6-

56 La operación de dividir se puede abreviar siempre, 
haciendo la resta al mismo tiempo que la multiplicación 
del divisor por el cociente parcial. V.g. si quiero divi­
dir 57327 por 46, los colocaré como lie dicho (53) y 
aquí se ve:

Separaré dos guarismos en ol dividendo, 
y diré: \ en 5 cabe, una voz, y pongo 1 en 57,3,2,7, 
el cociente; multiplico abora ol diviso.!'46 por 113. 
el cociente t, y en vez do colocar este produc- 02 1 2 
to debajo del dividendo parcial 57, para ros- 0 2 8 7 
lar después, voy ejecutando la resta al mismo 0 1 1 
tiempo que formo él producto en esta forma:
6 por 1 os (i, de (i á 7 va I, que pongo debajo del 7-, y continúo: 1 
por 4 os 4, do 4 á 5 va I, que. pongo debajo del 5. Al lado do la rosta 
1 1 bajo el guarismo siguiente 3, y digo: 4 en 1 t está contenido 2 vo­
ces, |longo 2 en el cociente, multiplico y rosto diciendo: 2 por 6 son 
12, do 12 á 13 va 1, V do 13 llevo 1; 2 por 4 son S-, y I que llevo 
son 9, do 9 á 1 1 van 2, y de 1 I llevo 1; do 1 á 1 no va nada, y 
pongo coro debajo del último 1. Al lado do la resta 2 1 bajo el 
guarismo siguiente 2', y digo: 4 en 2 1 á 5; pero como solo sobra 
1 unidad; y en ella junto con el guarismo siguiente 2, no está 
contenido 5 voces el segundo guarismo G del divisor, pondré solo 
d 4; multiplico y resto', diciendo: 4 Por 6 Son 2 j-, do 2j á 32 
van 8 , y do 32 llevo 3; 4 ppr 4 sali 16, y 3 son 19, do 19 á 
21 van 2, y de 21 llevo 2, á 2 no va nada. Al lado do la rosta 
28 bajo el guarismo siguiente 7, y digo: 4 en 28 está 7 voces; 
pero como no sobra nada, pondré solo á 6; liaré la multiplica­
ción v rosta Jiciehdo : G por G son 36, do 36 á 37 va 1, y do 37 
llevo 3; G por 4 son 2 j, y 3 que llevaba son 27, do 27 á 
28 va 1 , y do 2S llevo 2; do 2 á 2 nó va nada, y pon­
go 0 debajo del 2 ; y como no hay mas guarismos que ba­
jar pongo, la resta 11 como he dicho (49), y tongorí cocien- 
to, 1946& . , ,

Esc. Si al ejecutar esta operación no se pudiese nacer 
la última resta, es señal de que el cociente es mayor délo 
que corresponde-, y si después de hecha la resta, resulta 
ésta igual o mayor que el divisor, es señal de que se ha
puesto de menos al cociente-, y en estos casos se hará la 
corrección necesaria.
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lió. aquí mas ejemplos para ejercitarse.

§450,3,1,7, 
0 j 7 (i 3
077 6 1

985.40,6,7,8, 
43 7 59 6
0541 2 9 7 

04S2 6 8 8 
944 4 4 0

5478I

37 7 4 7
01 8 6 4

57 A lemas se abrevia la divison cuando ambos túr-r 
minos o solo el divisor acaban en ceros. En el primer ca­
so se borran en los dos, tantos cei/os como hay en el que
tiene menos, y se hace la división con lo demás que que­
da. Y en el 2.° se separan, ú la derecha del dividendo tan- 
dos guarismos, como ceros hay al fin del divisor; se hace 
la división de lo que queda á la izquierda; al lado de la

i resta, si queda, se baja todo lo separado, y se tiene la 
jresta total, la que se pondrá encima de una raya y todo 
I el divisor debajo.

Así es, que si quisiera dividir 3600 por 900, estaba 
! reducida la operación á dividir 36' por 9; lo que da 4 al 
I cociente. La razón eje esto es, que 3600 espresa treinta y seis 
I centenas, y 900 espresa nueve centenas; y como el divi­
sor 9 estará contenido en el dividendo 36 el mismo nú­
mero de veces, ya sea que este número esprese unidades, 

[decenas, centenas, millares, &c. resulta que por este inc­
idió se halla el cociente con mas sencillez y con igual exac- 
i titud.

Si el dividendo hubiese sido 3647 y el divisor el mis­
mo 990, entonces podríamos descomponer al 3647 en 
3600+47; y de dividir el 3600 por 900 resulta 4, y ade­
mas queda la resta 47 que se ha de dividir por 900; por 
lo que el cociente es 4 y

Si el dividendo fuera 38'47, descompuesto en 3800+47; 
de dividir 3800 por 900, se obtiene 4 y queda 200 por 
resta; y uniendo á esta las 47 unidades, resulta por resta 
total 247. Luego el cociente en este caso es 4 y

58 Los usos de la división son seis: 1.° cuando clara­
mente se dice que se quiere buscar las veces que un núme­
ro está contenido en otro-, 2° cuando hay que repartir 
entre varias personas cierto numero de cosas; 3.0 cuando
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se quiere dividir un número en partes iguales, ó tomar 
una parte de un número, como mitad, tercio, e/e.; 4. 
cuando conociendo el valor de muchas unidades, je quiere 
averiguar el de una-, 5.0 cuando se quieren reducir uni­
dades de especie inferior á unidades de especie superior-, y 
6.° cuando se quieren hallar todos los números que dividen 
exactamente á otro dado.

En el primer caso, se divide el mayor por el menor 
por el método espuesto (56).

En el 2.0 se divide en asbtracto el número de las cosas 
por el de las personas. V. g. un padre al morir ha deja­
do 8 hijos, y en hacienda, alhajas, casas etc. 7465235 1 
reales; dividiendo el número 7465236 por el de los hijos j 
que es 8, el cociente 933154! pspresurá los reales que : 
corresponden d cada uno.

En el 3.0 Je divide el número dado por el que espre- ; 
sa las partes en que se ha de dividir, ó la parte que se : 
quiere tomar. V. g. si quiero dividir en 7 partes iguales j 
el número 1673, dividiré 1673 por 7, y en el cociente I 
239 tendré el valor de una de estas partes.

Lq ef 4.° caso, je divide el valor de dichas unidades | 
por e¡ número de ellas, y el cociente será el valor de una. ¡1 
V. g. sabiendo que 35 varas de parto han costado 1505 J 
reales; para averiguar á como ha costado la vara, dividiré J 
el valor de todas las varas, que es 1505 reales, por el J 
número de ellas 35, y el cociente 43 será el valor de cada J 
vara de parto.

En el 5-y caso, se divide el número de unidades dees- 1 
pede inferior por el número que espresa las veces que la 9 
unidad de especie inferior cabe en la de especie superior. 1 
V. g. si quiero reducir 9245 maravedises á reales, divi- J 
diré los 9245 maravedises por 34, que son las maravedí- j| 
ses que tiene un real. y el cociente 271 serán los rea- j 
les que componen; pero en estos casos no se pone la res- j 
ta como ántes (49), síiiq que se deja conservándole el nom- J 
bre que tenía el dividendo de que provino; de modo que I 
en vez de decir 271 reales y treinta y un treinta y cita- I 
tro avos de real, se dice s71 reales y 31 maravedises.

Esc. Si entre las unidades que se dan, y aquellas á que I 
se quieren reducir, hay otras intermedias, se van tedu-
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ítiendo sucesivamente ú las de especie superior inmediata 
hasta llegar ú la que se pide. V. g. si quiero reducir 
7483506 maravedises á doblones, dividiré primero por 
34, para reducirlos á reales 5 los reales que resulten los 
dividiré' por 15, para reducirlos á pesos; y finalmente, 
estos pesos los dividiré' por 4 para reducirlos á doblones;

tendré en este i'iltimo cociente, junto con ¡as restas 
anteriores, los doblones, pesos, reales y maravedises, que 
Jiay en el número propuesto. La operación se ejecutará 
como aquí se ve:

jnarayt'disrs. 1
34

/,!

74,8,3,5,0,0, 
06 8 

0 3 5 
1 0 fi

4

2->,0,1,0,3, rs. 
7 0 
1 0 I 

I I 0 
0 0 5 3 

8

15
n/v, 
02 6 

0 2 7
O 3

3668 ils.

iliré qtir en 7483506 mrs. hay 3668 doblones, / peso, S reales 
4 maravedises.
59 Para proceder al sesto uso advertiremos, que cuan- 

lo un número está contenido en otro un número exacto de 
Veces, se llama al que contiene múltiplo del contenido, y 
al contenido submúltiplo ó parte alícuota del que contiene; 
cuando un número 110 está contenido en otro un número 
exacto de veces, se dice que esparte alicuanta del conti­
nente. V. g. el 20 es múltiplo respecto dei 4 y del 5; v 
él 4 y el 5 son submúltiplos .0 partes alícuotas del 20;

4 es parte alicuanta del 21. La parte alícuota se llama 
también factor, porque multiplicada por la otra produce 
el número de que lo es; v. g. 4X5=20; y como si dividi­
dos el eo por el 4 ó por el 5, dará cociente exacto, se 

infiere que parte alícuota, factor ó divisor de un número, 
es cualquier otro que le divide sin dejar resta.

Pero si consideramos el 5 y el 4, que son factores 
leí 20, observaremos que el 5 no se puede dividir exac­
tamente por ningún otro número mas que por él mismo 

por la unidad ; por lo que este número , y todos los que 
penen esta misma propiedad, como 2, 3. 7, 11, 13, 17, etc. 

Tomo I. <j
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se llaman nlimeros primos ó primeros ó factores simples. 
El 4, además de ser dms.blc por sí misino y por la uni­
dad, lo es también por 2; por cuya rizón este número, 
y todos los que son divisibles por algún otro además de 
ellos mismos y la unidad, como 6, 8, 9, 10, 12, ttc. se 
llaman factores compuestos. Esto supuesto, para poder 
encontrar todos los factores simples y compuestos de los 
números, se debe saber que todo número que termina 
en cero 6 guarismo par es divisible por 2. ’lbdo numero 
(v. g. 264) cuyas cifras (2, 6 y 4) sumadas como unida­
des sencillas,dén 3 ó un múltiplo de 3 (que aquí es 12), 
es divisible por 3.

Como todos los múltiplos de 5 acaban en o o en 5, 
se conocerá que un número es divisible por 5, si acaba en 
o ó en 5. Esto supuesto, para hallar los factores simplis 
y compuestos de un número cualquiera, se pone el mime- 
ro lo mas alto y hacia la izquierda del papel ó pizarra 
donde se ejecuta la operación; después se tira lina raya 
de arriba abajo, y á la derecha de esta raya, enfrente 
del número propuesto, se pone el número primero menor 
por que sea divisible; esta división, como es sencilla, se 
va haciendo mentalmente (52) y el cociente se va poniendo 
debajo del número propuesto. Enfrente de este cocí ente­
se pone otra ve~ el mismo divisor, si es divisible por él, 
y si no, aquel número primero menor per que sea divisi­
ble este cociente; y así se continúa hasta llegar á un co­
ciente que sea mimeni primo, y se dividirá por sí mismo. 
Después se tira una raya á la derecha de los factores sim­
ples; y pira formar los compuestos de dos, se multiplica 
cada uno de los simples por los que tenga debajo de sí, y 
el producto se pondrá á la derecha de la raya enfrente del 
factor simple por que se multiplica. Luego, se tira otra 
raya, y para formar los compuestos de tres, se multi­
plica cada compuesto de á dos por todos los simples que 
haya debajo clel renglón en que está el compuesto de 
á dos; y asi se procede hasta llegar al último que de­
he resultar en el renglón inferior é igual con el número 
propuesto.

t.er ejemplo. Si quiero hr.llar los factores simples y com­
puestos del número 310, le colocaré lo mas arriba y lia-
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ría la izquierda orí.- pueda, y tiraré la raya como aquí *, u':

2 1(1

i y como 1,1 3 l(> termina en cero, es divisible por 2; pongo rl ? 
erícenle, y hago la división diriendo: la mitad de 2 es I, ipie pon­
go debajo del 2 del 210; continúo; la mitad de 1 es 0 (pie. pongo 
debajo del I del 2 10; y ine queda 1 , que junto con el 0 de arriba 

|da 10; la mitad de 10 es 5, que pongo á la derecha del 0. Como 
jel 105 no es divisible por 2, veo si es divisible por 3, diciendo: 

1 y 0 es 1, y 5 son G; y como 6 es múltiplo de 3, infiero (59) 
que el 105 se puede dividir por 3; y por lo mismo coloco el 3 á su 
derecha; y hago la división de este modo: la 3.a parle, de 1 es 0, 

I que no pongo y sobra 1, que. junio con el 0 vale 10; la 3.a parte 
de 10 es 3, que pongo debajo del 0, y queda I, que junto con el 
J son la; la 3.a parte de 15 es 5, que pongo á la derecha del 
3. 1.1 35 no es ya divisible por 3, pero lo es por 5; coloco el 

a su derecha y digo: la 5.a parte de 3 5 es 7, que pongo debajo 
lucí y como el 7 es número primo le dividiré por Él mismo 
I diciendo: la 7 a parle de 7 es I, que pongo debajo del 7, y tengo 
[ locos los laclores simples

l’ura hallar los factores compuestos de dos simples, tiraré á la 
. derecha de estos una raya, y multiplicaré el 2 por todos los que 
{tenga debajo de sí, diciendo: 2 por 3 son 6, que coloco á la de­
recha de la raya, enfrente del 3, que es por el que he multiplica- 
uo; continúo: 2 por 5 son 10, que pongo enfrente, del 5 que es 
l'or el que he multiplicado, y continúo: 2 por 7 son 14, que pon­
go por la misma razón enfrente del 7. Paso á multiplicar el 3 por 

I °7* ,0S ‘I,,c t¡.mc d‘ba¡°, diciendo: 3 por 5 son 15, que pongo 
enfrente del 5 que es por el que he multiplicado; y para .pie no 
f confunda con el 10 que tengo en el mismo renglón, los separo 
poniendo entre ellos punto y coma; continúo diciendo: 3 por 7 
tZ ’ q"‘' P°"e° e,,,Vcntc del 7, al lado del I j, separándolos 

punto y coma; después paso á multiplicar el 5 por todos los
5“ ’ Ti dn'ba,Í0, <le Si’ dícÍe,,do: 5 P°1' 1 50,1 35 , que pongo cu­

ente del 7 al lado del 2 1. Como el 7 no tiene ninguno debajo 
e si, no puedo ya sacar mas factores de á dos.

Paso á los de á tres, para lo cual tiro una raya y multiplico
Í I’uurT íí,l0S,r'el 5yP°p ”1 que son los si,n-
1 ¿ l '“ lt-y ¿«bajo del renglón donde se. halla el G, diciendo; ú
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po? 5 son 30, que. pongo enfrente del 5, que es el .imple ppr qm 
Te multiplicado; y luego G por 7 son 4* que pongo e,.imite de .. 
l»aS0 aluna á multiplicar el 10 por el 7, que es el simple que Ge­
ne debajo de si, diciendo: 10 por 7 son 70, que pongo enfrento 
del 7 al lado del 42; déspHes digo lo por / son 10o, que pongo 
al bdo del 70; tiro otra raya y paso á los de a cuatro; para lo 
cual multiplicaré el 30 por lo, que. hay» « «mple, del^ 
del renglón donde e-slá el 30; y como solo está el ., d u 30 por 
7 son 210, que es el número dado, como debta vcrtbcarse; puu

va no hav mas factores. ¡ , ,Si se repite, algún factor simple, también se. repetirán los com- 
puestos; pero se evita el poner estos ejecutando la operacmn con, 
se ve en el ejemplo siguiente:

360 
1 SO

2
2 4

90 3
43 3 6
15 3 9

b
i

5 10; 1

3
I i 
13
20; 30;

H
B6
40 ; 60; 90

72
120 ISO 300

De las prue.bus.

6o Probar una Operación es hacer otra que d¿ a com 
cer si la primera está bien hecha. Como en la operador 
que sirve de prueba estamos tan «puestos a equivoca ­
dos como en la primera, resulta que la mejor prueba e, 
repetir la operación dos ó mas veces-

Las operaciones con que se quieren comprobar 11 
de sumar y multiplicar, son mas complicadas que ella , 
por lo que no se acostumbran hacer, y esto noS escusat 
de espillarlas, y solo diremos: que en a 
restar el sustraendo, sumado con la resta debe d!ar 
minuendo, sí ia operación esta bien hMia. En la drnst 
se debe multiplicar el divisor por el comente, al pwM 
se le añadirá la resta (si la hay), y la suma deberá se 
igual al dividendo si la operación esta bten hecha.

Consecuencias importantes de. las operaciones esplicados.

6i Las cantidades conocidas, que entran en los pro
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tiernas, se llaman datos-, y lo que se halla por medio de 
.ellas, se llama resultado. Así, en la adición los datos son 
los sumandos; y la suma es el resultado, etc. Vamos, pues, 
á ver las alteraciones que deben sufrir ios resultados en 

arídiiJo los datos.
t.° Pues que sumar es reunir en un número el valor 

e muchos, resulta que la suma crecerá ó menguará tan- 
o'cómo crezcan ó mengüen ios sumandos: y una suma 
enmalecerá la misma, si á un sumando se le anude un 
limero cualquiera y á otro se le quita el mismo número. 

° Como en la resta se quita el sustraendo del mi- 
buefldo, se infiere que cuanto mayor ó menor sea el mi- 

'Úiuendo, permaneciendo el mismo sustraendo, tanto mayor 
i¡ menor (se entiende por vía de suma o resta) será la res­
ta-, y cuanto mayor ó menor sea el sustraendo, permane­
ciendo el mismo minuendo, tanto menor ó mayor será la

«esta-, lo que manifiesta que la resta puede crecer, o' au- 
íentando el minuendo, ó disminuyendo el sustraendo; y 

‘ uede menguar, disminuyendo el minuendo, o aumentan- 
o el sustraendo; ó lo que es lo mismo, á la resta le su- 
ede lo mismo que al minuendo, y lo contrario que al 
ustraendo; y una resta no se alterará ó permanecerá la 
usina, añadiendo ó quitando una misma cantidad al mi­
nuendo y sustraendo.

También resulta de esto mismo, que si dos restas tie- 
en un mismo minuendo es mayor la que tiene menor sus­
pendo; porque, siendo la resta lo que falta al sustraen- 
o para convertirse en el minuendo, siendo aquí el mi- 
uendo el mismo, al sustraendo menor le faltará mas que al 
aayor para convertirse en el minuendo. Esta consecuen- 
:ia también se enuncia de este molo: si de cantidades 

uales, se quitan ó restan cantidades desiguales, será 
•tuyor el resultado que provenga de restar la menor can- 
id ad.

3 ° Pues que multiplicar es tomar tantas veces el mul- 
plicando como unidades tiene el multiplicador, resulta 
ue cualquiera de los factores que crezca ó mengüe, debe 
usar incremento ó decremento en el producto. Si el mul- 

iplicando se hiciese el duplo, el triplo etc. de lo que era 
rmanecienlo el multiplicador el mismo), el producto
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deberá ser el duplo, el triplo etc. de! que se sacó antes • 
Si se hiciese la mitad, tercera, cuarta etc. parte (que- 
dando uno mismo el multiplicador), el producto 'será 
la nutad, tercera, cuarta, efe, parte del que se tenía I 
dates.

Lo misino decimos respecto del multiplicador, perma- I 
nedendo el mismo el multiplicando; de donde se infiere j 
'lua un producto permanecerá el mismo si un factor se par- i 
te por el mismo número que se multiplique el otro■ y que j 
sí al multiplicando se le multiplica por un número cual- I 
quiera 3, y ai multiplicador se le multiplica por un nú- I 
ntero también cualquima, por ejemplo 2, el producto resul­
tara tantas veces mayor como espí ese el producto de dichos I 
números, que aquí es 6 veces mayor.

4 o Hemos visto, que dividir es averiguar las veces 
que el divisor está contenido en el dividendo, o' quitar á 
aquel de este todas las veces que se pueda; luego si el di- J 
videndo crece ó mengua, deberá crecer ó menguar el co- 1 
cíente; y si crece ó mengua el divisor deberá menguar 
ó crecer el cociente. Esto es en general; pero si el divi- 
deudo se hace el duplo, el triplo, etc. (quedando uno mis­
mo el divisor), el cociente será el duplo, el triplo, etc. de 
lo qüe era ántes; y si el dividendo se hace la mitad, ter­
cera parte, etc. , el cociente será la mitad, tercera parte, etc. 
de lo que era ántes. Si el divisor se hace el duplo, el tri- I 
p!° etc. (quedando uno mismo el dividendo), el cociente \ 
será la mitad, tercera parte, etc. de lo que era ántes; pues . 
para cada unidad que les tocase ántes, habrá ahora dos. 
tres, etc. entre que repartirla, y « d divisor se hiciese 
la-mitad, tercera parte, etc. el cociente será el duplo, el 
triplo, etc. de lo que era ántes; pues para cada dos, tres, 
etc. unidades que les tocase ántes, no habrá ahora más­
ele uno entre que repartirlas. De donde se infiere, que un 
cociente no se altera aunque se multipliquen ó partan los 
dos términos de la división por un mismo número. Porque 
lo que aumenta ó disminuye por razón del dividendo. Jo ' 
disminuye 6 aumenta por razón del divisor, de modo que 
hay una exacta compensación.
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De las quebradas ó fracciones ; de su esprcsinn , reducción d un 
común denominador, y simplificación.

| 62 Hemos dicho (22), que quebrados son aquellos nú­
meros, que espresan parte ó partes de la unidad. Para for­
marse una idea exacta del quebrado, es necesario atender 

1 mí mero de partes que se toman de la unidad, que se 
lama numerador (porque las cuenta ó numera), y á la 
'ase de partes que se toman, esto es, en cuántas partes 
¡tá dividida la unidad; y al mímero que las espresa se 
lama denominador (porque da nombre al quebrado). 

V. i;, en el quebrado tres cuartos ó tres cuartas partes 
de una unidad, como una inanzama, una naranja, etc. 
el numerador es tres, y el denominador cuatro. El nu­
merador y denominador juntos, se llaman términos del 
quebrado.

63 Teor. Todo quebrado es una división indicada del 
1 umerudor por el denominador.

Espl. Si tenemos que dividir n manzanas entre 4, 
lará el cociente 2, y 3 de resta, que se han de repartir 
¡ñire los mismos 4 5 y lo que vamos á demostrar es que 

el repartir estas tres manzanas entre 4, equivale á tomar 
tres cuartas partes de una manzana sola.
[ Dem. Para esto, lo mas natural es dividir cada man­
zana en cuatro partes iguales, y dar una de estas cuartas 
partes a cada uno ; pero como Jas unidades o manzanas 
ion iguales , en lugar de dar á cada uno , una cuarta 
'arte de la primera, otra cuarta parte de la segunda y 

Jt™ ,Je la tercera, le podrémos dar tres de la primera, 
o de cualquiera de ellas, que era L. Q. D. D.

Por esta razón se escriben y leen los quebrados del 
modo dicho (49); v. g. el quebrado anterior se escribe f, 
y el quebrado , se lee: diez y nueve veinte y cuatro 
avos Como el numerador denota las partes que se'toman 
de la unidad, y el denominador en cuántes se conside­
ra dividida la misma unidad, o cuantas componen una 
Unidad., se infiere que cuando el numerador sea igual al 
denominador, el quebrado equivaldrá á la unidad; y



/jR ARITMÉTICA!

así tendremos que i =f=f=£=f==4o=:Too§ ete- I
En este caso , se dice que la unidad se ha puesto en I 

forma de quebrado; y cuando el numerador sea mayor I 
que el denominador, el quebrado se llama impropio. I 
V. g. 5 , f, etc, etc,

64 Teor. S¿ una unidad se divide en un numero cual- , 
quiera 3 V, g- de partes iguales , y la misma unidad se 
divide en otro número 5 de partes iguales , cada parte 
que resulte de dividirla en 5, será menor que la que re- . 
suite de dividirla en 3 ; y si se dividiera en 6, que es 
duplo de 3, cada parte que resulte de dividirla en 6 , será 
la mitad de la que resultó dividiéndola en 3.

Dem. Estando la unidad en el primer caso dividida en 
tres partes, equivaldrá al conjunto de ellas; y por la 
misma ragon la misma unidad equivaldrá en el segundo 
caso al conjunto de las cinco partes; luego (intr. ax. 5.0) 
el conjunto de las tres partes primeras equivaldrá al con­
junto de las cinco segundas; luego si se necesitan 5 se- j 
gandas para componer 3 primeras, no bastarán 3 según- 1 
das para componer 3 primeras ; luego cada segunda será 1 
menor que cada primera. L. J.° Q. l). D.

Cuando se divida en 6, tendremos, discurriendo del j 
mismo modo, que las tres partes primeras equivaldrán 
al conjunto de las 6 segundas; luego si se necesitan 6 se­
gundas para compoijir 3 primeras, cada 2 segundas com­
pondrán 1 primera ; luego cada segunda será la mitad de j 
cada primera, L. 2° Q. D. D.

65 Teor. Si permaneciendo uno mismo el denomina- \ 
dor de un quebrado , aumenta ó disminuye su numerador, 1 
aumentará ó disminuirá del mismo modo el quebrado ; y I 
si aumenta por vía de multiplicación ó disminuye por vía j 
de división, lo hará del mismo modo el quebrado.

Dem. Por no alterarse el denominador , no se altera el ¡ 
valor de cada parte ; luego cuan.lo se tomen mas partes, . 
que es cuando crece el numerador , se tendrá un que- j 
brado mayor; y cuando se tomen menos, que es cuando i 
disminuye el numerador, se tendrá un quebrado menor I
L. i°. Q- D. D.

Si el número de partes que se tomd, fuá el duplo, < 1 I 
triplo ete-, el valor del quebrado que nos resulte, será el i
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duplo, el triplo, etc., y si fue el subduplo, el subtri- 
Rplo etc. el valor del quebrado que nos resulte, lo será 

igualmente. L. 2? Q. D. D.
Esc. He' aquí quebrados con esta condición 

l, T9y, T“V; y manifiestan que de quebrados
ue tienen un misino denominador, aquel es mayor que 

¡ene mayor numerador; y que para multiplicar 6 divi­
dir un quebrado por un ndmero cualquiera , basta mul- 
iplicar ó dividir su numerador por dicho número.

66 Teor. Si permaneciendo uno mismo el numerador 
e un quebrado , aumenta ó disminuye su denominador, 
isminuirá ó aumentará el quebrado. Si el denominador 

menta por vía de multiplicación, el quebrado dismi nui- 
•4 por vía de división ; y si el denominador disminuye 
'or vía de división, el quebrado aumentará por vía de 
multiplicación.

Dem. Como el numerador permanece el mismo, se 
orna siempre un mismo número de partes; luego el va­
lor del quebrado será mayor o menor, según lo sean las 
artes que esprese ; pero mientras mayor sea el mírne- 

•o de partes en que se divida una unidad cualquiera, 
era (64) menor el valor de cada una ; luego inie'ntras 
íayor sea el denominador, será menor el valor de cada 
arte, y por consiguiente el valor de un número cual- 
uiera de ellas. L. i.° Q. D. D.

Si el denominador se hiciese dos o tres , etc. veces 
nayor, el valor de cada parte se haría (64) dos o tres, etc. 
eces menor; luego un número cualquiera de ellas será 
ambien dos 6 tres, etc. veces menor que lo que era án- 
es. Si el denominador disminuye por vía de división, en- 
:únces el valor de caria parte aumentará por via de mul- 
iplicacion. L. 2.0 Q. D. 1).

Esc. lié aquí quebrados que satisfacen á estas condi- 
biories /g-, /f, ?&, s7j, y manifiestan que deque- 
irados que tienen un mismo numerador, es mayor el 
jue tiene menor denominador, y al contrario: y que para 
Multiplicar d dividir un quebrado por un número cual- 
|uiera, basta dividir ó multiplicar su denominador por 

dicho número.
Cor. De aquí se sigue, que para multiplicar un que- 
Tomo i. 7
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brado por su denominador basta suprimir este, y el pro­
ducto será igual al numerador.

Así $x8=s, T6rxi 1=6, 1,3 = 8, etc. etc.
6y Teor. Un quebrado no se altera, aunque sus dos 

términos se multipliquen 6 partan por un mismo número.
Dem. Cuando se multiplican ambos términos por un 

mismo número, tenemos que con multiplicar el numera­
dor, se hace al quebrado tantas veces mayor (65) como 
unidades tiene el número porque se multiplica; pero con 
multiplicar el denominador por el mismo número, se le ; 
hace este mismo número de veces menor (66); luego no 
se altera su valor, o queda conforme estaba. L. 1? Q. D. D.

Si se dividen por un mismo número, con dividir el 
numerador hacemos al quebrado tantas veces menor como 
unidades tiene el número por el que se'divide (65); y 
con dividir su denominador por el mismo número, se le 
hace el mismo número de veces mayor (66); luego que­
da conforme estaba. L. 2.0 Q. D. D.

Esc. Hé aquí quebrados iguales que satisfacen al teo­
rema ^=||=f = etc. y es digna de notarse la con­
fio ruii lad de estos resultados con los deducidos para la 
división (61, 4.0).

68 En la primera parte del teorema anterior, se fun­
da la reducción de los quebrados á un común denomina­
dor ; y en la segunda su simplificación.

Cuando dos ó mas quebrados tienen un mismo deno- 
minador, se dice que le tienen común; muchas veces se j 
necesita que le tengan, y para conseguirlo se multiplicar, , 
los dos términos de cada quebrado por el producto de te 
denominadores de los demas. En este caso no se altera el 
valor de ningún quebrado, porque sus dos términos se ¡ 
multiplican por un mismo número; y sale el mismo de-| 
nominador (36 esc.), porque resulta de la multiplica­
ción de los denominadores de todos los quebrados. V. g- 
Si quiero reducir á un común denominador los quebra-

minador del otro quebrado, diciendo; i por 7 son 14 , que p"ii-
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go por numerador del nuevo quebrado, debajo de su correspon­
diente |; tiraré. la raya V diré: 3 por 7 son SI , que pongo de­
bajo de la raya. Paso al segundo quebrado y digo: 5 por 3 
pu |, (jue pongo debajo del tiro la raya y después pongo 
eb:ijo 21, produelo de 3 por 7; con lo que. tengo los quebrados 

E.4 iá) que son iguales cada uno con su correspondiente , y tie­
nen un mismo denominador.

Cuando los denominadores tienen algún factor común , que­
dan reducidos á un común denominador, si son dos, multiplican- 

los dos términos de cada quebrado, solo por el factor que no 
L común en el otro. V. g. si los quebrados fuesen v basta-

multiplicar los dos términos del primero por y los del se­
gundo por 3 ; y ejecutándolo se convierten en || y , «pie en 
efecto tienen un misino denominador, y su valor permanece, el 

uno ( O' ).
Si lo.; quebrados fuesen \multiplicaría los dos térmi­

nos del primero f por 10, producto di' 2 por 5, que son los 
denominadores de los demás, y tendría que el primer quebrado 

convertiría en gjy; pasaría al segundo cuyos términos 
líos multiplicaría por 30 , producto de (i y 5 , denominadores de 
¡los demás, y se convertiría en y luego los dos términos

el tercero los multiplicaría por 12, producto de. 6 por 2, 
eiiominadores de lo,s demás, lo que. da t§ ; con lo que tengo 

[los tres quebrados £-§, £§, que son iguales con los pri­
mitivos y tienen un mismo denominador.

Y si se observa que los denominadores 0 y 2 de los dos pei­
neros, tienen conuin el factor 2 , bastaría para que los tres que­

dasen reducidos al mismo denominador , multiplicar los dos 
armiños del primero solo por 5, los dos términos del si gnu- 

do por el producto de 3, que es el factor que contiene el (i, 
ademas del 2, por 5, esto es, por 1 ñ ; y los dos términos del 
crceco por 0, con lo cual se convertirían en í
que tienen el misino denominador y son mas sencillos.

Como el denominador común resulta de la multipli­
cación de todos los denominadores, no se necesita mus 
fue multiplicarlos una vez entre sí; por lo que, la regla 
/neral para no tener que hacer mas ni ménos de lo in­
dispensable , es la siguiente: multipliqúese cada numera­
dor por el producto de los denominadores de los de 

i mus , y se tendrán de este modo los numeradores de lo« 
¡uebrados que han de quedar reducidos á un mismo de­
nominador-, y para encontrar el denominador , se muí-
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aplicarán entre si todos los denominadores.

Ejimj.lo Ja|ii
b

í°
I 20»

b 
A9o»

1

-fío'
Y si se tiene en consideración, que el denominador <bl y 

3.° tienen por factor común el 2 , se deberían n»' "1' ,s 
términos «¡el l.o por 12; los del 5 ° por 30 ; 1« ^ ^ “

. . . o , .> I ...... I . W ni/»c '1 —u . ~-r • 7: éT 1 A r-’
términos un i. »*» •—***• - * 6 30 45 20
y los del 4° por 20 y quedarían reducidos a g0, ao ’ fio’ úo 
7 . T »» I........... I.. nániu. la undéc

OS üel 4. por 2ii y ....................... ,7„
Mr. 2?o«/¿o« , en la página 5S de la undécima eduaon 

aü Aritmética, impresa en París el año de 1833 , se propoi.e 
reducirá un común denominador, los cinco quebrados «, xf. 
1.0 23 29. y dice : « Después de haber formado el produc-
13’ oS' 43 ’ ■ . . ,, ,, i ■> 93 ¿3, lo que dalo «lelos cinco «lenommadoies 8, 11, »•’, -3, | , 1
el producto 1229800 , se divide sucesivamente este produelo pul 
cada uno «le. los denominador,*, V se «dilienen los cuco rócenles 
1 ó 3 7 2 5 , 111800, 94000, 49192 , 28000 , que se colocan
respectivamente debajo de las cinco fraccione* propuestas; después 
de lo cual , se multiplican los «los términos «le rada Irac.ion pm 
el coci»nle que le corresponde ; y lo,las las Iracc.ones están as,
relucidas al mismo denominador.....Este medio es por otra parle,
sin contradicción, mucho mas esp di.o «pies, para. cada frac- 
don, se efectuase la multiplicación de los denominado.es de los 
otros cuatro. Deberá emplearse siempre que se tienen que .edu­
cir mas de tres fracciones al mismo denominador.

Esta reala de Mr. Bourdon , conforme la propone , es mucho 
mas complicada que la nuestra última. I-0 Porque en lo que dice 
«se multiplican los dos términos de cada fracción por el «ocíe ­
te qu,Me «•orrespoude , es inútil absolutamente el n,,.ll.pl.cav «I
denominador por el cociente, puesto que ha de ser el 
el producto de todos los denominadores, que ya se suponen halla­
dos ■ 2.0 porque aunque se pusiese en la frase mencionada, se 
,nuhi,,}ica el numerador de. cada quebrado por el cocea,1c, . «- 
si litaba mas cubara-,o por la regla de Mr. Bourdon. J* 
la nuestra, á causa de que la operación de dividir es - •
engorrosa «pie la de multiplicar, y está espuesta a mas
ciiñies ; y 3.9 porque la materialidad de las operaciones , pies
ci,oliendo del mavor cuidado intelectual «pie es necesario pom.

la división que en la multiplicación, hay que escribir nn 
el,os mas guarismos en la regla de Mr. Bourdon , que en b

""'S«V¡ es, que aplicadas ambas reglas á los quebrados propucs- 

,'usullq «,ue por la regla «le Mr. Bourdon se necesita esc, -tos
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Lir la séptima parte mas «le. guarismos que por la nuestra ¡ y el 
resultado que. por ambas hemos obtenido, es

461175 782600 946000 1 13 1 \ 1 (i 839400
1229800’ 1229800’ 1229800* 1229800’ 1229800 
6o Esta operación convierte los quebrados en otros 

de igual valor, p ro mas complicados; y así, solo se eje- 
uta como auxiliar de otras; pero la que se debe hacer 
,n to los los resultados donde haya quebrados, es simpli­
ficarlos. Se dice que se simplifica un quebrado cuando 
le convierte en otro de igual valor , y cuyos términos son 

•enores.
Pura esto, se dividen sus dos términos por 2 todas 

las veces que se pueda ; luego por 3 , y por los demás 
[limeros primos, lo cual se conoce por lo dicho (59). 
ísí, si quiero simplificar el quebrado veo que sus
os términos se pueden dividir por 2 : lo llago y ten­

go ff, que es igual con t7ó%, y que se puede aun 
simplificar por 2 ; lo hago y tengo §§, que aun se pue- 
le simplificar por 2 ; lo hago y tengo yy, que no se 
'uede simplificar por 2, pero sí por 3 ( § 59 ) 5 1° *laS° 7 
engo que es igual con el que se nos dití. En

-dedo, el es el que provino (en el ejemplo deán-
íes) del §, al reducir ios quebrados á un mismo deno- 
ninador; y como ahora deshacemos lo que antes hicimos, 

ha de resultar lo mismo que había.
Los principiantes deben simplificar todos los puestos anterior- 

jente, como se ve en el que aquí se presenta.

9900 4950 9475 S25 27 5  55 5
Í3360 ~ 6930 _ 3-465 1155 3,85 77 7

Sumar, restar, multiplicar y dividir quebrados.

70 Los quebrados también se suman, restan, multi­
plican y dividen.

Para sumarlos se reducen á un mismo denominador (si 
no le tienen); después se suman los numeradores; á esta 
una se le .pone por denominador el denominador común; 

y si este quebrado es impropio, esto es, si su numera-
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dor es mayor que su denominador, se divide el nu­
merador por el denominador pura sacar lo* enteros que 
contenga, y se simplifica si se puede.

Si <|inm> sumar A ara J, los reduciré á un comnn deno­
minador (.08 ), y s- convertirán ru S.} ; después súman­
los numeradores 15 y 8, y á la suma 23 le pondré por de­
nominador el 21», que es el común, y la suma será ,|„e
sacando los enteros será I 3 .> t ñ 8 ‘>3 3

La operación se indica asi : ----—H-----------= —= I —
4 5 20 20 20 20

Aplicando la regla á estos ejemplos, se hallará

' ° i+m=¡ n+M+m=m-> m
90 »++n+ií=%7=iii=23?o=iTo.

Dem. Se reducen á un común denominador, porque 
no son homogéneos si no le tienen; después se suman ¡ 
los numeradores , porque en ellos está el valor de los i 
quebrados; y á esta suma se le pone por denominador el ' 
común , para saber el nombre de aquellas partes. La 
simplificación que después se hace , es porque en todas i 
las operaciones se deben presentar los resultados con la : 
mayor sencillez. L. Q. D. D.

71 Al sumar quebrados pueden ocurrir tres casos: 
sumar quebrados con quebrados, que es lo que acabamos 
de ejecutar; sumar un entero con un quebrado; y sumar 
números mistos con números mistos.

La cuestión que conduce á sumar un entero con un 
quebrado , se presenta cuando se tiene un número mis­
to , tal como 4 y se quiere saber cuántos quintos 
compone el entero junto con el quebrado. En este caso, 
se dice que se- reduce el entero á la especie del quebrado 
que le acompaña ; para lo cual se multiplica el entero por 
el denominador del quebrado; á esto se añade el numera­
dor ; y ú la suma se le pone por denominador el denomi­
nador del quebrado. De manera, que para aplicarlo á 7 fi . 
multiplicaré el 7 por el 5, al producto 35 le añadiré el 
numerador 3 del quebrado, y á la suma 38 le pondré 
por denominador el 5 del quebrado, y tendré en eje­
cutada la operación que se me pedía. Porque en este 
caso cada unidad vale cinco partes; luego 7 unidades
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valdrán siete veces cinco o 35 partes, y las 3 que se te­
nían serán 38 de estas partes, esto es, 38 quintas partes
* ¥ i que es L Q. d. d.

Del misino modo se time 14 '. ,a _7_—13£
72 Para sumar míméros mistos con n dille ros mis­

tos, se suman los quebrados con los quebrados , y los 
¡enteros con los enteros, cuidando de sumar con estos los 
que resulten de la suma de los quebrados y se simplifica 
fi se puede. e J

I.*' ejern. Si quiero sumar 45 f con 27 f y con 6 5 
flos pondré los unos debajo de los otros en esta lorma 

G.mo los quebradas tienen un mismo denominador, 
sumaré los numeradores , pondré á esta suma el de­
nominador común, y saco de la suma de los quebrados 

pero en « hay un entero y ¿; borro el U 
y pongo debajo el ¿¡el 1 le coloco sobre los culeros, 

'separándole con una media luna para que se conozca 
p.e lia provenido de la suma de los quebrados; sumo 

«lespues los enteros y saco 79; por lo que la suma pe­
dida es 79 ¿. 1

2 ° ajeno Si quiero sumar los mimaros 47 J., 
rf y 1 :iH 4 ’ primero reduciré los quidirados á 
un común denominador, y ejecutaré la opera- 
|Ci°" como aquí se ve: y saco la suma t9 5 £2.

73 Para restar quebrados se reducen á 
un común denominador (si no le tienen) 
después se restan los numeradores: y á la res- 
ta se ,e P0,te por denominador el denomina- 
|dor común, y se simplifica si se puede.

>• ejern. Si quiero restar | de •£, los reduciré : 
ilenomiiiador (<i8), y se convertirán en .«_ v ¿s irmanm» 

8 ni.merador del quebrado « correspondiente^ ’sus^eüdo 
’ dp! """'•'•■•«dor del || rorrespondiente al minuendo ¿ 
poniendo a la diferencia 7 el de„o,ninador común 20, ten­

dee la resta que no se puede simplificar.
I.a operación se indica así- i__¿

-Uem. Se reducen a Un comum denominador, porque 
n a resta los datos deben ser bemogeneos; después se 

[ . T*stiir ,os numeradores , porque en ellos está ,1
Valor de los quebrados ; y finalmente se 1.a de poner á

('
4- b ■u

!) I-
1- ■n

195

restando

4 —Z- lí 7
4 s ao Qo~ao-
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la resta el denominador común, porque es el que da 
nombre al quebrado. L. Q. D. D.

74 Al restar quebrados, pueden ocurrir tres casos: j 
restar un quebrado de otro , que es lo que se acaba de 
hacer ; restar un quebrado de un entero, y restar un nu- : 
mero misto de otro número misto.

Para restar un quebrado de un entero, se le quita al 
entero una unidad-, al lado de este entero , después de 
rebajada la unidad, se pone un quebrado cuyo numerador 
es i‘nial á la diferencia que hay entre el denominador y ^ 
el numerador del quebrado dado , y el denominador es el 
mismo que el del quebrado que se da-, con lo que esta He­
cha la resta.

Aplicando esta regla á los ejemplos «guíenles, se encomia­
rán los resollados que ellos manifiestan.

,o 8_3 = 7|. 2.0 14—13f; 3° 29-^= 28^1
porque haciendo en todos una descomposición semejante a esta i
8_|=7+!_3=7+!=; J, nos resulta L. Q. D. D.

75 Para restar un ntimero misto de otro, se resta | 
el quebrado del quebrado, y el entero del entero. Si des- | 
pues de reducidos á un mismo denominador, si no l i 
tienen, el quebrado del sustraendo ts mayor que el de IJ
minuendo, para poder restar se torna una unidad delM
minuendo, la cual se reduce á la especie del quebrado 
que le acompaña (lo que se consigue sumando el nume­
rador del quebrado con el denominador, y a esto pomen 1 
do por denominador el común); de este quebrado que se- ] 
rá impropio, se resta el del sustraendo, y luego al eje-U 
catar la resta con los enteros , se debe advertir que al mi i 
nuendo se le ha quitado una unidad.

I.rr ejemplo. Si quiero restar 18 4 de 33 f, los colocaré|
como aquí se ve:
reduciré á un común denominador los quebrados; 
v como sale el del sustraendo menor que <‘1 del 
minuendo , paso á restar el quebrado del quebra­
do v el entero del entero y saco 15

33|
18f

4f
óf

15 tí
> V Cl CHIPIO «ti A..VS.W , — Oí ,

2.0 cjem. Si quisiera restar 2* | de ',5 ^ colorar,a ro­
mo aquí se ve; _ ^
reduciendo los quebrados á un cojnnn deno­
minador , sale menor el del minuendo; to­
mo una unidad del entero, que cu este caso

4■' Ti' 

24 l -

4R I3.é¡

®| ií
8B-"81.

20 tí
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Vale |f, y .«timada con K, ^ nir da paso después á la
resta considerando al S del 45 cómo y leugo por último

F° eT-
i 76 Para multiplicar un quebrado por otro se multi­
plica numerador por numerador, y denominador por deno­
minador, y se simplifica. Y. g. si quiero multiplicar % 
bor diré: 2 por 4 son C; 5 por 7 son 35; poniendo por 
Numerador el producto de los numeradores, y por deno­
minador el de los denominadores, tendré' en dg el produc­
to pedido.
| Dem. Porque si tuviera que multiplicar el por 4, 
Istaba reducida la operación (65) á multiplicar su nume­
rador por 4; y en esto caso el producto sería •&; pero de 
multiplicar el f por un número siete veces menor que 4, 
?sto es por f, lia de resultar un producto (61, 3?) siete 
veces menor que £■; y como esto se consigue (66) multi­
plicando su denominador por 7, resulta, ejecutándolo, que 

es el producto verdadero. L. Q. D. D.
Del mismo modo £xf=$$=*; &*£=S¡N*H=$. 

£sc. Guarnió el multiplicador sea un quebrado propio, 
:sto es, que su numerador sea menor que su denominador, eZ 
voducto que resulte será menor que el multiplicando-, porque 
d numerador de este se multiplica porun üú mero menor que 
:1 número por que se multiplica su denominador. Cuando el 
nultiplicador sea un quebrado impropio, el producto será 
‘nayor que el multiplicando-, porque el numerador deeste se 
multiplica porun número mayor que el número por que se 
bultiplica el denominador; y cuando él multiplicador sea la 
inidad en forma de quebrado , el producto será igual con el 
nultiplicando; porque su numerador y denominador se 
nultiplican por un mismo número.

77 Al multiplicar quebrados pueden ocurrir tres ca­
os: multiplicar un quebrado por otro, que es lo que aca- 
iamos de esplicar; multiplicar un entero por un quebrado 
' un quebrado por un entero-, y multiplicar un número mis- 
0 por otro misto.

Para multiplicar un entero por un quebrado ó un que- 
rado por un entero, se multiplica el entero por el nume 
ador del quebrado, y al producto se le pone por denomina- 
■or el denominador del quebrado, y se simplifica si se puede.

Tomo I. o r

57
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l.#r ej. Si quiero multiplicar 4 por £, multiplicaré rl \ p»v 
5, al producto 20 le pondré por denominador el denominador 7 
del quebrado, y tendré que el producto será que sacando loj 
enteros se convierte en 2~.

La operación se. indica asi: 4*7=
Del mismo modo 7X-^=yí—“a'= 1 2- 

Dem. Esta regla está fundada en lo dicho (65 esc.), 
y también se deduce del caso anterior, poniendo al entero 
la unidad por denominador.

78 Para multiplicar un número misto por otro mis­
to , se reduce el entero ú la especie del quebrado que le 
acompaña en cada factor, y después se multiplica nu­
merador por numerador y denominador por denominador.

Kj. Si quiero multiplicar por 24, reduciré cu ambos factores 
el entero á la especie, del quebrado que le acompaña , y tendré que 
multiplicarpor y ejecutando la operación (76), tendré

34x24=ü:vI.§._3.o£ S26
o a 7 s a 7 — SS ni- 

Del mismo modo

o , 2C0 
S8|X24|=—X 99

4 '
25740

30

12870 6435 2145
----------= ——= ——=7 I 5.

18 5) 3

79 Para dividir un quebrado por otro, se multipli­
ca el numerador del dividendo por el denominador del di­
visor, y este será el numerador del cociente: y el deno­
minador del dividendo por el numerador del divisor, y 
este producto será el denominador del cociente, y se sim­
plifica.

Ej. Si quiero dividir ^ por y, multiplicaré el numerador 3 
del dividendo por el denominador 7 del divisor, y el producto 
!l será el numerador del cociente; después multiplicaré el deno­
minador 4 del dividendo por el numerador 2 del divisor, y el pro­
ducto 8 será el denominador del cociente, el cual será ‘f- ó 

Del mismo modo

Dem. Porque si solo tuviese que dividir el ^ por 2, 
estaba reducida la operación (66) á multiplicar su deno­
minador por 2; de manera que sería el cociente; luego 
de dividir el | por un número siete veces menor que 2, 
esto es por lia de resultar (61, 4?! un cociente siete ve­
ces mayor que y como esto se consigue (65) multipli­
cando su numerador 3 .por 7, resulta, ejecutándolo, que
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el verdadero cociente será ó lo que es lo mismo 
3. 2 — ¿í—2Í.que era L.Q. D. i).
4’¿ío 8 Al dividir quebrados pueden ocurrir cuatro cases: 
dividir un quebrada por otro, que es lo que se acaba de 
liacer- dividir un entero por un quebrado; dividir un que­
brado por un entero; y dividir un número misto por otro misto.

Para dividir un entero por un quebrado, se multipU- L el entero por el denominador del quebrado, á este pro­
ducto se le pone por denominador el numerador del quebra­
do, y se simplifica si se puede.

F¡ Si quiero dividir 7 por §, multiplicaré el entero 7 por 
el denominador 5, y tendré 35; á este producto le pondré por de­
clinador el numerador 2 del quebrado, y tendré o .acando
los enteros 17 i 6 63 3 1

Del mismo modo 9: — = — = 10jr= 10p

81 Para dividir un quebrado por un entero se multi­
plica el denominador del quebrado por el entero, y queda
hecha la división. .

V. g. si quiero dividir § por 6, multiplicare el denominador 
5 por el entero 6, y tendré por cociente ó fg después de 
simplificado. 6 6 3 15 15 5

Del mismo modo 4=—;=jg ! 7

Dem. Poniendo eD este caso y el anterior, al ente­
ro la unidad por denominador, la demostración se re- 

. duce á la dada (79), o se puede deducir de lo dicho 
(61, 4? y 66 esc.).

82 Para dividir un número misto por otro misto; se re­
duce cada entero á la especie del quebrado que le acompaña, 
y después se divide como un quebrado por otro.

V. g. quiero dividir 5§ por 2f; primero reduciré cada entero
17 19

A la especie de su quebrado, y tendré que. dividir — por
17 19 119 5

que (79) dará —=2-,

5 6 OS 50 74 8 374 a 2 4
Del mismo modo 94= —JTo' í?* 175'

Ese. Ademas puede ocurrir el dividir un quebrad»
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tí un entero por un nlimero misto, y al contrario; pero 
reduciendo el entero ú la especie del quebrado, se tienen 
los casos anteriores, que se practican como se ve en estos 
ejemplos.

3.°

3 14 15
9 0 Q. 3r}

/' 5 93
t ‘4

3 4. 38 4 342 171
'o 7 9 23 14 "

4°
2

G —:
3

5=
20
3 ’

20

15
_4__

3

3. 53 33 13

-De la valuación de las quebrados.

83 Valuar un quebrado es hallar su valor en unida­
des de especie inferior d la que se refiere. V. g. en j- de 
vara no hay ninguna vara; pero como la vara tiene 3 
pies, 1 pie será la tercera parte de la vara , y por lo mis­
mo (intr. ax. 5?) ^ de vara =1 pie, y está valuado el 
quebrado'.

Para valuar un quebrado, se multiplica el numera­
dor por el número que espresa las veces que la unidad en 
que se quiere valuar el quebrado, está contenida en aque­
lla ú que se refiere el quebrado, y esto se parte por el de­
nominador; si de la división resulta un número misto, y 
hay todavía unidades ríe especie inferior, se hace con el 
quebrado lo mismo; y así se continúa hasta que no haya 
mas unidades de especie inferior-, en cuyo caso, si queda 
todavía quebrado, se desprecia si el numerador no Ilega á ser 
la mitad del denominador: y se anude en vez del quebrado 
una mudad a las unidades anteriores, si el numerador 
llega ó pasa de la mitad del denominador.

Así* si quiero saber cuánto valen jt de doblón, multiplicare el 
numerador 3 por 4, que son los pesos que tiene el doblón, y di­
vidiré el producto 12 por 7, lo que da 1 peso y £ dc.pcsó^Pan 
averiguar los reales que hay cu £ de peso, multiplicaré el nume­
rador 5 por lo, que son los reales «pie contiene un peso, y divi­
diré el produelo 75 por 7, y tendré 10 reales y f de real; para
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6 i
averiguar los maravedises que liay en de real, multiplicaré el 
numerador 5 por 34, que son los maravedises que tiene un real, 
v dividiré el producto 170 por 7, y tendré 2 \ maravedises y ^ 
de maravedí, que, como no hay unidad inferior al maravedí, y el 
¡numerador 2 no es la mitad del denominador 7, le despre,cip: y 
tengo que los de dohlon valen 1 peso, 10 reales y 24 ínara- 
Ivedi-es.

Dem. La razón de esto es que de doblon es lo mis­
ino (63) que 3 doblones repartidos entre 7; y como no les 
¡toca á doblon, se reducen á pesos, estos á reales, y los 
[reales á maravedises, para ver á cómo les toca en estas 
[Unidades de especie inferior.

De los quebrados ó fracciones decimales.

f 84 La teoría de los quebrados acabada de esplióar, 
íembaraza mucho los cálculos, en razón de la ninguna ley 
que siguen los denominadores, que van variando en cada 
[quebrado. Para evitar este inconveniente, y facilitar y uni­
formar todas las operaciones, se lian inventado las frac­
ciones decimales; las que al mismo tiempo que son un ca­
po particular de los quebrados comunes, llenan todos los 
[objetos mencionados.

Son, pues, las decimales, unos quebrados que tienen 
mor denominador ic; roo; 1000; etc. y en general la uni.- 
]dud seguida de ceros. Para formarnos una ide'a exacta de 
¡las decimales, concebiremos dividida la unidad en diez 
martes iguales, que se llaman décimas-, concibiendo divi­
dida cada décima en diez partes iguales, la unidad ten­
drá ciento, y por lo mismo se llaman centésimas partes de 
la unidad; concibiendo cada centésima dividida en diez 
partes ; estas serán milésimas de la unidad;y continuando 
dividiendo en otras diez cada una que vaya saliendo, re­
sultarán las diez milésimas, cienmilésimas, millonésimas, 
diezmillonésimas, cienmillonésimas, milmillqnésimas, diez- 
mil millonésimas , cienmilmillonésimas, billonésimas, diez- 
billonésimas etc.

Por la uniformidad de los denominadores, y la ley que 
sigue cada parte de ir siendo diez veces menor, no se es­
cribe el denominador de estos quebrados, sino" ejue se po-
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Tien, á la derecha de las unidades, las décimas', á la dere­
cha de estas-, las centésimas; después las milésimas, luego 
las diezmilésimas, cienmilésimas , etc. Y para conocer el . 
guarismo que espresa las unidades, se pone entre él y las 
décimas una coma; y s¿ «o hay unidades, se pone o antes 
de la coma, para que ocupe el lugar délas unidades.

V. g. si quiero espresar cuarenta y cinco enteros y seis deci- | 
mas, escribiré asi: 4-’,f>; y la coma da á entender que el gua­
rismo 5 espresa las unidades, y el 6 las décimas; si solo hu­
biera querido escribir seis décimas, hubiera puesto 0 en lugar de j 
las unidades, v tendría escritas las seis décimas, de este modo: 0,fi. ¡

Si se quiere espresar el denominador, se puede poner -JL en 
vez de 0,6, y /(5-A- en vez de /(5,6; donde se debe advertir que 
la coma hace oficios de denominador; y que cuando se quiera es­
presar este, se pondrá la unidad seguida de tantos ceros coai» 
guarismos hay después de la coma. Por ejemplo

3’507=3x5°o7o’ y °-c°29=t<Moo-
85 Un número que lleva enteros y decimales, es un 

verdadero número misto: y así, para leerle, se leerá pri­
mero el entero (13), y luego los guarismos decimales del 
mismo modo, pronunciando, después de estas, la deno­
minación que les corresponda: la cual si no se conoce al 
golpe por haber muchos guarismos decimales, se averigua 
diciendo desde la coma á la derecha, en el primer lugar 
décimas, en el segundo centésimas, y así sucesivamente, 
hasta el último guarismo, cuyo nombre se apunta si es 
complicado el número. Para que no se confundan las ro­
mas de la división de periodos con la de las decimales, 
se hace esta mayor que aquellas.

Así, si quisiera leer el número
•;0564032'4,3r.090r>3/|0s:03364: 

averiguaría la especie, de unidades del último guarismo 4, v ba­
ilaría ser diczmilbilloncsimas. Después, le prepararé (13) en esta 
forma: 7,056,403,274*3,509,053,405,703,364;
v se lee así: siete mil cincuenta y seis millones, cuatrocientos Ira 
mil, doscientos setenta y cuatro unidades ó enteros: tres mil lini­
mentos nueve billones, cincuenta y tres mil cuatrocientos cinco 
millones, setecientos tres mil trescientas sesenta y cuatro die¡- 
milbilloncsirnas.

86 El valor de las decimales no se altera cuando tt 
ponen ó quitan ceros d continuación de los guarismos sigiu--

r?
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fícativos. V. g. 0,7=0,70=0,700=0,7000=0,70000 etc.
Porque como 0,7=^, multiplicando sus dos térmi­

nos por 10, por 100, por 1000, etc. 110 se alterará el que­
brado ( 67), y se tendrá que

11 r  7   7 0   700   7000  
*' lo loo Tocio 100*00'—

0,7=0,70=0,700=0, y 0()0=i lc.
Si teniendo ceros al fin, se quitan, resultan los dos tér- 

ninos divididos por un mismo número, lo que (67) tam­
poco altera el quebrado. L. Q. 1). D.

87 fii los ceros se colocan entre la coma y los guaris­
pos significativos, se hace el quebrado tantas veces me­
nor como espresa la unidad seguida de tantos a ros como 
se han puesto entre la coma y los guarismos significativos-, 
porque en este caso se hace diez, ciento, mil, etc. veces 
menor el valor de cada parte, y no se hace diez, ciento, 
mil, etc., veces mayor el número de ellas.

Del mismo modo, si en un número que lleva enteros 
pon decimales, se corre la coma un lugar hacia la izquier­
da, como el guarismo que ántes espresaba unidades, alio­
na espresará décimas; el que antes décimas, ahora centé­
simas; y así sucesivamente; resulta que cada parte se ha 
hecho diez veces menor, y por lo mismo esta mutación 
(le la coma habrá convertido al número propuesto en otro 
diez veces menor. Si se hubiera corrido la coma dos lu­
gares hacia la izquierda, hubiéramos hecho cien veces 
menor á dicho número; y en general, con correr la co- 
hia un número cualquiera de lugares hacia la izquierda, 
|se hace al numero tantas veces menor, como espresa la uni­
dad seguida de tantos ceros como lugares se corrióla coma. 

Por el contrario, corriendo la coma un número cual- 
;era de lugares hacia la derecha, quedará hecho el nú­

mero tantas veces mayor, como espresa la unidad seguida 
de tantos ceros como lugares se corrió la coma.

Así, si en ti número 8532,74914 coloco la coma entre 
e 5 y el 3, tendré 85,3274914 , que será cien veces menor 
que el propuesto; y si la pusiera entre el 9 y el 1 tendría 
15,12749’i4i que es mil veces mayor que el propuesto.

83 Puesto que las decimales siguen la misma ley que 
los enteros, y se escriben y leen lo mismo que ellos, es 
un punto de la mayor importancia el sustituir ¡os que-

63
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lirados decimales á los comunes, lo que se consigue con­
virtiendo en decimales los quebrados que hayan de en­
trar en los cálculos. Para esto, se toma el numerador del 
quebrado por dividendo y el denominador por divisor, y 
se divide el uno por el otro; mas si el quebrado es propio, 
no cabrá el divisor en el dividendo; y así. se pone o en 
el cociente, y después se añade un o al dividendo y se di­
vide por el divisor; el cociente se pone á la derecha de 
la coma-, se multiplica por el divisor y se resta. A la res­
ta se añade otro cero y se divide por el divisor; lo que 
resulta se pone en el cociente á la derecha del guarismo 
anterior, se multiplica y resta. A la resta se añade otro 
cero, y se continúa añadiendo un cero por cada guarís- ' 
mo decimal que se quiera sacar: observando que si, después \ 
de añadir un cero no cabe el divisor en el dividendo, se j 
pone cero al cociente y se añade otro cero al dividendo. \

I er <j. QuirrO sacar con tres decimales el valor 
de --5-; ejecutaré la operación' como aqní se ve: 1G()

Tomo el ó por dividendo y el 17 por divisor; 0()7() 
veo que 17 no cabe eu 5; V por lo mismo pongo Q2 
0 en el cociente, y después la coma; añado im 
O al 5, y veo que. 50 entre 17 les loca á 2, que pongo en el en- j 
cienle después de. la coma; multiplico este cociente por el divi- < 
sor le resto del dividendo 50 y saco la resta 10. A esta añado 
„„ c,.ro, y veo que 160 entre 17 les cabe á 9; que pongo rn 
el cociente; multiplico por el divisor, y resto del dividendo j 
100. Al lado de la resta 7 pongo otro cero, veo que 70 entre ll 
les tora á \ que. pongo en el cociente; multiplico por el divisor y 
resto. Del mismo modo continuaría si quisiera sacar mas de los j 
tres guarismos decimales que me propuse; con lo cual tengo n-1 
dacido el quebrado yfc á quebrado decimal, aproximado basta J 
milésimas.

2.° cj. Si quiero reducir á quebrado decimal p-^j! lo ejecutan1 
como aquí se ve-

Tomaré el S por dividendo, el 9 j .3 8000 | 9j3
por divisor, y pongo en el cociente cero 04500 008i83
y coma; añado un cero al 8, V como SO 078 80 
no contiene al divisor í)j », pongo 0 rn 03300 
el cociente; añado otro al dividendo, y
pongo también 0 al cociente; añado otro 0 al dividendo* > j 
veo que 9j3 en 8000 ó 9 en 80 cabe 8 veces; pongo 8 e"



ARITMETICA

<•1 cocicnle despncs «le los «¡os ceros; multiplico por rl divisor 
v resto; á la resta le-añado un cero, y así continúan! hasta 
acar los guarismos que necesite, que supongo aquí que so„ 
leis, y tengo el quebrado 0,008483, que es el mismo q,„

t'l __B _ rmt ílill'l’IMiri'l rio mnnne .1™ -......... 'ti . •

f>5

y 4'3’ 
i la unidad

> ' i i— >>■ vi i. iii<» ijui:

con dílereiicia de menos de una millonésima parle 
lad.

Dem. Como cíe tomar el numerador por dividendo v el 
denominador por divisor., no puede salir ningún entero, 
se pone cero y coma en el cociente; añadiendo un cero’ 
al dividendo, se convierte en 8o, que para que no se ai- 
Fere su valor, deben considerarse como-décimas; y pol­
lo mismo,se vé si les toca i alguna; y si no, se'pone 
también cero en el cociente en el lugar de las décimas; y 
continuando el mismo raciocinio respecto de todo lo de­
más de Ja regla, resulta L. Q. D.

89 Al convertir ios quebrados en decimales resulta 
cociente exacto, cuando el denominador no tiene mas f- c- 
tores simples que el 2 y el 5, como 8; 16; etc. etc. *<- 

etc. . *
V. g. si convierto en decimales los quebrados £.■ 7, . J-

lo liaré como se ve cu (A), (li), (C). 8’ ~Í ’
4

(A) (R) (C)
50

20
40

0

1 8 70 25 lijO
0,62» 20(1 0,28 1 50

000 0250
000

125

O.i'iT

obtengo cociente exacto; por lo que diré, que.
f—0,625; 25=0,28, y

10 5—°iJ 1 2 ■
bx no sale cociente exacto, sucederá que como ¡a res- 

a lia de ser siempre menor que el divisor, así que se 
layan sacado tantas restas diferentes como unidades tic- 
ie el dxvtsor menos una, la siguiente deberá ser una de

e “ '°ri" ° d -'-o "umerador; de donde se sigue
oe auad.endo un o, dará el mismo cociente y resta mn 

d"tes; a esta ,e sucederá lo mismo; y así, se pondrán 
quellos guarismos las veces que se quiera. Estas frac- 
iones se llaman periódicas.
ríi" r...... ..... “ imA a *■*<* f (A) r- ■

y
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sr»to guarismo hallo la resta 5, que es el mismo numerador;

(B)
40 11

(A)
7

70 0,3636
40

10 0,7 14285
30

7
60

5

por lo que se repetirán los mismos guarismos, y tendré

£=0,7 142857 l;4-285.7 14285 ele.

Si convierto en decimal el quebrado T4p .encuentro (B) que 
al segundo guarismo se repite el numerador; por lo que

T4r=0,363636363636 etc.

Si convierto el •§, tendré que §=0,666666 ele.
Si la resta, que se repite, no es el mismo numerador del 

quebrado, ento'nces la fracción es en parteperiódica, y en 
parte no, como se verá en estos quebrados

j- y72=0,5S333 etc.

(y ¿§§=0,64108 IOS 108 108 ele.
Tí Y fal ‘luc da"

Sumar, restar, multiplicar y dividir decimales.

90 Para sumar las decimales se ponen los sumandos 
los unos debajo de los otros , de modo que se correspondan 
las décimas debajo de las décimas, las centésimas dehttjO 
de las centésimas etc. esto es, que la coma en todos los su­
mandos forme columna; después se tira una raya y se su­
man exactamente como sifuesen enteros, teniendo cuida­
do de poner la coma en la suma, de modo que forme co­
lumna ron las de los sumandos.

j.er ejemplo. Si quiero sumar 0,027 con 35,40, con 783,0639,
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n 0,3, con 9,53 y con 32,0757, los pondré los naos debajo de 
s olroS como aquí se ve :

[ Y después de lirada la raya, empiezo por la de- 0,027 
lcha diciendo: 9 y 7 son 16, pongo 6 debajo de la 35,3.6 
Ka, y paso á la columna: siguiente. donde digo: 7 y 783,0639 
[que llevo son 8, y 3 son 1 I, y 5 son 16, pongo 6 0,3
nievo 1 para añadirla á la suma de la columna si- 9,53
líente; y continúo la operación como si fuesen en- 32,0757 
S os (26), teniendo cuidado do poner la coma en la ggQ / 
lina debajo de las de los sumandos, esto es entre el ' •

|
*y el 4, y digo que la suma es 860,4566.

2-° cj. ‘85,37+9,0345+0,6382+4-2,085=137,1277.

Dem. Gomo haciendo la colocación dicha, y sumando 
n columna, sumamos todas las unidades de una misma 
necie, y todas las sumas parciales las reunimos en una 
ia al mismo tiempo que las vamos sacando, resulta 
itr. ax. 3.0) L. Q. 1). D.
[91 Para restarlas, se pone el sustraendo debajo del 
luuendo, de modo que se correspondan las unidades de 
p+i especie, esto es, que la coma del sustraendo corres- 
inda debajo de la del minuendo; se tira una raya, y se 

\sta como en los números enteros, poniendo la coma en la 
Isín, formando columna con la.s de arriba.
A {uí puede ocurrir que no tengan un mismo número 

fe guarismos decimales el minuendo y sustraendo: si el 
nstraendo tiene menos, se ponen aquellos guarismos que 
|e«e de mas el minuendo, y luego se restan los del sus­
pendo de los que quedan en el minuendo; si el minuendo 
ene menos que el sustraendo, se resta el guarismo de la 
trecha del sustraendo de 10, y todos los demas de 9, 
asía llegar a! primer guarismo del minuendo, el cual se 
bnsidera con una unidad menos.
1er ejemplo. Quiero restar de 625,4685 el número 354,8796; 

muiré el sustraendo 354,8796 debajo del minuendo como he 
icho y se ve en (A):(A)

625,4685 
35 j,8796

(B)

8375,75426392
789/(358

(G)

47 5,56 
287,4753825

270,5889 7586,31846392 137,8816175
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y desunes ilo tirada la raya, resto como si fumen ruteros (31), 
cuidando de poner la coma entre el 0 y el 5, y saco la resta 
S70,.VS$«>.

r.j. Si quisiera restar de 837 5,754.26393 el número 
7 89,'| 358, los colocaría romo se ve en (II).

y como el sustraendo tiene menos guarismos decimales que el 
minuendo, pongo debajo déla raya los cuatro guarismos 6392 dtl 
minuendo, que no tienen correspondientes en el sustraendo, y des­
pués resto como antes, y saco 7586,3 I 846392.

3 er <j. ¿ü de 475,36 quisiera restar 2S7,4753S25, los pon­
dría como se ve en (C).

Y como el sus!i.aendo tiene mas guarismos que el minuendo, 
diría: de ña 10 van 5 que pongo; de 2 á 9 van 7 ; de 8 á 9 va 

1 ; de 3 á 9 van 6; de 5 á 9 van \ ; ahora delm considerar al 
6 del minuendo con una unidad menos , y digo: de 7 á 15 van 
8, y d,: 15 llevo una; y continuando la Operación como antes 
saco la resta 1 87,88)6175.

De'm. En los dos primeros casos es la misma (29); en 
el tercero, es porque se pueden considerar después de los 
guarismos decimales los ceros que se deséin sin alterar 
su valor (86), y queda reducida la operación á ia es- 
puesta (32), que por comodidad en este caso se practica 
del modo que hemos dicho. L. Q. P. I),

92 Para multiplicar las decimales no se hace caso de 
ln coma, se multiplican como si fuesen númeroí enteros, 
y luego en el producto se separan con la coma tantos gua­
rismos de derecha á izquierda como decimales había en 
ambos factores junios; y si no hay bastantes, se comple­
tarán con ceros á la izquierda.

1 Cl ej. Quiero multiplicar 5,37 por 6, 3; tomaré por mul­
tiplicador el 6,3, y le pondré debajo del multiplicando como 
si 110 hubiese coma , conforme, se. ve en ( A ):

(A) (R) (Q (P)

5,3 7 0,3 5 0,2 9 0,0273
6,3 M 0,3 0,0020

16 11
32 2 2

0,1 4 p 0,0 8 7 163s
540

33,8 3 1 0,0000 709S
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Después de tirada la raya, multiplican* (/i.j) el 5,3 7 por 
el 6,3 sin liacer caso de la coma, y separando en el producto 
.33831 tres guarismos de derecha á izquierda , que son los deci­
males que hahía en ambos Tactores, saco 33,831 que es el pro- 
lucio verdadero.

S.° e.j. Si quiero multiplicar 0,35 por (),■(, ejecutaré la ope­
ración como se ve en ( 15 ).

Multiplicaré el 35 por 4, loque rae da el producto I4O; 
como debo separar tres guarismos, que son los que hay en am­

bos Tactores juntos, pondré antes un cero y tendré 0,140; pero 
tomo los ceros, después de los guarismos decimales, no les au­
mentan ni les disminuyen ( 86 ), horraré el cero que hay después 
p. l 4 , y diré que el producto es 0,14-

3 er cj. Si quiero multiplicar 0,2í) por 0,3, ejecutaré la ope­
ración como se ve en (G).

Multiplicaré el 29 por 3; y como el producto 87 no tiene 
ñas de dos guarismos, y debo separar tres, supliré con ceros 

los guarismos que me Tallen , y tendré el producto 0,087.
Por último, si quisiera multiplicar 0,0273 por 0,0026, 

•ía la operación como se ve. en (D), y tendría el producto 
,00007098:

T)em. Con prescindir de la coma en el multiplicando, 
e hacemos tantas veces mayor como esprtsa la unidad se- 
uida de tantos ceros como guarismos decimales tiene (dy); 
con prescindir de ella en el multiplicador, le hace- 

íos tantas veces mayor como espresa la unidad segui- 
a de tantos ceros como guarismos decimales hay en él; 
uego (6t, 3.0) el producto dehe salir tuntas veces'mayor 
oino espresa el producto de estos dos números: luego 
>nra obtener el verdadero, se deberá hacer este mismo 
limero de veces menor: lo que se consigue (l¡ y), sepa- 
indo con la coma tantos guarismos como decimales hay 
n ambos factores juntos. ( “ )

(°) Como en r! producto so han de hallar tantos guarismos dcci- 
inles COMIO hay cu les dos Tactores ,v cu muchas ocasiones no intere- 

e.l. sacar exacto.- sino unos cuantos, es de la mayor importancia 
andcstac cl modo tic abreviar osla operación; lu cual se consigue 

lor la siguiente regla: t'(dó/uese el maltiptxudor debajo del multi- 
b cundo , de modo e/ne se correspondan en columna /as comas, 
rase cual es el guarismo de especie superior del multiplicador , si 

stu en el lugar de ias unidades , tómense en ei multiplicando tan-
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93 De lo dicho (87) se deduce, que un num,’ro, que 
lleva enteros y decimales ó decimales solas, se multipli­
ca por 10, corriendo la coma un lugar hacia la derecha;

¿os guarismos decimales como se quieran en el producto, separan­
do los otros con una rafa si hay mas , 6 añadiendo los ceros que 
se necesiten si hay meaos. Si dicho guarismo se halla ó la de recluí 
de la coma , véase que lugar ocupa desvaes de ella ; el número, 
que espresu este lugar, se restara del que espresu los guarismos 
que se quieren sacar; y se tomarán en el multiplicando tantos gua­
rismos decimales como unidades tenga dicha resta , separando los 
otros con una raya si hay mas , o anadiendo ceros si hay menos. 
Si el espresudo guarismo se halla /i la izquierda de las unidades, 
se verá qué lugar ocupa después -de ellas; el número que esprese 
este lugar se sumará con el que espresu los guarismos que se quie­
ren sacar; y se lomarán en el multiplicando tantos guarismos 
decimales como unidades tenga esta suma , separando los otros 
si hay mas, d añadiendo ceros si Jrny menos. Hecha ya esta se­
paración , multipliqúese todo lo que queda del multiplicando á la 
izquierda de la raya , f/or dicho guarismo de especie superior del 
multiplicador ; póngase un punto sobre el último guarismo del 
multiplicando , y otro debajo del guarismo del multiplicador por 
el que se acaba de multiplicar ; pásese a mullí; licor todo el multi­
plicando , menos el guarismo apuntado, y pnr el segundo guarismo 
del multiplicador, conlando de izquierda á derecha, y su producto 
póngase debajo del anterior , de manera que se correspondan en 
columna los últimos guarismos. Señálese igualmente con un ¡ unto 
el ultimo guarismo del mut ¡pilcando , que hemos considerado , y 
el del multiplicador por el cual hemos multiplicado ; multipli-juese 
por el siguiente guarismo , y coloqúese el producto debajo de los 
anteriores sin correrle ningún lugar ; y continúese del mismo mu­
do hasta que no huya mas guarismos que apuntar en el multipli­
cando d multiplicador ; después se suma lodo esto , y en la suma 
se separan tantos guarismos como se quena que resultasen en el 
producto.

A! ejecutar esta operación , conviene multiplicar también el úl­
timo ó dos últimos guarismos o pululados del mullí, lirondo por el 
guarismo del multiplicador que hace de nuevo multiplicador parda!, 
con el objeto de saber las que se llevan - para añadirlas al produc­
to del primer guarismo del multiplicando ; pero , lo mejor es ha­
cer la operación como si quisiéramos hallar un guarismo ó dos 
guarismos mas en operaciones bástanle grandes.

l'er Ej. Si tuviera qué multiplicar 27,452893297 por 5,6029688732, 
obtendría en el producto diez y nueve guarismo? decimales; y si pnr la 
naturaleza de la operación me bastan >olo cuatro guarismos exactos, 
perdía todo el tiempo que gastaba en sacar los quince guarismos restan­
tes, que ,-después de hecha la multiplicación, había de despreciar.

Para cucontrav exactos los cuatro guarismos decimales , sin que cu 
ningún caso puedan dejar de serlo , conviene hacer la operación -como 
para .encontrar seis guarismos do« ; •-’ -s. Para conseguirlo, coloco los
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por roo corriéndola dos; por loco corriéndola tres; y 
en general; para multiplicar por la unidad seguida de 
cierto número de ceros, se correrá la coma tantos lugares

27,4528113 / 297 
5,602968 8732

157264465 
10471754 

54 904 
24 705 

1644 
21G 

16 
1

factores como dice la regla en osla forma:
y como el guarismo de especie superiíir'del multi­

plicador es el i, y ocupa el lugar de las unidades, 
debo lomar en el multiplicando los seis guaris­
mos que deseo en el produelo; y por consiguiente se.

I paro con una raya los tres últimos guarismos del mul- 
' (¡pilcando., del modo que allí se ve i- multiplico todo 
¡ lo que lia y á la izquierda de dicha raya por el 5 , y el 
producto lo coloco tle modo que el último guarismo caiga 

| debajo del 5, del multiplicando diciendo : 5, guarismo de 
[especie superior del multiplicador, por 5, último guaris­

mo del multiplicando que considero, son 15; pongo 
el 5 de modo que se corresponda del.a jo del 5 del mul­
tiplicando , y guardo la una que llevo pava aúadirla 
al producto del 9 por 5, y continúo la multiplicación 153,8X7685 
parcial hasta que obtengo el producto 157264'iG:'. 'sin 
hacer caso de la coma en ninguno de los 'factores-

Ucclio crio , pongo mi punto encima del i’, del multiplicando , y 
lotro punto debajo del 5 del multiplicador para que me indiquen que 

ya no debo contar con dichos guarismos para nada. Ahora debo inul- 
Itpltcar por el (i, segundo guarismo del multiplicador, contando de 

[izquierda •'> derecha por todo lo que queda en el multiplicando á la iz- 
IqutCfda del 3 apuntado';- que es 2745289 , diciendo: 0 por 9 son 54, 
I pongo el 4 debajo del último guarismo 5 del producto parcial ant.- 

nop, v «"ardo las 5 que llevo paca añadirlas al producto de 6 por 8; 
U continuando de este modo, hallo por segundo producto parcial 
| 1b471734._ Seua.lo el guarismo. 9 con un punto encima , y el G con .111 
punto ahajo. Ahor.V debo multiplicar por el tercer guarismo del multi- 

¡plicador todo lo qt.ic hay en el multiplicando á la izquierda del 9; pero 
como cualquier número multiplicado por o da o , escitso esta mullipli- 

Vcacion : pero señalo con puntos cl8 del multiplicando y el o del mt/llipii- 
|cador, para tíar 5 entender,- que ya 110 debo contar con ellos para nada.

'-n seguida, debo multiplicar todo lo que hay .4 la izquierda del 8 por el 
Iz, que es el cuarto guarismo del multiplicador contando de izquierda á 
■ derecha; y .vi producto 5490.4 lo pongo debajo de los anteriores, de modo 
Ique se correspondan sus últimos guarismos á la den-cha cu columna. 
Ifeeñalocon puntosel 2del multiplicaúiloppr donde lie principiado la miil- 
Itiplicacion y el 2 del multiplicador, y paso á multiplicar lo que qne- 

a a izquierda en el multiplicando, que es 2745 por el 9 del multi- 
[pln-.ii.or, )- el.producto 2470a lo pongo debajo de los anteriores, de mo­
ldo que [orinen columna baria la derecha. Señalo con puntosel 5 del mnl-
jtiplicamlo y el 9 ,lrl multiplicador, y paso á multiplicar el 274 por di; y 

I. I"'0'''"''» t(‘44 1,1 ««loco debajo de los anteriores formando columna
el G del

r> . , n ........................r"i............. i'iivt iiuiij íui 1:1.1111
llft.icia Ja derecha. Sánalo con puntosel /¡ del inultipllcando y 
bnultiplscador , y |«iso á multiplicar lo que queda del multiplicando, 
Ique es 27 , por el primer 8 que hay en el multiplirador; y el pro­
pinen, 2, (, que obtengo, lo pongo en columna debajo de los anterio­
res. Señalo el 7 del multiplicando y el espresado 8 del multiplicador,
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hacia la derecha como ceros hay después de la unidad.
94 Para *Jividir Jas íleuiinalrs se completarán, esto p;3 

se hará que ambos términos tengan un mismo número da

y tcn;’o que multiplicar 1 2 que cu el multiplicando pop el
f•"><{» ,l''1 multi 'l’cadnr ; el [.napelo lG , que obtengo , lo pon;; 
debajo (lelos anteriores, como allí se ve. Apunto el 2 del mnllipll 
cando y el segundo S del multiplicador, y lio quedando ya niii-a 
guarismo en el mtlhiplicamlo , parece deberíamos tesar en la oper, 
cion ; pero si queremos proceder con ma , rigor, deberemos multipli­
car el último guarismo 2 apuntado en r! multiplicando , por el 7 i¡i 
sigue en el multiplicador, para" ver si se .leva alguna : y en efecto, mu 
tipliraniio el 2 por 7 , resultan i4 ; y como de 1/, se, (leva 1 , est 
corresponde ponerse en columna debajo del G. Sumo ahora todos esl 
productos ; y obtengo la suma l538t;G85. Ahora, en esta suma s 
paro seis guarismos de derecha á izquierda con la coma, y el prodiit-1 
lo aproximado es 15.1,8 1 ;G8.i. Los dos últimos guarismos 110 son cxar-l 
tos y los debemos suprimir ; pero como el primero que se suprime . 
8, que ya vale mas de 5, en vez de ellos, añadiré al guarismo 
una unidad, y tendré que el producto será 158,8177; en el cual sJ 
leu exactos los cuatro guarismos decimales, como podrá comprobar 
que guste haciendo la Operación por el método ordinario del texto.

2.° /;/. Si quisiera multiplicar 4732,658 , por 0,005210723 , los col
locaré como aquí se ve:
y suponiendo que deseo encontrar tres guarismos 
exactos, liare la operación como p.lra encontrar cin- 475 2,6580 
ro; y como el guarismo de especie superior ocupa 0,005210':
el lugar de las decimal, según la regla, del número 
5 de guarismos decimales que quiero sacar, restaré i 
que es el que expresa el lugar que ocupa el guarismo 
de especie superior’del multiplicador; v la resta 4 
me indicará los guarismos decimales que debo tomar 
en el multiplicando; pero como solo hay tres gua­
rismos de estos, añado un euro y practico la regla 
como allí se ve. Y despreciando los dos últimos gua­
rismos , resulta por producto 2864,255 ; siendo exac­
tos los tres guarismos decimales, como deberán com­
probar los principiantes ejecutando la 
texto.
5 5.C F.j Si tuviese que multiplica 
los colocaría como aquí se ve:

Si quisiera encontrar dos guarismos exactos, 
haría la operación conío para sacar cuatro guarismos; 
y como el guarismo de especie superior del multipli­
cador está dos lugares á la izquierda de las unidades, 
añadiré ei número 2 al número de los guarismos que 
se quieren sacar, y resulta que debo tomar seis 
guarismos decimales en el multiplicando. Por con­
siguiente, separo los tres últimos con una rava, y 
practicando la Operación como en los ejemplos an­
teriores y allí se ve, hallo por producto 720121,4.-10;______________
y suprimiendo los dos últimos guarismos, que no son 7201 21,4510 
exactos, resulta por verdadero producto 720121,45.

2830 5 0480 
23 G 6325 

9 4652 
4752 

329 
8 
1

2864,2 5527 
operación por el método ild

5132,517438213 por 140,305:

5132,51 7-458/21: 
140, 3 057

3 152 51 74*58
3053 00 6072 

15 50 7351 
25 6625 

3 5024
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irismos decimales, añadiendo los ceros que se necesiten 
que tenga menos; entonces se horra la coma, y se eje- 
l ia división como la de los enteros, sin tener que ha- 
nada en el cociente. Después, si la división no sale 

da , aquella resta, que se había de poner en forma de 
J)rado , se convierte en quebrado decimal (*); esto es, 
añade á la resta un cero, y se pone la coma en el co­
nté; se ve cuántas veces cabe el divisor en esta resta, 
[jone en el cociente después de la coma este numero 
veces, o' cero si no cabe ; se multiplica por el divisor

avnn ile esta práctica , contrayéndonos el primer ejemplo , es qu 
ando el guarismo de especie superior tlel multiplicando el luga 
¡s unidades, el producto debe tener tatitos guarismos decimales com 

multiplicando; y uua cosa análoga se verifica cu los otros do

íi) Esta regla es general , é independiente del talento del calcu­
le; es decir, que tanto los discípulos de muclio como de ppeo talcn- 
I pueden aplicarla pin dificultad ; pero en la práctica resulta en 
linos casos el tener que escribir guarismos inútilmente. Por esta 
Ka , voy á poner aquí otra regla, que sin faltar á la claridad y exac- 
pd , no exija practicar nada en valde , y es la siguiente;
ITómense en el dividendo, considerado como en/ero, tantol 
lirismos como se necesiten pora que esté contenido alguna ves 
\v el divisar , considerado también como entero , supliendo con 
[os en el dividendo tus guarismos que puedan faltar ; y hállese 
wrimer guarismo parcial, ó lo que es lo iiiismo , el primer 
m ismo d de especie superior del cociente. Para saber lo que depe 
fesentar este primer guarismo, se observará lo que sigue: si 
tu esta división parcial resultan en el dividendo tantos guarís— 
Js decimales coma en el divisor , contando como decimales los 
bs que se añuden , este primer cociente hallullo deberá ocupar 
tugar de las unidades ; si para esta división parcial , hubiese 
Is guarismos decimales en el dividendo que en el divisor, este pri- 

cociente parcial hallado, deberá estar á la derecha de la coma 
]tns lugares como galicismos decimales mas haya en el dividen- 

respecto ile los que hay en el divisor ; y si hubiese menos gua­
rios decimales en el dividendo parcial, que en el divisor, este 
mer guarismo se deberá encontrar d la izquierda de las unidades 
los lugares como cifras decimales menos huya en el dividendo 
Vedo de ios del divisor. Conociendo ya el lugar, que ha de ocupar 
ir i mer guarismo del cociente, que se fijará poniendo la coma se- 
i convenga en virtud de h que acabamos lie esprespr , se prac­

ia división ; ul lado de la resta , se baja el guarismo siguiente 
divid endo, ó se añade un cero, si no le hay, se continúa la divir 

, poniendo los cocientes parciales á la derecha de! primero, bus- 
obtener los guarismos que se apetezcan. Resolvamos por este 
la los mismos ejemplos del testo, 
fono I. 10
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y se resta; y 3SÍ se continúa añadiendo un cero á la res­
ta por cada guarismo decimal que se quiera sacar.

i‘r ej. Quiero dividir o,6 por 0,15; anadiie'al dividen­
do un cero y se convertirá en c,6o ; después borro la coma 
en el dividendo y divisor, y queda reducida la operación a 
dividir 60 por 15; loque, ejecutado como (¡0 , ^
aquí se ve: da 4 por cociente ; y digo que 00~T 
0,15 está contenido cuatro veces tu 0,6. ü I 4

aV ej. tíi quiero dividir 43 per 12,5, como el divi- j

Respecto al l." veo quépala que el divisor 0,15 considerado como cu-
r\ (• .............. .1.. .... .1.. li,,..kinM Aomn II I III n

Hesperio ai 1. '«-u <|ucpn«i qnue« —..........  -
t-ro quepa en 0,0 considerado también como cillero, necesito auadu

•’ • « - i.........- a. n . o o,liun 0 al 0,1/; ¡o que da 0,30
00

Hallo el cociente i sin dejar resta, y como en el dividendo par- 
c:al 0,i>0 ha v dos gnu cisnios decimales , osi como en el divisor, rcsutu 
nUo eslc debe,ocupar el lugar de las unidades. F.sto debe ser asi, pun 
J -, centesimas deben estar contenidas en É0 centesimas , el m sino nu- 
nteio de veces que 15 unidades en 60 unidades.meio uc veces que u un

En el 2.° ejemplo , para poder dividir 4.i por 12,a . 
dir un 0 al 43 y se me convierte cu 430 . que dividido

necesito aña-
y se me convierte en iou, que uividido por 125 consi­

derado como enteco, saco por primer cociente 3; y como en el divi 
sor bav un guarismo decimal, v en el dividendo para encontrar c 
primer cociente parcial, he tenido que añadir un cero, resulta que « 
cociente 3 debe ocupar el guarismo de las unidades. I.ucgo, pongo» 
coma, añado ceros 5 la resta, y después de puesta la coma, conlmii. 
sacando los guarismos necesarios. En esto caso, tampoco hay nada .It

Faipasdmós al 3-er ejemplo. Aplicando esta regla, deberemos tomar 
por dividendo parcial los tres primeros guarismos de la izquierda ili. 
dividendo, los cuales considerados como enteros componen 575 ; y par­
tiendo por el divisor, que considerado romo entero es «■> , da por co­
ciente 1 , el cual, como para encontrarle, be tomado en el dividend. 
parcial un guarismo decimal y en el divisor l.ab.a solo .... fiuarisiw 
decimal, delie ocupar el lugar de las unidades; por consiguiente, dci- 
pues del 4 pondré la rama; iré bajando guarismos 
decimales: y poniendo ios cocientes unos á la de­
recha de los otros , según vayan saliendo, se on- 
tendrá el cociente pedido. En este ejemplo , re­
sulta por nuestra regla mucho mas sencilla la 
práctica; pues no liay mas que señalar con un 
punto los guarismos que se necesitan en el divi­
dendo, sin borrar comas ni nada, según aquí se

pr°Donde veo que en esta operación resultan 51 guarismos ; y en la ib- 
testo son 37 , que viene á ser un aumento de trabajo de un quinto 
cual repetido en muchos ejemplos, es de consideración-

i." Ej. Si tuviera que dividir 0,00576829 por 0,0.,-6 ; colocana 
niimtroi como aquí «e presentan : 0,00376829 |o,052fi

57,5.4.2.1 
4 5 4 

1 92 
26 

1

8,3

i
1
2 0 
3 70 

58
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dendo no tiene ningún guarismo decimal. le arlado - vn 
tero; y borrando la coma en ti divisor, queda. redcci- 
la la Operación á dividir 430 per 1 -5 5 lá 'i11*1 ejecutada 

como aquí se presenta: Q
la 3 por cociente y 55 por reste, la que 0 
educiréá decimales aíiadiéndole.un Gi ro,
poniéndola coma después del 3, y conti­
nuando la división; para esto, veo que

500
00

1^5 

3-4 4

i 125 está contenido 4 veces en 550, pongo este 4 des­
ees de la coma, multiplico por el divisor y reste; á la 
esta 50 aliado otro cero, veo que está contenido cuatro

| Para que el divisor , que considerado romo enlero, es 526, 
biilcnido alalina vez en el dividendo parcial, debemos lomar I

se liaHe
alquila vez en el dividendo parcial , debemos tomar los cua- 

„ guarisoios significativos 5768 ; por consiguióme , pondremos el pun- 
á la derecha del 8: liáremos la división del 5768 por el-52ii romo si 

fuesen enteros; pero sin necesidad de tocar á la coma ni nada : y se halla 
I por primer cociente. Ahora, para saber el hipar que debe ocupar este 7, 
'servaré, que, hallándose el último guarismo 8 cu el sesio lugar, y el tí 

I divisor en el cuarto , hay dos guarismos 
feeeiniales mas en el dividendo ; luego el 7 que 0,003 768. 2.0 | 0,0500 
fesuha en el cociente debe ocupar según la re­
gla, el segundo guarismo decimal, esto es, de­
berá ponerse el cociente, de este mudo 0,07;

luego continuar la operación como aquí se 
presenta.

00*®„2o 0,0716104
aa (> 0 |
02 1 30 

0 0 2600 
0106

Ej. Si tuviese que dividir 0,0000050.3.2.5 I 0,0008 
[1,0000050325 por 0,0008 , practicaría 3 3 j Ó7o07413625

operación como aquí se ve; 1 - í
4 5 

5 0 
20 

10 .

6." Ej. Si quisiera dividir 
1,00000001072 por 0,0025 , premi­
aría !a operación del modo que aquí 
c prese uta :

Y resulta 0,000021617.

0,000000010.7.2 [0,0001 
7 103

14 2 
40 
170 

9

,000021617

Ej. Si quisiera dividir 0,00220253 ___......
0,00000000637 , practicaría la opera- 0,002202.5.310.OOOOOnOCua7

cion como a<jui se manifiesta :
Y enmo hay cinco guarismos decimales 

mas en el divisor que en el dividendo par- 
lojal , infiero, que el primer guarismo del 
córlente , que es 3 , debe hallarse miro

■res mas á la izquierda que las nul­
idades.

Y resulta que el cociente es 559804,3.

381 5 
03 0 

5 ; on 
6 010 

3070 
5520 

124

50801,8



3754 21 
434*1 

1921 

2 6 i 
I 20

83 ©e©

37°
38
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veces el divisor , pongo 4 en eí cociente'; y así continúo 
hasta sacar los guarismos decimales que desée, que aquí 
solo son dos, porque da cociente exacto.

2,er ej. Si quisiera dividir 37.5421 por 8,3, añadiría 
al divisor tres ceros, porque le faltan tres para tener tan­
tos decimales como el dividendo; horro después la coma 
en ambos, y queda reducida la operación á dividir 375421 
por 83000; y ejecutada la operación como aquí se ve: 
saco el cociente 4; y en vez de añadir 
un cero á la resta, horraré uno eii él 
divisor, pondré coma en el cociente, y 
averiguaré cuiintas veces el 8300 está 
contenido en 43421 5 hallo <lue cal:,e 5 
veces, pongo 5 en el cociente después 
de la coma , multiplico por el divisor, 
y resto : horro otro cero en el divisor, 
y continúo la operación, advirtiendo que si después dé 
borrados los ceros del divisor, quiero sacar mas guaris-

4-.5 2 314

S." Ej. Si quiero dividir -i,73 por 
0,0032753, haré la operación como aquí 
se présenla :

Jf saco 1455,583.

4,7300 
1 55570 

145980 
1500S0

0,0032743

1444,585

191080 
275650 

1170G0

En los seis ejemplo» últimos, la regía «I»» «Jábamos de establecer, 
conduce al resollado con mas brevedad, y menos nesgo de equ.vo- 

carsc , que la del texto.Ea' divisóii de‘las*dc'cimales también és susceptible de una abro-
> I ----- •• nnUAIvIrt Olí II* f I I CI1 I I 11 11 ~ I

J.a divisan «le las aecimaies ............----- .. .
viaeion análoga á la de la multiplicación , y conste en,¡'r. 
yendo ó suprimiendo en el d.v.sor un guarismo a ca la d.v.smn par 
cid en ve/ de bajar guarismos del dividendo o añadir cero, ion 
que*esta supresión sc^baga cuando taitón bailarse tantos guarismo.

quedaría ejecutada con mas senci- 

se obtiene el mismo eo- 4,7300
cíente.

F.n operaciones complicadas, cuando se lia 
fijado bien el lugar de la coma, se puede 
suprimir en el dividendo y divisor un mismo 
número de guarismos.

0.0032743
1414,583
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mos decimales, se añaden ceros á la resta como allí
se ve. . , ,

Bem. Con añadir los ceros que se necesiten al termi- 
10 que tiene menos guarismos decimales, no alteramos 
Je ningún modo su valor (86): y con suprimir la coma 
en los dos términos, los multiplicamos por la unidad se­
nada de tantos ceros como guarismos decimales hay, lo 
jue (6i , 4°) no altera el cociente. L. Q. D. D.

95 Cuando el divisor es la unidad seguida de ceros, 
rueda hecha la división , corriendo la coma hacia la iz­
quierda tantos lugares como ceros acompañan á la unidad, 
supliendo con ceros á la izquierda si el dividendo no tiene 
bastantes guarismos', lo cual está fundado en lo dicho (87).

, si en el número 8465,379, corro la coma dos luga­
res hacia la izquierda , resultará dividido por. 100, y será
84i6J379- , . ,

96 Para valuar los quebrados decimales, se multipli­
can por el número que espresa las veces que la unidad en 
que se quiere valuar el quebrado, cabe en aquella á que 
se refiere el quebrado.

Si hay unidades de especie inferior todavía, se vuelve 
á multiplicar el quebrado que resulte , por el número de ve­
ces que la unidad en que se quiere valuar ahora este que­
brado , cabe en aquella á que se refiere; y así se conti­
núa hasta que no haya unidades de especie inferior-, y si 
3l fin queda quebrado, se desprecia si no llega á cinco 
I¿cimas-, y se añade en vez de él una unidad, si llega ó 
oasa de cinco décimas.

Esc. No se dice que se divida por el denominador, 
porque la división se hace al colocar la coma en el pro- 
lucto.

l-cr cj. Si quiero averiguar cuanto valen 0,47 ile dolilon, 
ultiplicaré el 0,47 por \ , que son los pesos que. tiene un do­

blón , y saco como se ve cu (A ) 1,8S pesos, cslo es, un peso y 
Bin quebrado de peso; valúo el quebrado de peso en reales; para 
¡lo cual coloco el 15 debajo de 1,88, le multiplico sin hacerlo con
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el entero 1, y saco 1 3,20 rea­
les ; borro el 0, multiplico las (A) (B)
2 décimas de real por 3), y 
saco (i,8 maravedises ó 7 ma­
ravedises, porque 8 décimas es 
mayor que 5; por lo que digo

0,47
í

dnb. 0,7432
3

varas.

LvSb pes. 2,2 29b p¡*s.
que 0,47 de doblan valen 1 1 5 12
peso 13 reales y 7 marave- 4 40 4592
dises.

2° cj. Si quisiera averi­
guar cuánto valían 0,7-43 2-

8 8 2 2 9 (i
1 3,2o

3 4
rs. 2,7 552

1 2
pni-.

de vara, ejecutaría la operación 
como se. ve en ( I? ) , v lia- (>, 8 mis. 1 ble 4
liaría 2 pies 2 pulgadas y 7 552
9 líneas. . 9,0(124 linca?.

Esc. La valuación (lo oslo ejemplo srtpone ((no las varas son 
longitudinales, ó varas do largo ; poro, si las varas l'iicscn ils 
las ipio daremos á conocer on la Geometría con el nombro t!e
cuadrad as ó cúbicas , so deberá proceder como se esplica en la> 
nolas do los (§¡j 3 53 y 397).

Samar, restar, multiplicar y dividir números denominadas.

■ 97 Se llaman mañeros denominados los que constan de 
unidades ele diferentes especies relativas tedas a un mitm 
género: como 6 varas, i pie, 7 pulgadas y 4 líneas, y 5 
quintales, 3 arrobas y 3 libras, l’ara rnttnder las opera­
ciones, que vamos á hacer con estos números, es indispen­
sable tener bien presente la división de las unidades de 
pesos y medidas (15 ul 21).

98 Para sumarlos, se ponen tedes los sumandos ¡os 
unos debajo de los otros, de modo que se correspondan las 
unidades de cada especie; se lira una raya, y se em­
pieza d sumar por la especie inferior; si la suma de es­
tas unidades contiene alguna 6 algunas de la espe­
cie superior inmediata•, se guardan para sumarlas con 
ellas-, se suman estas-, y así se continúa hasta haber sú­
malo las de especie superior -, y el udmerq que resulta de­
bajo de la raya es la suma pedida.

Ejemplo. Quiero sumar 3 8 doblones, 3 posos, 13 reales y 
14 maravedises; con j doblones , I pr o . 3 reales y l> mara­
vedises; con 49 doblones, 2 pisos, 8 reales y 25 margjedistsi
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cor 53 doblones , 12 reales y 19 maravedises; clocare lodos 
13 samainl.Os loa uuos debajo do los olios como aquí so U;

(JL & (1
3 8 dob. 3 ps. ¡3 rs. 14 mrs.

4 ■> 1 J » (i
49 » 2 „ 8 „ 2 5 ..
53 „ 0 i 2 .. 19 >.

l .jii „ a
0 >. 7 »

04
39 >.

Tirare mía raya, y sumando los maravedises tengo 6á , que 
com,1 real y queda,, 30 maravedises ; borro el G4, 
f debajo los 30 que queda,, , y el 1 real que lie. o para la ,o- 
r'U" ,.UnU',l,ala’ lR '^¡n.a de los reales separado con una
TKd‘a ~ ‘o-los estos reales, y tengo 37, que com­
ponen 2 pesos y 7 reales , borro el 3 7, pongo debajo los
P llakS qUP ,l,,,'daron , y |<)s , r,sos ,os sol¡,!p

pesos ; sumo estos y tengo 8 pesos , que componen 2 doblo- 
pes juslos; por lo que borro el 8 , pongo debajo 0 v coloco los 
2 . Oblo,,,s en la columna de los doblones, cuya suma da lid 
ol' onrs ; y tengo por suma de los números propuestos l4G do- 

' 1 “ 5 ' ° '’"SOS > , ' y 30 niara.,dises.
bem. Como liemos sumado todas las partes de los su-

|oSUUL.SQnDqDfa dUda de qUe heUX°S SUmad0 los t0-

99 Para restar los mímeros denominados , íe pone el
Jrel m¿mendo’*—?« «í"el

tya JZ f UHa misma e*Peciei « tira una
"traendo dp /o > ul" cada ^pecie de unidades del sus- 
)óor las í LZ ZrreSIJ-Z 'enteS en d minue“d°- empezando 
B ZZut„SP7C lnjen°r- Si «fe"? especie di unida- 
fiLuendo 7? * may0r qM ,a ""***» en el 
\ dt a *■ deeSle Una U'lldad de la especie in­
te T rr * y " kubÍeSe m £'ta se timara de

rdad super¿or d^ót;z-
Zá en LtTTne eH laS tujerlores del modo que se ve­
ía en Los siguientes ejemplos.

<• UeSO5 doblones, 2 pesos, 3 reales y 15 maravedises,
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quiero restar SO doblones , 3 pesos , 9 reales y 5 maravedises; 
colocaré el sustraendo debajo del minuendo como aqui se ve:

Y después de lirada la 205 dob. 9 ps. 3 rs. 15 mrs.
raya , empezaré a restar pol­
la columna de los maravedi­
ses , lo que da 10 maravedí-

89

905 10 r
ses de resta ; paso á restar los reales del sustraendo de los corres­
pondientes del minuendo, y bailo 1 de resta; paso á los pesos, 
y como de 9 pesos no puedo restar 3 , tomo una unidad de los 
doblones que vale 4 pesos, y con los 9 que hay; hacen 6, de los 
que restando los 3 , quedan 3 por resta ; y por último pasando 
á los doblones, teniendo cil consideración que tomé uno, resulta 
por resta 905 doblones, 3 pesos, 1 real y 10 maravedises.

9.° vSi de 47 quintales quiero restar 93 quintales, 9 arro­
bas, 9 libras y 14 onzas, los colocaré como aquí se ve;

Y como no puedo restar 3 04 1G
1| onzas de donde no hay, 47 qs. o ars. 0 lib. 0 qnz.
paso á lomar una libra ; que 23 „ 2 >. 9 .. 14 >»
como tampoco hay , ni arro­
bas, lomo un quintal que 93» 1 » 15 » 9 »

tiene 4 arrobas; y como yo solo necesito una libra para restal­
las onzas', dejo 3 arrobas en el lugar de las arrobas ; de. 1a arro­
ba que. queda , dejo 94 libras en el lugar de los libras ; y de la 
otra libra que vale IG onzas , resto las 14 onzas , y continúo la 
Operación como allí se ve , considerando al 7 de 4" quintales, 
como 6 ; y saco por resta 9 3 quintales, 1 arroba, 15 libras y 
9 onzas.

3° Si restara 397 varas, 9 
pies, G pulgadas y 5 líneas , de 
57S varas, liaría la operación co­
mo aquí se ve, y la resta sería 
9 59 varas, 5 pulgadas y 7 líneas.

Detn. Como restamos todas las partes del sustraendo 
de todas las del minuendo , y todas las restas parciales 
las tenemos reunidas en un solo numero, este espresa- 
rá la resta total. L. Q. D. D.

100 En la multiplicación de los números denomina­
dos se pueden seguir varios métodos; aquí sólo pon-
. / 1   ^ ¡«donnnrIiontQ r> I f 1 «• 1 Pili"

9 11 19
578 vs. 0 ps. 0 pulg. 0 líu.
397 » 9 » G » 5 »

9 50 0 5 »

drúmos el que es mas independiente del talento del cal­
culador. y consiste en practicar las tres reglas siguien­
tes: 1? redúzcanse el multiplicando y el multiplicador a 
la menor de sus especies-, 2? multipliqúense entre sí estos
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dos números después de reducidos-, 3? divídase el produc­
to por el número que espresa las veces que la unidad de 
especie inferior del multiplicador cabe en la mayor, y el 
cociente espresarú el producto en las unidades de especie 
i/iferior del multiplicando-, por lo que se deberán redu­
cir á las de especie superior según las reglas dadas 
(58..5.0). En esta cuestión es indispensable conocer ca­
da factor, para practicar la 3? regla ; por lo que diré- 
mos que el multiplicando es el de la especie que se bus­
ca en el producto; y por consiguiente el-otro será el mul­
tiplicador.

l.er cj. Si quiero averiguar cuanto valen 7 varas y 1 pie á
9 pesos y 6 reales la vara, observaré que. como lo que busco aquí 
«on pesos y reales , el multiplicando es 9 pesos y 6 reales ; por
10 que los reduciré primero á la menor de sus especies , y tendré 
reducido el multiplicando á 141 reales , y el multiplicador á 
22 pies; multiplico el 141 por 22 , y saco el producto 3102; 
el cual le divido por 3, á causa de que el pie está contenido 3 
veces en la vara, lo que me da el cociente 1034 Tle espresa los 
reales que valen las 7 varas y 1 pie ; y reduciendo estos 1034 
reales á pesos (58.. 5o), sacaré 68 pesos y 14 reales.

2 ° Si quisiera averiguar cuánto valen 6 quintales, 3 arro- 
¡ lias y 8 libras de azúcar , á 8 doblones, 2 pesos y 9 reales el 
quintal, los reduciré á la menor de sus especies, y se me coüver- 

; lirón el multiplicando en 519 reales, y el multiplicador en 683 
libras; multiplicaré estos dos números entre sí, y el producto 
3544?7 le dividiré por 100, Lo que (95) dará 3 544i'7 rea­
les, que reducidos á doblones, hacen 59 doblones y 4, ’ 7 rea­
les, que (96) vienen á ser 4 reales y 26 maravedises.

Dem. El reducir los factores ¡í su menor especie no in- 
[ fluye nada en el resultado; pues'lo mismo son ( ej. i.°) 
7 varas y 1 pie que 22 pies, y 9 pesos y 6 reales lo mis­
mo que 141 reales. Al practicarla segunda regla toma­
mos el valor de la vara tantas veces como pies hay; esto 
es, multiplicamos el valor de la vara por un niíinero 
tres veces mayor que el que debe ser; y como practican­
do la tercera hacemos el producto tantas veces menor co­
mo lo que antes le habíamos tomado mayor, resulta que 
este sera el verdadero. El convertirle en las unidades de 
especie superior, es por satisfacer á la cuestión en los mis­
mos términos que venía propuesta.

Tomo 1. 11
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Esc. Puede ocurrir que el multiplicando y el multi­
plicador sean números denominados que espresen medi- 9 
das longitudinales, como varas, pies , pulgadas y líneas. ^ 
En este caso el producto no espresa medidas longitudina- 
les, sind medidas que se llaman superficiales ó agrarias; ' ■ 
y también puede suceder que uno de los factores esprese > 
medidas superficiales y el otro medidas longitudinales, en 
cuyo caso el producto aunque se espresa también con el j 
mismo nombre que las medidas del multiplicando y muí- '• 
tiplicador, sin embargo son de naturaleza muy diferen- ‘ 
te; pues que no son medidas superficiales, ni longitudina- } 
les, sinú medidas que se denominan cúbicas, ó de volúmen 
6 de capacidades. Estos casos solo ocurren en las aplicacio- ■ 
nesde la Geometría; ypor lo mismo, resolvere'mos ejem­
plos de ellos en las notas de los párrafos 333 y 397.

101 Para dividir los números denominados se practi­
carán las tres reglas siguientes: 1? se reduce el divisor á ! 
la menor de sus especies ; 2? se hace la división empezando j 
por las unidades de especie superior del dividendo; y si de J 
esta división queda alguna resta, se reduce á las unida­
des de especie inferior inmediata, y se anaden las uni- '■ 
dañes de esta especie que hay en el dividendo; se dividen 
por el divisor, y si queda alguna resta se reduce á las 
unidades de especie inferior inmediata; y así se conti- H 
mía hasta que no haya unidades de especie inferior',
3? después se multiplica todo este cociente por el núme­
ro que espresa las veces que la unidad de especie inferior 
del divisor está contenida en la mayor, empezando esta \ 
multiplicación por las unidades de especie inferior, para j 
si resultan unidades de especie superior , añadirlas al ■ 
producto de la columna inmediata , y el resultado es lo ; 
que se pide.

Por ejemplo. Sé ( 100) que 7 varas y 1 pie han costado J 
68 pesos y 14 reales; si quiero averiguar á cómo ha costado la 
vara, dividiré los 68 pesos y 14 reales por 7 varas y 1 pie. J 
Aquí se conoce el dividendo en que es de la misma especie que M 
lo que se busca. Practico la 1.a regla y se me convierte el divisor 
en 22 pies; ahora hago la división como á la vuelta se vé:

82
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Empiezo por los pesos , y 
igo : G8 entre 22 les toca 

á 3, que son pesos, y nie 
■urdan de resta 2 pesos, 
que para reducirlos á reales 
los multiplicaré por 15 , y 
al producto 30 le. añadiré 
los 1 4 reales que lia y en el 
dividendo; veo que el 22

68 ps.
02
15

30
<4

44
0

14 rs. 22

3 ps. 2 rs. 
3

9 ” 6 w

cal>e ilos veces en 4-1 , y no deja resta ; ahora el cociente 3 pesos 
y 2 reales le multiplico por 3, que es el que espresa las veces que 
la unidad de especie interior del divisor está contenida en la 
mayor , y saco el producto 9 pesos y 6 reales , que es en electo 
el valor de la vara.

Dern. El reducir el divisor á su menor especie no in­
fluye nada en el resultado; pues 7 varas y 1 pie es lo 
misino que 22 pies. Al practicarla 2? regla, como divi­
dimos por el número de pies, hallamos el valor de un 
pie; y como lo que se pide en la cuestión es el valor de 
la vara, por esta razón se ha de practicar la 3-? regla; 
psto es, en este caso se ha de multiplicar el valor del pie 
por 3 que son los pies que tiene la vara, y en general 
aor el ntímero que espresa las veces que la unidad infe­
rior del divisor está contenida en la mayor. L. Q. D. I).

Esc. Si el dividendo y el divisor fuesen números de­
nominados de una misma naturaleza, entoncés el cocien­
te , aunque se puede hallar por las tres reglas, que aca­
tamos de dar, no espresa sino un número abstracto, que 
la á conocer las veces que el divisor está contenido en el 
dividendo.

i.er cj. Si me propusiera dividir 268 arrotas y 16 libras por 
arrobas y 17 libras , observaría que esta cuestión puede ocurrir 

!n la práctica siempre que se trate de investigar de cuántas ve­
tes el número 3 arrobas y 17 libras se compone el 268 arrobas 
y 16 libras, y el resultado debe ser un número abstracto. Sin 
tmhargo, es tal el enlace y dependencia de las tres reglas estable­
adas, que por ellas se. puede hallar el verdadero resultado.

En electo , reduciendo el divisor á la menor de sus especies, 
nos convierte en 92 libras; y ejecutando la división como
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aqm se ve:
resalla , por cociente 2 ar­
robas y 23 libras.

Para practicar la ter­
cera regla, debo multipli­
car este, cociente por 2 5, 
que es el que espresa las 
veces (pie la unidad de. es­
pecie inferior del divisor 
está contenida en la de es­
pecie superior; y ejecután-

268 ars. 
84 
25

16 lib. 99

420
168

2 ars. 23 lib. 
2 5

2100
16

115
46

50 ars. 57 5 lib
2116

276
000

dolo, hallo 50 arrobas y 575 libras.. Como 575 libras compo­
nen 23 arrobas, si eslas las añado á las 50 que ya tenía , obten­
go 73 arrobas; y prescindiendo del nombre, y considerando el 
73 como número abstracto , es el verdadero cociente; y quiere 
decir que el número 268 arrobas y 16 libras equivale á 73 ve­
ces el número 3 arrobas y 17 libras.

Para convencernos de esto, basta reducir el dividendo y di­
visor á la menor de sus especies , y la cuestión viene á ser el 
investigar cuantas veces el 6716 libras contiene al 92 libras; t 
ejecutando la división por el método ordinario (§ 53) se obtie­
ne 73 , que es el mismo resultado de antes.

2.° ej. Si me propusiera dividir 523 doblones y 1 peso por 
8 doblones y 3 pesos, observaría que esto era lo mismo que bus­
car á cuántas veces el número 8 doblones y 3 pesos equivale el 
523 doblones y 1 peso.

Ejecutando la operación como aquí se va:
resulta, después de 
practicadas las tres 
reglas , 5 6 do­
blones 12 pesos 
y de peso.
Los de peso
equivalen á 3 pe­
sos y 7/3- de peso. 
Añadiendo estos 3 
pesos á los 1 2 que 
hay en el produc-

523 dob.
173
033

4

peso

14 dob. 3 ps de peso
4

132
1

56 dob. d 2 ps. de peso

133
028

tose convierten en 15 pesos, que equivalen á 3 doblones y quedan 
3 pesos. Añadiendo estos 3 doblones á los 56 , resulta, que el
cociente es 59 doblones , 3 pesos y -gg de. peso ; los 3 pesos son
¿ de. doblon; los -ss de peso equivalen á -L_ de doblan; y su­
mando 4 da doblon con 7 de doblon , resulta desune» de siiu- 

4 3S- 4
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plfficado ?5 ; y considerando ahora el cociente como m'imero 
abstracto’ es!59 y §| : el cual espresa las veces que el 523 do­
blones y 1 peso contiene al número 8 doblones y 3 pesos.

Para convencernos de. la exactitud de este resultado, reduzca­
mos el dividendo y divisor á la menor de sus especies ; lo que 
los convierte en 2093 y 35 ; y hech» la división del primero por el
segundo, se obtiene 59 yff, ‘l"e ‘‘s*'1 mismo rcsullado <le án*fS' 

3.er y. Si quisiera dividir 1202 varas 2 pies y 11 pulgadas 
por 3 varas 1 pie y 7 pulgadas, en el supuesto de que estas me­
didas sean longitudinales, la cuestión está reducida á investigar 
las veces que la longitud de 3 varas 1 pie y 7 pulgadas esta con­
tenida en la longitud 1202 varas 2 pies y 11 pulgadas.

Practicando las tres reglas como aquí se ve :
3 1202 vs. 2ps. y 11 pulgs. 127
3 0059

----- 39
1 177

— 2
10
12 179

----- 052
' 120 12

7
-r— 104
127 52

624
11

635
000

9 vs. 1 pie y 5 pulgs.
36

32/f vs. 36 pies 180 pulgs.

Resultan 324 varas 36 pies y 180 pulgadas. Reduciendo las 
180 pulgadas á pies, se. obtienen 15 pies; que, añadidos á los 
36 pies que hay en el producto, componen 5 1, que liaren 17 va- 

*as; las cuales unidas á las 324 varas que hay en el producto, 
anticuen 341. Y considerando este resultado como un número 

abstracto, representa el cociente; «apresando que 1202 varas, 
2 pies y 11 pulgadas contienen 341 veces á 3 varas 1 pie y 7 
pulgadas.

E11 efecto, convirtiendo tanto el dividendo como el divisor en 
pulgadas, está reducida la operación á investigar cuántas veces 
el dividendo 43307 pulgadas contiene á 127 pulgadas: y practi­
cando la división por el método general, se obtiene 34* como á lites.

'En la nota del párrafo 397 , resolveremos ejemplos rc- 
| lalivos á la división de medidas superficiales por medidas
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longitudinales; en cuyo caso el cociente eipresa medidas longU 
tudinaies ; y también cuando el dividendo espresa medidas cú­
bicas , y el divisor medidas superficiales ó medidas longitu­
dinales.

La complicación que resulta en el cálculo de los números de­
nominados, cualquier método que se adopte, proviene de que Indivi­
sión y subdivisión de las unidades de pesas y medidas no guarda la 
misma ley que el sistema de. numeración de irse dividiendo de dioi 
en diez, como se manifiesta en las respuestas 20 y 21 de la obrila 
que tenemos publicada bajo el título de Esplicacion del sistema 
decimal ó métrico francés, que por ley de !\ de julio de 183/ 
está rigiendo en Francia, con la reducción etc. etc.

ÁLGEBRA.

Nociones preliminares.
i

102 Algebra es la ciencia que trata de la cantidad 
en general. Los signos de que se vale para espresar las 
cantidades, son las letras del alfabeto; v. g. a puede re­
presentar cualquier cantidad , sea de la especie que sea, 
como 2o, 30, etc. 40 varas, 5° hombres , etc. Nunca 
pueden faltar signos al Algebra para espresar las cantida­
des; pues se vale de los dos alfabetos minúsculo y ma­
yúsculo y también del griego. Ademas, si á una letra v. g. 
a se le pone un acento por la parte de arriba ó por la 
parte de abajo, á la derecha o á la izquierda , en esta 
forma 'a, a,, ,a, representa una cantidad diferente 
de la que espresa a; y se leen a primera, primera a, a. 
subprimera, subprimera a; también se le pueden poner 
dos, tres, etc, acentos y se leen segundas, subsegun­
das, etc. ,

Las definiciones de la Aritmética y Algebra manifies­
tan la mayor generalidad de esta, y para que el princi­
piante no tema el emprender su estudio, le decimos que 
las operaciones del Algebra son las mismas que las de la 
Aritmética, y que hay una grandísima enalogía entre 
ellas. En efecto, después de haber dado á conocer los nú­
meros, v. g. 20 hombres, 20 caballos, 20 peras, etc.
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emos prescindido de que los 20 fuesen hombres, caba- 
os etc., y nos hemos quedado con el número abstracto 

20; pero este nunca puede ser 19, ni tampoco 21 etc.
onde se ve que la mayor abstracción, que puede hacer 

la Aritmética en los números, es la del valor específico; 
ero si ahora solo consideramos en el 20 una colección 
e hombres, caballos etc., sin atender á que sea un nú- 
ero determinado, sino una colección capaz de aumento 

d disminución, entdnces no puede estar representada por 
o, y la espresarémos por n; por consiguiente la a repre- 
enta una cantidad de hombres, caballos etc., según nos 

acomode ; y lo mismo cualquiera otra letra. Consiste, 
pues, todo el gran secreto del Algebra en prescindí/- del 
valor numérico de las cantidades-, cuya máxima, bien in­
culcada á los principiantes, les hará disipar el gran cú­
mulo de dificultades que vulgarmente se dice que hay en 
el Algebra : lo que los arredra, y hace que la miren como 
superior á sus fuerzas, siendo así que es mas fácil que la 
‘ ritmetica.

103 Para indicar las diferentes operaciones y supues­
tos que se hacen con las cantidades, empica el Algebra 

s signos que dejamos esplicados en la Aritmética, y al- 
unos otros que dare'mos á conocer. Así, la espresion 

a-t-/; quiere decir, que lo que valga b se ha de añadir a 
lo que valga a, y nada mas; a—b quiere decir, que lo 
que valga b se ha de quitar de lo que valga a; axb ó 
a.b, ó ab, indica que el valor de a se ha de muitipli- 
plicar por el de b (en el Algebra se puede suprimir el 
Signo X o' . y dejar solo ab, y en la Aritmética 110 , á 
causa del sistema de numeración; v. g. 3 x4 o 3.4 va­

le 12; y si se quita el signo vale treinta y cuatro)-, —
b

d a:b indica que el valor de a se ha de dividir por elf b- (*)______________________________ ___
r(°) MiVT. Lacroi* , Caucliy , Franeceur y Hacbcttc, sabios pro- 

sttsorcs de Paris, cuyas esplicaciones lie tenido el h

cían las expresiones como — diciendo a sobre b
. bque n dividida por b.

onor de oír, niun- 

por ser mas breve
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Este signo > es el de mayoría, y puesto al reves < 
el de menoría; así a>b quiere decir, que a es mayor qm 
b- y b<a, que el valor de b es menor que el de a; 
ó mas general: el signo >ó< sirve para espresar la desi­
gualdad de dos cantidades, siendo menor la que está en 
la punta. El signo ±. se llama el signo de ambigüedad-, 
así, a ± />, ó a + i, indica que lo que valga b se ha di 
añadir ó quitar al valor de a, ó al contrario.

104 En el Algebra no solo se atiende al valor abso­
luto de las cantidades r sind al modo con que influyen 
en la cuestión que el calculador se propone resolver. Aho­
ra al resolver una cuestión, solo se pueden encontrar dos 
clases de cantidades que influyan en ella: cantidades 
que conspiren al fin que se propone el calculador, que 
se llaman positivas-, y cantidades que conspiren á un fia 
opuesto, que se llaman negativas. Así, si quiero averi­
guar en cuanto tiempo se llenará un estanque, en que 
por un lado entra agua y por otro sale, te' á que aten­
der al agua que entra y á la que sale; y como el agua 
que entra conspira al fin que me propongo, esta será la 
positiva; y la que sale, que conspira á vaciar el estan­
que, será la negativa.

Si, al contrario, quiero averiguar el tiempo en que se 
vacía un estanque, en que por una parte sale agua y 
por otra entra, ten Irá que atender también en este caso 
ai agua que sale y á la que entra; pero aquí el agua que 
sale es la positiva, y la que entra la negativa.

Como las cantidades positivas conspiran al fin qui 
se propone el calculador, tratan de aumentar el resulta­
do que busca, y por lo mismo se señalan con el signo 

! qUe es el de aumento 6 de adición; y como las can­
tidades negativas conspiran al fin opuesto al que se pro­
pone el calculador, tratan de disminuir el resultado que 
busca, y por lo mismo se señalan con el signo-—.be 
manera, que de aquí en adelante el signo -+- tendrá do¡ 
acepciones: una general, que es la de indicar la opera 
cion de sumar, y la otra particular de decir que la can-

t

cion de sumar, y 1a otra pu.ucu.a. - 1
tidad á que afecta, es positiva; lo mismo sucede con el sil 
no —, que siempre indicará en general la operación de res­
tar; y en particular, que la cantidad á que afecta es negatiw-
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Por consiguiente, toda cantidad que se escriba, de­
berá llevar el signo-)-o el signo — para denotar si es posi­
tiva o' negativa; no obstante, el signo -)-se suprime al prin­
cipio de escritura. V. g. a es lo mismo que -f-a 3 el — 
nunca se suprime.
| 105 Los signos -h y —, días eantidados positivas y 
negativas son los únicos recursos del Algebra para espre- 
sar las palabras con que se suple todo en la Aritmética: 
y| aun las frases irónicas con que nos producimos, al decir 
fulano tiene 100 reales que dehe; la palabra tiene parece 
que da á conocer que posee dinero, y la palabra dele 
manifiesta que lo decimos de chanza ó que nos/ burlamos: 
esta frase del lenguage vulgar se espresa en Algebra di­
ciendo: fulano tiene —100 reales.
| Suele decirse, que las cantidades negativas son me­

nores que cero-, esta locución no es exacta, si se atiende 
a la generación de las ideas: puesto que formándonos ia 
idea de cero o de la nada cuyo símbolo es, prescindiendo 
de todo lo qu. hay en cualquier parage, para poder ase­
gurar que nada hay, después de haber prescindido de to­
do, no se puede prescindir de mas; y por lo mismo 
no se puede formar iJéa de- una cosa que sea todavía 
menos que nada. Sin embargo, se usa esta locución alge­
braica, como una espresion abreviada para dará conocer, 
que una cantidad de esta especie, reunida con otra de la 
especie contraria, la disminuye en tanto como ella vale-, 
lijego esto viene á equivaler á ménos que á haberle aña­
dido nada ó cero. Así es, que la espresion vulgar fulano 
dehe 100 rs., equivale á la locución algebraica: fulano 
tiene 100 rs.; y a fulano le han quitado 100 rs. equi­

pe en lenguage algebraico á la siguiente: á fulano le han 
ido —100 rs. Por la misma razón, á fulano le han qui- 
tdo mil rs. ó le han impuesto una multa de mil rs. equi­
pe en lenguage igebráico, á la frase siguiente: á fulano 

le han dado —1000 rs. Y así como quitarle á uno mil 
rs. es mas desventajoso que quitarle cien rs.., del mismo 
modo .resulta , que dar á uno —1000 rs. es mas desven­
tajoso ó se le hace mas pobre, que dárídole —100 rs Fs- 
tas reflexiones se pueden aplicar á todas las cantidades
que se hallen en circunstancias análogas, por lo que re- 
I I"ojio -I, | q
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salta en general, que el valor de una cantidad negativa, 
comparado con el o, es menor, esto es, que cualquiera 
que sea la cantidad ó el número espresado por la letra a, 
se tiene que —a-Co; es decir, que con cualquiera canti­
dad que. se reúna—«causa un efecto mas desventajoso, que 
si se la aumentase o' añadiese o; y que de dos cantidades 
negativas, la que tenga mayor valor numérico es la menor, 
esto es, que — a>—2u>—3a>&c.

106 Entendido esto, cuando está repetida por suman­
do una misma letra, se pone una sola vez con un núme­
ro antes, que espresa las veces que está repetida, cuyo 
número se llama coeficiente', v. g. en vez de a-i-a se es­
cribe 2a; lo mismo sucede con cualquiera grupo ó con­
junto de letras enlazadas por vía de multiplicación ó de 
división. Así , en vez de ab-i-ab-t-ab se pone %ab-, 
y los números 2 y 3 son los coeficientes. También se po­
ne coeficiente cuando la letra ó cantidad está repetida con 
el signo —; así, en vez de —ab—ab—ah—ab, se pone

abe abe zabe
—4ab; y en vez de  ----- -------- —- se pone----- —.

90

Cuando una letra está repetida por factor, se pone 
una sola vez con un número á su derecha un poquito mas 
alto, que tenga tantas unidades como veces está repeti- 
la la letra por factor; así, en vez de aa, se escribe a2; 
en vez de aaa se pone a3. Este número se llama espo­
líenle-, y para leer v. g. a5 se dice a cinco, ó a elevada 
á cinco.

Cuando una letra a se presenta sola, se le supone la 
unidad por coeficiente, la unidad por esponente, y tam­
bién si se quiere la unidad por divisor; por esta causa a

es lo mismo que ¡a, que a1, y que

Ahora, toda cantidad ó espresion de cantidad, sea de 
la especie que sea, separada de otras por medio del signo + 
ó —, se llama termino-, v. g. — a es un termino; üabd,
7bd a*b3cs

d—e 1c
son también términos.
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107 -Se dice de un término que consta de tantas di­
mensiones cuantas letras tiene, si no hay denominador; 
v. g. -4-a es un término de una dimensión; 5ac de dos; 
—yabc de tres; donde se ve que el coeficiente no consti­
tuye dimensión.

Si la cantidad esté en forma de quebrado, el nlimero 
de las dimensiones está espresado por la diferencia entre

ab
las del numerador y las del denominador; v. g. — es

•¿ab
de una sola dimensión; -— es un término de dimen-

cd
sion nula, ó de cero dimensiones; y cuando hay mas en 
el denominador que en el numerador, ento'nces se dice

ab
que la dimensión es negativa; así, el término ----- es

ede
de minos una dimensión. Finalmente, cuando las letras 
tienen esponentes, se reputa cada letra por tantas dimensio­
nes como unidades hay en su esponente.

108 Cuando una espresion algebraica consta de un solo 
termino, se llama monomia ó es un monomio; cuando cons­
ta de mas de uno se llama en general polinomio, distin­
guiéndose en particular con los nombres de binomio, tri­
nomio, cuadrinomio, etc. cuando consta de dos, tres, cua­
tro, etc. monomios. Así, las espresiones a-hb, 4a5—5¿'c3 
son binomios, de los cuales a y 4a6 son los primeros tér­
minos, y -l-Z), —5¿ae3 son los segundos; etc.

Cuando todos los términos de un polinomio tienen un 
mismo número de dimensiones, se dice que es homogéneo-, 
y cuando no, que es heterogéneo.

109 Se llaman términos semejantes aquellos que tie­
nen unas mismas letras, y cada una los mismos espo­
nentes; por ejemplo 4a2Z», 5arb y yba? son térmi­
nos semejantes. ,

Es muy frecuente en él Algebra el encontrar térmi­
nos de esta especie en los resultados de las operaciones, 
en cuyo caso se deben simplificar. Esta simplificación se 
hace sumando los coeficientes, si tienen un mismo signo 
los términos semejantes, y poniendo esta suma por coefi-
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cíente á uno de los términos con su signo, cuya operación 
se llama reducción-, ó restando los coeficientes, si tienen 
diferente signo, y poniendo la resta á uno de los términos 
semejantes, con el signo del término que tenía mayor coe­
ficiente, cuya operación se llama destrucción.

Por ejemplo, supongamos que se tiene el polinomio
4"’—7 be—d’+3aí.+Go3+3¿c+o3— 8<P—3ac+4¿>3;

en que observo tres términos donde se halla a\ y por lo mismo 
hay tres semejantes con él ; y como tienen un mismo signo, haré 
la reducción diciendo: 4 coeficiente de ',az, y G de G«3, son lo 
y 1 coeficiente de o3 ( § 10G) son II; luego pondré un término 
en que haya a3 con un coeficiente 11; y con el signo + que es 
el que llevan dichos términos; pero aquí se omitirá dicho signo 
(104). Luego, veo que hay dos términos donde se halla be- y 
como tienen diferente signo, haré la destrucción diciendo: la dife­
rencia entre 7 y 3 es 4, que será el coeficiente que deberé poner 
á be; y como el término -7be es el que tiene mayor coeficiente, 
manifiesta.qué las cuatro que quedan son para quitar, y de consi­
guiente pondré el signo - al 4¿c; como hay dos términos seme­
jantes con <r y tienen un mismo signo, haré la reducción dicien­
do: 1 coeficiente de —1\ y 8 de -8d' son 9, que pondré por coe­
ficiente al d\ con el signo—, y tendré— 9<P; ahora paso á hacer la 
destrucción de los términos +3nc y -W, diciendo: la diferencia 
entre 3 y 3 es cero, que deberá ser el coeficiente de ac; pero el 
cero por coeficiente manifiesta que no está el término aquel nin­
guna vez por sumando, y por lo mismo no se pondrá. Cuando los 
términos semejantes son iguales por tener un mismo coeficiente, 
y tienen diferente signo como en este caso, se dice +3oc y —3nc 
.se destruyen, y se borran ó tachan en el parage donde están; y ro­
mo ya no hay masque el -f \bz que. no tiene semejante,cále quedará 
del mismo modo en el resultado, el que será 1 la3—

Para entender la razón de esto, se considerará que 
cada término, sin coeficiente, representa una cosa cual­
quiera, como un duro, una manzana etc.; y así como 
no encontramos ninguna dificultad en qne tres manza­
nas y cuatro manzanas son siete manzanas: nueve duros 
menos seis duros son tres duros: y inénos cinco pesetas 
menos cuatro pesetas son menos nueve pesetas, o' que el 
que debe cinco pesetas por un lado y cuatro por otro, 
resulta debiendo nueve etc.; del mismo modo una cosa 
ab mas tres veces la misma ab ó 3ab, son cuatro veces
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]a cosa ah, ó i,ah. Todo está, según se ve, en compren- 
der el lenguage algebraico.

Z)c la suma de las cantidades algebraicas.

iro Sumar en Algebra es reunir en una sola espre* 
sion el valor de dos ó mas.

Para ejecutar esta operación se colocan iodos los su­
mandos los unos ú continuación de los otros con los mismos 
signos que llevan, y queda hecha la suma-, después se sim­
plifica si se puede (109).

Dsm- En efecto, si quiero sumar ■+/> con -+-o, indica­
re' ia operación como aquí se ve: h-q-*-(-h6); donde ob­
servo que el signo 4-, que está fuera del paréntesis, in­
dica la operación de sumar, esto es, que aquí lo que me 
propongo es aumentar; el signo •+• de dentro del parén­
tesis, indica que la cantidad -t-6 que está dentro, es po­
sitiva, esto es, que conspira al fin que me propongo; y 
como este es aumentar, se deberá poner la b á continua­
ción de la a con el signo que denote este aumento; esto 
es, con -t-, y. tendré.que

Si con la cantidad 4-a quiero sumar —/>, indicaré 
la operación como aquí se ve: -t-a-1-(—/;); donde obser­
vo, como ántes, que el signo -+• de fuera del paréntesis, 
indica que el fin que me propongo es aumentar; el signo 
— de dentro, indica que la cantidad h es negativa, ó que 
conspira al fin contrario para que se entabla el cálculo; 
luego conspirará á disminuir; por lo que deberé poner 
la b á continuación de la a con el signo —. que denota 
h diminución, y tendré que —b)=-t-a—b=a—b.

Comparando estos resultados con lo que prescribe la 
regla, y generalizándola á lo? polinomios, resulta L. Q. D. D.

Cor. De donde se sigue que a-h(±b)=a±b, y 
fl+(qrA)=:aqib.

n i Para sumar polinomios se indica la operación, po­
niendo los sumandos los unos á continuación de los otros, 
cada uno dentro de un paréntetis; después se practica la 
regla solo con quitar los paréntesis-, y luego se simplifica, 
como se ve en este ejemplo.
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(46*n+5o*c—9n6í/)+(34,_8o))+ 
(7«6d+4n3-2oV+36V)+(4t:'_6«í.)=4¿’«+5n,c... 

—2n6d+36a—8a34-Vafid+4a'3—?aV4-36’a+4c3...
—6a*=76aa+3aa<:+5fl¿<2-j-3&’—4<¡3-f4,;3—Gab

•®e /a operación de restar cantidades algebraicas.

11 2 Restar en Algebra es '¡aliar la diferencia entre 
dos cantidades, o quitar una cantidad de otra dada.

Esta operación se ejecuta poniendo el sustraendo con 
signos contrarios ú los que lleve, á continuación del mi­
nuendo, y después se simplifica.

Dern. En efecto, si de la cantidad -t-a quiero restar 
la cantidad indicaré la operación como aquí se ve':
-t-3-(.-*-/>) i donde observo que el signo — de fuera del pa­
réntesis indica la operación de restar, esto es, que el fin 
que me propongo es disminuir; el signo -+- de dentro, in­
dica que la cantidad b es positiva, o que conspira al 
fin que me propongo; luego deberé poner la b después 
de la a con el signo — que indica la diminución, y ten­
dré que -+a—(-i-b)=-i-a—b=a—b.

Si de la cantidad a quisiera restar la cantidad —fi, 
indicaría la operación de este modo: -ha—{—6); y ob­
servaría que el signo — de fuera de! paréntesis, indica 
que el fin que me propongo es disminuir; el signo — de 
dentro, indica que la cantidad b conspira al fin opuesto; 
luego conspirará á aumentar; luego se deberá ponerla b 
á continuación de la a, con el signo -+- que denota dicho 
aumento, y tendré que -i-a—(—b)=-ha-+-b=a-t-b.

Comparando estos resultados con la regla, y generali­
zándola á los polinomios, resulta L. Q. D. D.

Cor. De donde se sigue en general que
a—(=tb)=azpb, y a—(pgb)=.a±:b.

Esc. El segundo resultado de la operación de sumar 
corresponde á este lenguaje irénico: á un hombre le han 
hecho pobre con dádivas, que quiere decir que le lian au­
mentado gastos. Igualmente, el segundo resultado de la 
operación de restar corresponde á hacer rico á un hombre 
quitándole; pero será quitándole gastos ó deudas. Mas el 
Algebra, que es una lengua perfecta, no admite palabras
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de doble sentido, ni capciosas; en ella todo esta perfecta­
mente determinado, todo es verdad, todo exactitud.

113 Para restar polinomios, se escribe el minuendo 
(si se quiere dentro de paréntesis) , después el signo y 
luego el sustraendodentro de un paréntesis; después se 
practica la. regla quitando los paréntesis, cuidando de mu­
dar los signos del sustraendo, y se simplifica como se ve 
en este ejemplo.

Si <h- quiero restar 4a=¿’t3—3«7¿’_7C4¿ ’
ejecutaré la Operación tomo, aquí sé vc:

lS"76»_5t4d+9a.¿»t.J_(4a»¿V3_3a76,_7c4
18a7¿)»^5c4¿+9„^í.3_4fl,¿»c3+3¿763+7c4£Í=

21o76>q-2t4d+5a36V.

-De /a multiplicación algebraica.

114 Multiplicar en Algebra es tomar una cantidad 
tantas veces como diga otra, y tomarla del modo que di­
ga se debe tomar. Esto es, el multiplicador con sus uni­
dades dice las veces que se debe tomar el multiplicando, 
y con su signo el modo con que se debe tomar.

Pueden ocurrir tres casos: multiplicar un monomio por 
otro-, un polinomio por un monomio, ó al contrario ; y un 
polinomio por otro polinomio.

Para multiplicar un monomio por Otro, bay que aten­
der á cuatro cosas: á signos, coeficientes, letras y espo- 
nentes. r

Para demostrar la regla de los signos, me propondré 
multiplicar -ha poi^ -hb, ó para mayor sencillez y clari­
dad liaré b — i, é indicaré la operación de este modo: 
-i-ax-t-i; ahora, el multiplicador -t-i dice con sus uni­
dades que se tome una vez al multiplicando; y con su siV. 
no -t- dice que se debe tomar como él sea; el multipli­
cando -ha es positivo, luego se deberá temar una vez 
positivamente; luego será -hax-hi=+ia=-ha-, yencuau- 
to a los signos dará -t-x-f-zr-i-.

Sea ahora el multiplicador -1, y tendré indicada 
la operación de este modo : +ax-i; aquí el multipli­
cador con sus unidades dice que se debe tomar una vez
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al multiplicando; y con su signo que se debe tomar al con­
trario de como él sea; el multiplicando es positivo, lue­
go le deberé tomar una vez negativamente, y tendré 
-t-ax—1=—1«=—«i y en cuanto á signos: -t-x—=—.

Si el multiplicando fuese negativo, tal como —«, y 
el multiplicador -+-i, indicaría la operación de este mo­
do: —oXH-i, donde el multiplicador -+-i, dice con 
sus Unidades que se debe tomar una vez el multiplicando; 
y con su signo, que se debe tomar como él sea; el multi­
plicando es negativo, luego se deberá tomar una vez ne­
gativamente, y será —ax-t-i =—ia=—a; y para los 
signos dará —X-+——•

Finalmente, si el multiplicador fuese —i, tendría 
indicada la operación de este modo : — ax— i; donde el
multiplicador — i dice con sus unidades que se debe 
tomar el multiplicando una vez; y con su signo, que se 
debe tomar al contrario de como él séa; el multiplican­
do es negativo, luego se deberá tomar positivamente, y 
se tendrá: — ax— i=H-ia=+a; y para los signos re­
sulta —x—=-+-■

Estos cuatro casos se convierten en estos dos, á sabci: 
signos semejantes, esto es, -t-por -+- o,— por —, ó en ge­
neral ± por ± ó qr por qq dan siempre •+■ en el produc­
to-, y signos desemejantes,"esto es, ■+■ por — o — por 
o en general ± por q: ó =p por ±, dan siempre — en el 
producto.

Los coeficientes se multiplican por las reglas de Arit­
mética-, porque si axh—ah, de multiplicar 2a por 3 
debe resultar (61, 3.0) un producto seis veces mayor que 
ah-, esto es, cx¿ab o 6ab.

Las letras, que son diferentes eu ambos factores, se 
ponen unas á continuación de otras sin interposición de sig­
nos ningunos (103).

En punto á los esponentes, los de una misma letra se 
suman-, porque si se tiene que multiplicar a3 por a5, indi­
cando y ejecutando la operación como aquí se vé: 
a^xa2=aaaXaa=auaaa=as=:a3~h2, resultará la regla.

Asi,'para multiplicar +463a*cae^ por diré: + por +
da +, que pondré en el producto; 4 por 5 son 20, que pondré 
después del signo+ ; O3 por ls, sumando sus esponentes, será ¿ ;
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n'‘ por o5 ilar5 al-, <’ por r, sumando sus esponentes 5 y I, dará 
cs; y como no hay e en el multiplicador ni d en rl multiplican­
do, se pondrán con sus esponentes después de lo que ya hemos 
sacado, y se tendrá que
-p^43n4t.2e5)<_p^rt3¿5,.¿4==-(-O0A<ln‘,(:3c5(/4i. ó saín 20b^a1r'c^d!‘.

Si los esponentes son indeterminados, se indica la su­
ma de los de los factores; así, si quiero multiplicar 
■+-7ambzc"dr por —fbsa‘e7d\ tendré que el producto 
será —si am+tb--'-sr”dr-JrSe'!.

i r 5 Para multiplicar un polinomio por un monomio, 
é un monomio por un polinomio, se multiplica cada tér­
mino del polinomio por el monomio.

Así, si quiero multiplicar 542t-4—^a3tJ^-\-3bacd^ por —3«5<i6, 3, 
indicaré y ejecutaré la Operación de este, modo:

( 542c4—4«3d5+3 4Vrf4) x—3u5,/r3_
— 15 b2c7a¿d6+12a? dl IcS—g&Mrf1 °as; 

nuiltiplicaré el primer término 542c> por —Sa5d^c3, lo que 
(114) dará —15b'cTa^d^; luego , multiplicaré el —\a3d5 por 
—3 a^d^c3, lo quedará +12a?dl Ix3; y por líllimo multiplicaré 
el +342c</'> por —’ia^dfic3, que dará —9b2c*dl0a5, y tendré 
el producto que allí se presenta.

116 Para multiplicar un polinomio por otro, se mul­
tiplica todo el multiplicando por el primer término del mul­
tiplicador; después todo el multiplicando por el 2.0 término 
del multiplicador-, después por el tercero etc.-, se van colocan­
do los productos unos á continuación de otros con los signos 
con que vayan saliendo, y luego se simplifica si se puede.

I.er cj. Si quiero multiplicar a-j-4 por a—4, multiplicaré 
primero a+4 por a, lo que. da V luego a-\-b por
—b; lo que da —ab—6a, que puesto á continuación del anterior 
y destruyendo -\-ab con —ab, set tendrá

(a+b)(a—b)=(d-\-ab—ab—b,=a’>— 4’.
Esc. Este resultado nos dice: que la suma de dos can­

tidades multiplicada por su diferencia, da por producto 
la diferencia de estas cantidades con un espolíente duplo 
del que tenían en los factores (*).

(*) De lo que espondremos (12S..3.®) , resulta que una cantidad que 
lleva esponente duplo de otra, se dice que es s\\ cuadrado; por lo que esta 
propiedad se enunciará en lo sucesivo del modo siguiente: la suma de dos 
cantidades multiplicada por su diferencia, da la diferencia de sus 
cuadrados.

Tomo I. í 3
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Recíprocamente, si dada la diferencia ¡de dos cantida­
des se quiere descomponer en factores, se pondrá la suma 
de dichas cantidades multiplicada por su diferencia , po­
niendo á cada una la mitad del esponente que tenia.

Así, ai-b6={a'>-\-b fa^-b‘);
nfi—nS—{m #+n2£)(m42_„92),

2. n ej. Si quiero mullí pilcar 4«3¿'’—3«a¿<34-5¿5 por 3a“b—.\nb', 
indicaré y ejecutaré la operación del modo siguiente:

(4a5¿3-3oa63+5i5)(3a!,¿—4a6a)=
12a^¿/3—9oW-f-l ¡fifia*— 1 1 2a3b^—20o¿A=

12«á63— 2 5o4M+15b6a*+l 2a3¿5_20o¿7; 
multiplicaré primero todo el multiplicando por el primer térmi­
no 3«5¿ del multiplicador, lo que da el producto 
12«5¿,3—15 ¿Ai’; después multipl icarc todo el multiplican­
do por el segundo término —!^ab* del multiplicador, é iré colo­
cando el producto d continuación del anterior, y ejecuto la re­
ducción como allí se ve:

3. ° (nóó3+o9+¿,9+¿,6«3)(a3_63)=a963+„.’+
o3¿9-|-¿)9a6—fifi—09¿,3—¿t =—b9a?=a"'—

De la división algebraica.

117 Dividir en Algebra es buscar cuántas veces una 
cantidad contiene á otra, y del modo que la contiene ; de 
donde resulta que el divisor multiplicado por el cociente 
rebe dar el dividendo-, y por lo misino se puede decir 
t. mbien que dividir es hallar una cantidad que multiplica­
da por el divisor de' el dividendo.

Para dividir un monomio por otro hay que atender á 
cuatro cosas, que son: i.° signos-, 2 ° coeficientes-, 3.0 le­
dras, y 4.0 esponentes.

¡ •’ Signos semejantes dan -t- en el cociente, y deseme­
jantes dan —.

Dem. Como el signo del divisor, combinado con el 
que haya de llevar el cociente, lia de producir el del di­
videndo, cuando el dividendo tenga el signo -t-, el co­
ciente tendrá el mismo signo que el divisor; pues so'lo sig­
nos semejantes (114) producen -t-; y cuando el dividen­
do tenga el signo —, el cociente llevará signo contra­
rio al quetenga el divisor; pues estos son (114) los que pro-
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ducen —; luego —=4-, —=—, —=—,

que es L. Q. D, D.
2° Los coeficientes se dividen por las reglas de la. Arit­

mética ; y si no se pueden dividir con exactitud, se simplifi­
ca si se puede.

Dem. Como el cociente multiplicado por el divisor ha 
de dar el dividendo, el coeficiente del cociente por el del 
divisor ha de producir el del dividendo; luego el coeficiente 
del cociente deberá ser lo que resulte de dividir el del di­
videndo por el del divisor. L. Q. D. D.

3? Las letras diferentes, que tengan el dividendo y 
divisor, se dejan donde estén-, y las letras que haya co- 
niunesx sin espolíente ó con uno mismo, se borran en ambos 
términos.

Dem. Lo primero es porque de'esta manera queda in­
dicada la operación; y lo segundo, porque en el cociente 
no puede haber nada que sea común á los dos te'rminos de 
la división; pues al hacer la multiplicación resultarían du­
plicadas en el producto, y no como están en el dividendo, 
que es lo que debe resultar.

4? Si las letras comunes tienen esponentes diferentes, 
se resta el menor del mayor, y queda la letra en el térmi­
no que tiene mayor espolíente, con un espolíente igual á la 
diferencia hallada.

Dem. Esto equivale á suprimir en ambos términos el 
factor ó factores que tienen de común. L. Q. D. D.

Entendido esto, vamos á resolver algunos ejemplos.
l.° Si quisiera dividir 12a^¿V<23 por —3ba3c?e, diría:-} 

del dividendo (104) dividido por —, da —; 12 dividido por 3 da 
4; dividido por o3, es o’, porque restando el espolíente 3 de la 
“ del divisor, del espolíente 5 de la a del dividendo, queda 2; b‘ 
dividido por b, es b, porque 2—1 = 1, y //=4; c* dividido

o
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p0P c7 ila t‘ cu el divisor, porque la diferencia entre 3 V 7 es 4, 
y C11 el divisor es donde hay mayor espolíenle; la ti’ quedará cu 
el dividendo, y la * en el divisor ' de manera que tendré 

1 ■2n5/)’cid’ lyt’btf

—3 bazcte de
2° Si tuviera que ejecutar esta división indicada

50,A'A-"</'/ dij,.a. + + Ja +) qoe no pongo (104); 20
8 aWc"cíf

dividido por S no se puede ejecutar, y asi simplificaré dividiendo 
ambas cantidades por /i, lo que las reducirá á §; ahora diré 
u9 dividido por ai es en el dividendo; l5 dividido por ba da ¿:; 
c"‘ dividido por c'1 no podemos hacer sino indicarlo; pero como 
no sabemos si m es mayor que n ó n mayor <|uc m, no sabemos 
cuál se debe restar de cuál; podemos restar la n de la m y (Hal^ 
en el numerador del cociente ó al contrario, y dejar c"
cu el denominador, pues siempre el cociente por el divisor da el 
dividendo; pero preferiremos el dejar c"‘ " que es mas sencillo;
y haciendo lo mismo con las demas letras, tendremos

20 a9l5c'"df 5asbic’"—'lds—r . 5asb3
2/ ’ °

118 Consideremos ahora los resultados que puede 
cm _

dar la espresion ——cm ”(A).
O

Aquí puede ocurrir q-ue m>n, ó m~n, o m<n. 
i? Si rn>n será necesario añadir á n una cantidad 

cualquiera para que sea igual con /«; de manera que 
m—n-hu-, y sustituyendo este valor en la espresion (A),

será —~<"l-"=c"+,‘-”=c", porque -+-» y —n se
c"

destruyen. Este caso no nos ensena nada de nuevo. 
ü? Si sustituyendo en (A), será

aquí encuentro una espresion c°, que es desconocida; así, 
para ver lo que significa, liaréla sustituciou de n por ffl
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ántes de indicar la resta de los esponentes, y tendré

e'" __norciue toda cantidad dividida por sí mis-

mada (51, 3.0) la unidad; luego tengo aquí dos espresio-
cm

nes c° y 1 que son el resultado de una misma —; lue­

go serán (intr. ax. 5?) ¡guales entre sí, y se tendrá c°=t; 
pero c espresa una cantidad cualquiera, luego toda can­
tidad elevada ú cero es igual á la unidad.

3? Si /«<«, añadiendo á ni una cantidad cualquiera 
11, para que sea igual con «, será m-t-u=n-, y ponien­
do en (A) en vez de n este valor, tendré

til
c  m—n „»»—(«H-'O—rm—m—“=c “.
c“ °

También hallo aquí una espresion c~‘‘ no conocida; 
así, para indagar lo que espresa, haré la sustitución an­
tes de indicar la resta de los esponentes, y tendré 

cm _ cm _ cm .
~c" C»H-S c ’

- c® „ 1
donde tengo dos valores de —, á saber: e y pr, 

que por lo dicho (intr. ax. 5.0) serán iguales, y tendie

J_-c—que dice , que toda cantidad se puede tras-
cJ
ladar del divisor al dividendo, ó al contrario, mudando 
el signo á su espolíente.

Esla proposición se puede demostrar directamente de esleino o.

Sea __ la espresion propuesta. Si el dividendo se mul-
bz“

tiplicapor z".z—n=zn—n=*°= 1, no se alterará la fracción¡ y 
por la misma razón, tampoco se alterará el divisor multiplican-
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suprimiendo en ambos términos los factores comunes sc.z" 

n.rin a¿ ~n
sulla

bzn bx~
Esc. Puesto que — = +, y — = osi como — = —, 

y —, resulta que, enloda división, podemos mudar

los signos al dividendo y divisor sin que se altere el cocien-
— a

te. Así es, que si tenemos ,-----, podemos desde luego poner
— b

-\-n n t —(i
.------ - ó simplemente —; V si tenemos ------ , podemos no-
+6 +„ ¿

ncr también ------ . De lo cual nos podremos convencer tam-
— b

bien sin mas que considerar que , en este caso, no hacemos mas 
que multiplicar por —1 el dividendo y divisor, lo que (61..4°) 
no altera el cociente.

119 Para dividir un polinomio por un monomio, se 
divide cada término del polinomio por el monomio ; por­
que dividiendo todas las partes del dividendo, y reunien­
do todos los cocientes, debe resultar (intr. ax. 3?) el co­
ciente total.

por

3.°

Así, si quiero dividir la cantidad 
I 5a6b2

—Gq3¿";', len<1ri- 1 
S b'uS 4/A-

—<ia3bci 3«3 ’

15o6¿2— 12a'tt3q-8&4(;S 

blv’b — I 2a 2a
. 2.0____ =__

2c4 ’ " —6a36t4 i(_.’

—12aA3+86&?® 2a 5a36
lueao  ---------------------- -—=----  —------ . —  ----  .

—Üa'-’bci be 2c'i 3 a3

120 Para dividir un polinomio por otro lo primero 
que se hará es ordenar; para lo cual se verá la letra que 
está mas repetida en el dividendo y divisor, y se volve­
rán á escribir principiando en ambos por el término en 
que dicha letra tenga mayor esponente; después el que 
tenga el esponente inmediato menor etc.

Hecho esto., divídase el primer término del dividendo 
por el primero del divisor, y se tendrá un término del co­
ciente ; multipliqúese este cociente por todo el divisor, y
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réstese el producto de todo el dividendo (lo cual se conse­
guirá mu lando los signos del producto conforme se vaya 
formando) y se hará la destrucción que se pueda. Des­
pués se divide el primer término de esta resta por el pri­
mero del divisor , /o que dará el segundo término del co­
ciente-, después se ejecutará la multiplicación y resta; y 
se continuará del mismo modo hasta que se halle cociente 
exacto, ó hasta que el mayor espolíente de la letra porque 
se ordena, sea en la resta menor que el mayor de la mis­
ma en el divisor; entóncés no hay cociente exacto, y se 
indica la división de la resta por el divisor (49).

Ejem. Quiero dividir ab’c*—Za'>U‘c+aibc+Ía‘tÍ¿*—azc’
por tt*-|-6*—2o¿>.

Para ordenar , veo que la a es la que se halla mas repetida 
en ambos términos de la división, y ordenando por ella tendré 

ail¡c—'ia<tí‘cara>l'ic-\-’iá‘bc'‘—«¿>V | ,_„V "
— aHc+laSVc—,| a?be—«c*

+«V—2 rt’úc’-f-oiV
0 0 0 '

Ahora empezaré la división diciendo: a 'be dividido por a» 
esn’&c, que pondré en el cociente; haré la multiplicación de 
cébe por todo el divisor, diciendo : -fpor-f da +, y romo se ha 
de restar es —, que pongo debajo del + que debía tener el primer 
término del dividendo ; a*bc por aa da /¿be, que pongo des­
pués del signo —; continúo multiplicando el cociente por el se­
gundo término del divisor, y diré.- + por — da — que , como 
se ha de restar, es+; a?bc por 2ab es 2aSb\, que pongo 
después del signo +; + por + da +, que como se ha de 
restar será—; a-bc por da a2Pc, que pondré también; tira­
ré una raya para poner debajo de ella la resta que quede después 
de hecha la destrucción ; pero advirtiendo que. -|-a&bc de arri­
ba con —a&bc de ahajo se destruyen, que —2a4¿éV Se destruye 
con+SaÜV, y +aWc con —aWc, pongo debajo de la raya 
10 que queda, que es —flV-f Va'bc*—ab*c*.

El primer término de esta resta—o5c* , le diviré por a\ 
primero del divisor, lo que dará —ai*} multiplico y resto, dicien­
do: - por + da — , y como se ha de. restar es +, que. pongo de­
bajo del signo — del -flV ; a’ por ac° es asc* que pongo? con­
tinúo —ac‘ por —2ab es +2u’bc*, que como se ha de restar

103



-Sa’Wj sigo : —p-r « -"6V , T1" “ ha
cío restar será+afiV ; y como estos términos destruyen con 
sus correspondientes, pondré debajo^ de la raya 0 por resta, y 
tengo que el cociente será a?bc—ac . .

JDem. El ordenar es una operación que se puede ha­
cer, porque esto no altera el valor de los término» de la 
división ; y se debe practicar, porque muchas cantidades 
(como la anterior) que ordenadas dan cociente, exacto, no 
le darían sin esta circunstancia, y el resultado debe .er
siempre el mas sencillo. ,Todo lo demas es enteramente análogo al procedi­
miento aritmético (53)’ 7 se reduce á ^u^lZó ío: 
rentes términos de un polinomio, que multiplicado po
el divisor dé el dividendo, que es L. Q. U. V. ■

Esc. La multiplicación del cociente por el primer tér­
mino del divisor se puede omitir; porque como tiara e 
primer término d'cl dividendo, y se ha de:restar de él se 
podrá tachar inmediatamente el primer termino del din 
Sendo, y multiplicar desde el segundo del divisor en ade­
lante, que es lo que se ve en los dos ejemplos siguientes.

pjo.1 que (§ 1.6) (a^a-'^-b’, -suha que, di­
vidiendo 6’ por a—b, se tendrá a+b.

Si.* tuviera que dividir <*-» por a~b, haría la opera­
ción como aquí se. presenta:

Donde veo que. sale, tam- o’—P
bien Cociente exacto. +"’/’

+n6’
+P ' '

0
Si tuviese que dividir P°r a-b, lo haría del modo

siguiente. . .. ^

+a>b

+n63 
+6>

viuiuo por u—u, ...i,da cociente exacto ; el cual se puede poner desde luego po. esta

"^El primer término será el primero del dividendo con 

una unidad menos en su espártente; en el segundo,

TV
Donde también hallo co­

ciente exacto. Continuando 
del mismo modo, se deduce 
en general , que un bino­
mio tai como a'"—b'" , di­
vidido por a—b , siempre

n—6
j d’.+a6+6’

a—b
«3+a’6+n.6’+6J
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primera parte del dividendo tiene una unidad ménos que 
eii el anterior, y aparece la segunda con la unidad por 
esponente; la primera parte va teniendo una unidad,me­
nos en su esponente; y la segunda una unidad mas hasta 
que en el último término no se halla la primera parte , y 
la segunda se encuentra sola con un esponente una unidad 
ménos qué el que llevaba en el dividendo; todos los signos 
Sun positivos , y los términos no tienen coeficientes.

Ésta propiedad , que acabamos de deducir por analogía , la 
demostramos por oíros dos métodos distintos en el (§ 1 S6 del 
T. I. p. 1- T. E.) ; y si por ella quisiéramos ejecutar la división 
de a9—¿9 por a—b , hallaríamos

De los quebrados literules.

121 Los quebrados literales ó algebraicos se calculan 
del mismo modo que los numéricos; porque todas las de­
mostraciones que dimos respecto de estos, estaban con­
cebidas en términos generales. Así, su valor no se'altera­
rá aun cuando se multipliquen o partan sus dos térmi­
nos por una misma cantidad. Por esta causa se reducirán 
á un común denominador del mismo modo que aquellos 
(68); por manera, que si tengo los quebrados

—, quedarán reducidos á un común deno- 
b d n q

minador, si multiplico los dos términos del primero por 
dnq, los del segundo por hnq, los del tercero por hdq, 
y los del cuarto por bdn, cuya operación los transfor-

adnq chnq mbdq bdnp
bdnq bdnq' bdnq' bdnq

Igualmente, si se dan quebrados con factores ó letras 
comunes arriba y abajo, se podrán suprimir y quedarán

ad a ad-rba a 
simplificados. Así, Y

mará en

efe d2-hbd
:j; pues en

el numerador y denominador del primero es común la d, 
y en los dos términos del segundo es común el tactor 

Tomo I. 14
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d-t-b, que suprimido se convertirá el quebrado en lo que 
hemos puesto.

122 Para sumarlos se hará lo mismo que con los nu­
mérico* (70). a m an }m an+bm

De manera que---- 1--------—1------=— ----- .
b n bn bn bn

123 Para restarlos se hará lo mismo que con los nu­

méricos (73 ). Así, si de — quiero restar iü, tendré
b n

a
~b

m_ an
n bn

bm  an—hm
bn ~~ bn

124 Para reducir aquí un entero á la especie del que­
brado que le acompaña , ya sea por vía de suma tí de 
resta , se multiplica el entero por el denominador del 
quebrado, con esto se suma el numerador del quebrado 
cuando este lleva el signo -t-, tí se resta cuando lleva el 
— y á todo esto se te pone por denominador el del que-

,4
brado. Sea la espresion ar-o-b~-+

a*1
b2—a2 

.2 , 1.2

la que se quie­

re reducir; multiplicaré el entero a2-+-¿2 por el denomi­
nador tí2—a2, que me da. ( 1 16 esc.) Z>4—a4: con esto 
sumaré el numerador a4, y á la suma le pondré por de­
nominador el del quebrado , en esta forma:

2 .2 “4 (ffla-4-62')C¿a—<r)+«4 I>4—a*-i-a4 b4
. '=

125 Para multiplicarlos se hace lo dicho (76); de 
manera que
a m a tu a-t-m a—m (a-\-m){a—ni) a2—m2

b* n bn ^ c2—«2><c2-t-»a (c2—n2)[c2-bn2)~~ c4—n4

Y para multiplicar un quebrado por un entero tí al 
contrario, se multiplicará el numerador del quebrado por 
el entero, como aquí se ve:

ac _ rn (a2-h!r)m a:m+b°m
n n n

jxc=j, y (a2+¿2)
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12 6 Para dividirlos se ejecutará lo dicho (79); de 
manera que

a ni an a-v-m c—n __(a-wra) (a—m)_ a2 -m

b'~ñ~~bin 'V c-t-n ' a—m (c+n) (c—n) c2—n2

Si se tratase de dividir un entero por un quebrado,
c ad3

se practicaría lo dicho (80)3 asi, a\ —2-——— .

Para dividir un quebrado por un entero se practica­
rá lo dicho (81); así,2

a ba
~bm y :d3

a2b a2b
c2—n (c2—n) d3 c2d3—nd3

Be la devacian á potencias y estraepian de raíces (0) <¡e 
los monomios.

127 Se llama <?n general potencia de una cantidad, 
al producto de multiplicar dicha cantidad por sí misma 
cierto número de veces; si se multiplica una vez, resul­
ta la segunda potencia ó cuadrado ; si se multiplica dos 
veces, resulta la tercera ó cubo-, si tres, la cuarta-, y si n, 
la potencia del grado n-t-i. La cantidad que se multiplica 
se llama raíz; y en general, se llama raíz de una canti­
dad aquella que multiplicada por sí misma cierto número 
de veces produce la cantidad primitiva.

128 Para indicar que una cantidad se ha de elevar á 
una potencia, si consta solo de una letra , basta ponerle 
á su derecha uii poco mas alto ql número que espresa la 
potencia á que se ha de élevar ; y si la cantidad tiene 
mas de una letra ó tiene esponente, se encierra dentro de 
un pare'ntesis, y fuera de este se coloca un poco mas ele­
vado el número que espresa la potencia, el cual se llama 
esponente de la potencia. Así, para indicar que la canti­
dad 2ab se ha de elevar al cuadrado, se escribirá (20b)2,

(O) Los Ingleses llamón ini'olution- á la elíTaeion á potencia* , y 
evolution á la eslraccion de mices.



tos
que (10S) se lee: dos ab ele-vado á dos-, (2ab)3 se lee :dos 
ab elevado ú tres ■, y (2ab)1 se lee dosab elevado á n, 

Los grajos de las potencias se lian deducido del nú­
mero de veces que entra por factor la raiz, que son tan­
tas como unidades tiene ei esponcnte ; por lo que toda 
cantidad sin esponente tí con 1, es su primera potencia. 
Las multiplicaciones son tantas me'nos una como unida­
des tiene el esponente.

La elevación á potencias es el caso particular de la mul­
tiplicación, en que los factores son iguales; pero aquí so­
lo se necesita atender: 1? á signos, 2? á coeficientes y 
3? á esponentes.

1.° Si el esponente de la potencia es número par, el 
signo de la potencia será siempre -h, y si es impar, el 
signo que lleve la potencia será el que tenga la raiz. Por­
que sida raiz lleva el signo-t-, combinado cualquier nú­
mero de veces, siempre dará -1-; pero si lleva —cuando 
el esponente sea par, como un número par de signos — 
en la multiplicación producen-f-, y un número impar 
producen—, resulta la regla de los signos.

2? De los coeficientes se formará la potencia que diga 
el esponente-, esto es, se multiplicarán por símisnios tantas 
veces menos una como unidades tenga el esponente; porque 
en la operación de multiplicar, los coeficientes se multi­
plican (114) los unos por los otros , y aquí dichos coefi­
cientes son iguales.

3.0 En punto á esponentes se multiplicará el de la 
cantidad por el de la potencia. Porque en la multipli­
cación se suman ; y aqui habrá que sumar cada espo­
nente consigo mismo, tantas veces como unidades tenga 
el de la potencia , ,que equivale á multiplicarlos.

Cor. De lo dicho (125) y de lo que acabamos de 
manifestar, se infiere que para formar potencias de que­
brados, se formará la del numerador y denominador. 

Aplicando las reglas á estos ejemplos se. tendrá

2 ° (—)5= -—I02¿ia$h15n?f> ;
3.° (6 a‘b,li:r)m=G!’ld“"b’,'"c"n;
, 0 /3a2¿3<-'4\3 (3a2¿3<4)3 ^a6b9L.la

* \4«V/V ~(4*2d5/3j3~64tVá/»'

a’i.rrbra.
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Los cuales manifiestan que la potencia de un producto
de un quebrado, es lo mismo que el producto ó cocien­

te de la misma potencia de cada uno de los factores ó te'r- 
ninos del quebrado.

Cor. Le aquí se deduce, teniendo presente lo dicho 
(j’ó esc.), que las diferentes potencias de un quebrado 
rapio van siendo menores, á proporción que sus espolíen­

les aumentan.
129 rara indicar que se ha de proceder de la poten­

ciad la raiz, se usa del signo radical \/' ; entre sus ra­
mas ó brazos se pone el esponente radical, que es el nú­
mero que espresa el grado de la raiz que .se quiere es­
traer; y debajo del signo se pone la cantidad cuya raiz 
se quiere sacar.

Como estraer raices es buscar una cantidad, que en­
trando por factor tantas veces como unidades tiene el es- 
ponente radical, produzca la cantidad dada , que se con­
sidera como potencia, estableceremos por regla:

1. ° Si el esponente radical es par, la raiz llevará el 
signo de ambigüedad; y si el esponente radical es impar, 
la raiz llevará el mismo signo de la cantidad. Porque 
cuando la potencia es de grado par , siempre tiene 
(128... i.°) el signobien tenga la raiz el -+- ó el—; 
y cuando la potencia es de grado impar, lleva el mismo 
signo que tenía la raiz.

2.0 De los coeficientes se dejará indicada la opera­
ción debajo del radical, hasta que se sepan estraer las 
raices de los números.

3.0 En punto á esponentes, se dividirá el esponente de 
la cantidad por el del radical. Porque esta operación es 
la inversa de elevar á potencias, y en esta operación se 
multiplican. ,

Así, si quiero estraer la raiz cuadrada de a , observaré 
que ocurriendo con mucha frecuencia el estraer raices cuadra­
das, se omite el esponente 2 del radical; de modo que ]/a6áó 

es lo mismo que \/'a6á¿ ; y ejecutando la operación del modo
------r, « . 8que acabamos de decir , será l.o

2. ° ----- a’6'.cJ ¡
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3.° y/7aSbrcS(P^z^/r¡y,(i n /, n n ¿ .
Si fuesen quebrados, se estráerá la raíz del nume­

rador y la del denominador, en esta forma :
8, n ______ “ _r £

1 /as a- „4 t /"mbrcS «" h" Cn
* 7r==t^ = ±-73; V ~la7Ks~ * *

IP dd f° e5 111
d" /" c"

lo cual está fundado en que para elevar á potencias un 
quebrado , se ha de elevar el numerador y el denomina­
dor j por lo que aquí se deberá seguir la regla contraria; 
de donde se deduce que la raíz de un producto ó de un 
quebrado es lo mismo que el producto ó cociente de las 
raíces de los factores , ó términos del quebrado.

130 Cuando la división de los esponentes no se puede 
hacer exactamente, aun debe permanecer radical en la 
espresion; pero se debe sacar de e'l todo lo que se pue­
da ; para lo cual, del esponente fraccionario que resulta 
de quitar el radical, se sacan los enteros que se puedan¡ 
y aquella cantidad se descompone en factores poniendo 
por primer factor la cantidad con el esponente entero; y 
por segundo la misma cantidad con el esponente quebra­
do ; y luego se vuelve á restablecer el radical poniendo 
entre sus ramas ó brazos el denominador del quebrado, y 
debajo de él la cantidad con el numerador del quebrado 
por esponente.

Así, si quiero estraer la ra¡7. cúbica de a-'t^c' , ejecutaré
3- S 7 6 2 I

la Operación'como aquí se ve: 1/ a-'b~ u: =a1 :ih 3e =
2 X 1A 3-----

at?b'‘bi c‘=i¡b*c‘aüb^=<ib'‘c‘iv/ ii‘b.

Esto está fundado (129) en que la raiz de un pro­
ducto de tantos factores como se quiera, es igual al pro­
ducto de las raiees del misino grado de los factores.

131 Estas cantidades que están afectas del signo V

se llaman cantidades radicales; así, \/a, V'b, etc. son 
cantidades radicales; cuando a y b se representen por 
números, podrá suceder que a v. gr. sea un número
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cuadrado como r, 4, 9, 16 etc. tí etc. y que
etc. tísea un número cúbico, como 1 , 8, 27, ___

57 ’ etc. En este caso el radical desaparecerá'; pero cuan­
do no sea ninguno de estos números , como cuando a 
valga 2,3, 5, etc. y b sea 2, 3, 4, 5, etc. no tiene 
raiz exacta ; y es imposible bailar un número entero ni 
quebrado que esprese el valor de estos radicales; por lo
cual AA, A/3, V5, A/6, etc., A/2, A^j, V'5, etc. 
se llaman números sordos, irracionales ó inconmensu­
rables.

132 Con los radicales se hacen las-mismas operacio­
nes que con las demas cantidades.

La suma y la resta se ejecutan en un todo lo mismo; 
so'lo que para que los términos sean semejantes han de 
tener un mismo esponente radical, y unas mismas letras, 
deficientes y esponentes debajo del radical, y fuera de es- 
e debe haber las mismas letras con los mismos esponen- 
es: por manera, que solo pueden diferir en los signos y 
coelicientes numéricos de fuera del radical.

133 Para multiplicarlos, si el radical es de mismo 
¡rado se pondrá (129) debajo del radical el producto de 
as cantidades, y después se verá si se puede sacar algo de 
lebajo del radical ( 130).

Por ejemplo: V?¡x V¡V=
Cuando los radicales no tienen un mismo esponente, se 

reducen á él multiplicando los esponentes de cada cantidad y 
de cada radical, por el producto de los esponentes de los 
radicales de los demus.

Esto está fundado en lo dicho (68); pues si se quitan 
os radicales poniendo á las letras esponentes fraccionarios 
13°)i no habrá mas diferencia sino' que aquí los esponen­

tes de los radicales hacen olicios de denominadores, y los 
de las letras hacen oficios de numeradores. Así, si'quiero
educirá un mismo esponente radical los s/u^b2, y/a*b2i

Van, multiplicaré primero todos los esponentes radi- 
d es> diciendo: 3 por 4 son 12; 12 por 2 esponente del 
ercero son 24, y este será el esponente común del radi- 

ca ’ ah°fa, para saber los que deben tener las cantidades
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que se hallan debajo de cada radical, multiplicaré los es* 
ponentes de las letras, que se hallan debajo de primero, 
por 3, producto de 4 por 2 ; los de las que se hallan de­
bajo del segundo por 6, producto de 3 por 2 ; y los de las 
que se hallan debajo del tercero por 12, producto de 3 por 
4- de manera que dichos radicales los tendré reducidos a

VZ&;
y si los quisiera multiplicar, sacaría por producto

,34 Para dividirlos, cuando los radicales tengan un
misino esponente , quedará hecha la división (. 29) con 
poner debajo de un radical del mismo grado el cociente dt 
las cantidades que haya debajo, y simplificar después.

V'a3b2c < VIÜ
Luego ^ - — y arb3cd2~~ y bd3

Si no tienen el mismo esponente radical, se reduciráná 
él, como se ve en el ejemplo siguiente:

-T—:=TT=Z6-y a6b^d6-y b5d
I 2 I 2

h5 A^'
V'aW Va*?/ 

135 Para elevarlos á- una potencia cualquiera, basta 
(133) elevar la cantidad que está debajo á la misma po­
tencia , dejando el mismo esponente del radical; porqne
elevar V'aÑA á la segunda, potencia , efectuar el
producto (V^¿-4)2=V/^xAÍ^64=V/a6bs—abVa¡- 

Como estraer raíces es lo contrario de elevar á poten­
cias, paraestraer la raiz de una cantidad radical, se di­
vidirá el. esponente de la cantidad que haya debajo, por e 
esponente de la raiz que se quiera sacar-, y al resultado 
le pondrá el mismo radical.

Así, J/ V^=V^ Per0 como n0 siempre

se podrá ejecutar la división exactamente, con el fin ^ 
que en el resultado sólo haya un radical, se multiplica
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esponentedel radical primitivo por el déla raíz que se quie­
re sacar, sin llegar ú las cantidades que hay debajo del 

s . _______
signo radical. Así |/&*iFc=\?Z2ó2c.

De las espresioncs imaginarias.

136 Hemos visto (128..i.°) que al elevar una canti­
dad i una potencia par, siempre resultaba el signo -t-; de 
donde se deduce que ninguna cantidad negativa puede ser 
potencia de grado par; luego si nos pidiesen una raiz de 
grado par de una cantidad negativa, senos pedía un im­
posible; no obstante, ocurre esto con mucha frecuencia, 
y por esta causa á estas espresiones se les ha dado el nom­
bre de imaginarias.

2 n-----
/V—amAsí, V-a-, A/—a3, 

son espresiones imaginarias.
Antes de ensenar cómo se calculan, demostraremos 

esta proposición.
Toda espresion imaginaria se puede descomponer en dos 

factores: el uno real, que será un radical del mismo gra­
do, que contenga debajo de sí la cantidad real-, y el otro 
un radical del mismo grado que contenga debajo de sí la 
unidad con el signo negativo.

En efecto, sea la espresion V— a'", y se tendrá, 
que como toda cantidad se puede considerar multiplicada 
por la tlnidad, será —a"'——11 x—am~— 1 x-ham; 

2«______2 n______________ Ai J_

luego V—a'«~ VV'x— 1 = ( § 129) dln x( — 1)2" ;
2" ______ 2 " ■—

y restableciendo los radicales será a"'x\r — 1 , 
que era L. Q. D. D. (*)

A- L. Cauchy, ingeniero <le puentes y calzadas, en su curso de 
Análisis de la Escuela politécnica , dice que toda ecuación imaginaria es 
la representación simbólica de dos ecuaciones entre cantidades reales. 
Por ejemplo , la ecuación simbólica —l =c-\-d^/ — 1 equi­
vale sola á las dos ecuaciones reales a = c, b = d.

Este sabio Profesor, con quien he tenido el honor de conversar en
Tomo 1 15
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137 Con las imaginarias se hacen las mismas opera­

ciones que con las cantidades reales. La suma y la resta 
se practican por las reglas dadas ( 132).

138 Para multiplicarlas se descompondrán antes en sus 
dos factores, y después se ejecutará la operación como en
los radicales; así, para multiplicar V/—a por

descompondré á —a en V/«XV'’— 1 , y á \S—b
eu \/hx\/—i , y la multiplicación la liaré en esta

forma: —b=X/ axV — ixV' bxV—\=

V axV' bx{— i)5x(—i)-=V/ al>x(— abx-\=-\f cib.
Observando este resultado, echarémos de ver que el 

producto de dos imaginarias de segundo grado es una can­
tidad real; y que el signo que nos resulta es contrario al
quedaría la multiplicación (114); pues teniendo V7— a,
y \/—b los signos positivos, debería salir el producto
positivo, y vemos que es negativo. ___ __

Si tuviéramos que multiplicar V —« por V—ff, 
era lo mismo que elevar al cuadrado V —y haciendo 
la misma descomposición , se tendrá

París, lia desenvuelto con mucha maestría varios puntos de Análisis; y so 
espera con sólido fundamento que simplificará y aclarará otros varios que 
no so hallan explicados con la debida exactitud. A mi me resulta la gran 
satisfacción de haber coincidido algún tanto con sus ideas, y aun haberla! 
llevado en algún punto un poco mas adelante. F.n efecto , en el resumen 
de sus lecciones dadas en la Escuela politécnica sobre el Cálculo infinite-" 
simal, impreso en 1825, reconociendo la incertidumbre de los resultado! 
á que puede uno ser conducido por el empico de series divergentes, tra­
ta de evitar estos inconvenientes, y dice cu la advertencia de dicha obra, 
que espera que , los que la lean se convencerán de que los principios (kl 
Cálculo diferencial y sus importantes aplicaciones se pueden esponer Je- 
cilmenta , sin la intervención de las series. \ como jo esplico los prin­
cipios de dicho Cálculo tanto en mi Tratado elemental de Matemática! 
compuesto en 1S07 ó impreso en 1815, como en este Compendio, sin su­
poner conocido el desarrollo de las seríes , resulta que me lie anticipado 
en esle‘asunto; y si se tiene en consideración que Mr. Caucny supone}a 
conocida la fórmula del binomio de Neuton , y que yo esplico ios prin­
cipios del espresado Cálculo diferencial , sin suponer demostrada de an­
temano dicha fórmula, no se estrafiará el que yo haya asegurado haber 
llevado algo mas adelante las ideas de Mr. Cauchy en este particular.
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(y_o)a=V-«xV-«=VaxV—>*V«xV-* = 
VaX^/axyj~xV—■1 =Vfl2x(-1)2 x(— * )r= «X (—i )2— 

ax—i——a.

De donde se infiere que ,solo las espresiones imagi­
narias son las que elevadas ápotencia par,pueden dar sig­
nos negativos en la potencia.

139 Para dividirlas, se descompondra'n también en 
factores el dividendo y el divisor; así, será

\/—a a.**/ —1

v-b VbV-1 ’

y como \/— 1 arriba y V"—1 abajo se pueden su- 

V' ̂  .
primir, quedará ;^=(§ I34)|/ -■

140 Si se multiplican entre sí dos binomios de esta
forma A-+-B\/—1, pero que en cada uno sea diferente 
el signo del radical, el producto será una cantidad real ; v.
g. si multiplico A+BV'—i, por A—B-\J— 1, tendré

(Jfk-B %/—l)(A-BV  ̂)= 
A^AB\^l-ABV-i -f-B-A-+B-.~~ N

De donde se deduce una regla para descomponer en 
factores la suma de dos cantidades, cuya operación es muy 
socorrida en la práctica, y es: que se ponga la raíz cua­
drada de uno de los términos en ambos factores por pri­
mer término; y por segundo la raiz del otro multiplicada
por \/ —[ , pero con diferen te signo en cada factor; de
manera que a4~t~b4=z(a2-hb"‘V/ —i)x(a2—b~\/■ —1);
y asb‘2-bc1°m6—(a‘s b-t-cs m3^/—¡)x(aJb—csm3V—1



SEGUNDA PARTE DEL ALGEBRA.

»®9©9S€

Ate la Análisis algebraica, y resolución de las ecuaciones de 

primkr grado.

141 I§)e llama ecuación la igualdad de dos cantida­

des, como c=a+b-, lo que se pone á la izquierda del 
signo =, se llama primer miembro; y lo que se pone á 
la derecha, segundo miembro; y cada una de las canti­
dades que los forman, se llaman términos. La parte del 
Algebra, que trata de resolver los problemas después de 
puestos en ecuación, se llama Análisis-, cuyo espíritu 
consiste en suponer conocido lo mismo que se trata de 
averiguar.

Gomo en los problemas entran cantidades conocidas, 
que se llaman datos, y desconocidas que se llaman in­
cógnitas, las conocidas se señalan con las primeras letras 
a, b, c, etc., del alfabeto; y las incógnitas con las últimas 
J5, y, x, u, etc.

142 Señaladas las cantidades con letras, se pasa á 
plantear el problema, que es cifrar en .ecuaciones todas 
las condiciones que contiene. Para plantear bien un pro­
blema es necesario leerle tres ó cuatro veces, hacerse bien 
cargo del sentido absoluto y terminante de las palabras, 
y condiciones á que han de satisfacer las cantidades, y 
escribir los signos correspondientes. Es, por consiguien­
te, el planteo de un problema, una rigurosa traducción 
del lenguage común aj lenguaje algebraico; y así, para 
poder ejecutarle con alguna facilidad , se tendrá entendi­
do : que las palabras sumado, agregado, aumentado en 
etc. y sus sinónimas, conducen á poner el signo h-; las 
restado de, quitado, disminuido en, etc. y sus sinónimas 
quedan traducidas poniendo el signo •—; las multiplica-
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do por, tantas veces mayor etc. conducen á poner el sig­
no x; las dividido por, tuntas veces menor, etc. condu­
cen al signo (:) o raya de la división; las tal potencia etc. 
al de elevar á potencias; y las estraer tal raíz etc. al sig­
no radical; y las palabras dé, componga, resulte, salga, 
y todas sus equivalentes, quedan traducidas escribiendo 
el signo =

Guando planteado un problema se hallan tantas ecua­
ciones como incógnitas, la cuestión es determinada; cuan­
do resultan ménos ecuaciones que incógnitas, es indeter­
minada; y cuando resultan mas ecuaciones que incógni­
tas, se debería llamar mas que determinada; pero en este 
caso la cuestión ó es absurda, ó es inútil alguna condi­
ción de las que se dieron; por lo que no se considera esta 
clase de cuestiones.

Cuando en una ecuación, considerada por sí sola, no 
hay mas de una incógnita, se dice que es determinada-, 
pero cuando hay dos ó mas incógnitas, se dice que es in­
determinada.

143 Las ecuaciones, sean determinadas ó indetermi­
nadas, se dividen en grados, tomando el nombre del 
mayor esponente que tiene la incógnita; así, a-^-bx—cx-*-d-\-e 
es una ecuación de i.er grado, porque la incógnita x só­
lo se halla elevada ¡í la primera potencia; y es determi­
nada, porque sólo contiene la incógnita x. La ecuación 
ax2-i-bx==c-t-ex es de 2° grado, porque el mayor espo­
nente de la incógnita es 2; y es determinada, porque 
so'lo contiene la incógnita a’; y la ecuación ax2-i-bx9 -hd=cx3 
es de 9.0 grado; y es determinada por la misma razón que 
las anteriores.

Las ecuaciones indeterminadas también toman el nom­
bre del mayor esponente de las incógnitas; pero como 
puede haber términos donde se hallen multiplicadas ó di­
vididas entre sí, para averiguar el grado de la ecuación, 
se suman los esponentes de las incógnitas que se hallan 
en el termino que hay mas dimensiones desconocidas. 
V. g. la ecuación ax—bz-i-d es indeterminada, porque 
tiene dos incógnitas; y es de i.er grado, porque en un 
mismo término sólo se halla una incógnita, y es con la 
unidad por esponente; la ecuación ax3-i-bz3x4=ax6-t-cd,
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es indeterminada, porque tiene tíos incógnitas; y ademas 
es del j.° grado; porque en el segundo te'rmino del pri­
mer miembro se hallan dos inco'gnitas, la una con el es- 
ponente 3, y la otra con el 4; luego en este término hay 
siete dimensiones desconocidas.

CuaudQ las ecuaciones son de un grado mas elevado 
al primero, pueden ser Je dos maneias: puras ó incom­
pletas, que son aquellas en que solo se halla la incógni­
ta con el esponente que da nombre á la ecuación; ó mis­
tas, completas ó afectas, que son aquellas un que, ade­
mas del término donde se halla la incógnita con el espo­
nente que da nombre á la ecuación, se encuentra en 
otros términos con un esponente menor. V. g. x3-i-a=b, 
xs-+-c=d¡, ó en general x"=e, son ecuaciones puras 
de 3.0, 5-° y n° grado. Las ecuaciones x3-hx-t-c=b, 
x'J-ha ::i-+-bx—cd, ó en general xn-í-axn '+etc=c, son 
ecuaciones mistas, completas ó afectas, de los mismos gra­
dos que las anteriores.

Esc. Cuando las cantidades conocidas que entran en 
las ecuaciones son números, como en estas: x' +3x1=38, 
z3-t-2xz=2o, etc. las ecuaciones se llaman numéricas', y 
cuando las cantidades conocidas están espresadas por le­
tras, como en ij+m’+¿i=5, x,-i-ax=b, etc. las 
ecuaciones se llaman literales ó algebráicus. En estas, y 
siempre que en los cálculos entran cantidades conocidas 
enlazadas con las incógnitas, se da el nombre de coefi­
ciente á toda la cantidad conocida que multiplica á la in­
cógnita. V. g. en el término 2x, el coeficiente es 2; y en 
la espresion 2ax el coeficiente es 2a.

144 Como el espíritu analítico cpnsiste en hallar una 
ó mas cosas desconocidas, en valores de las que se dan 
conocidas, todo el artificio de la Análisis, cuando ya está 
planteado el problema, consiste en determinar á qué can­
tidades conocidas es igual ó son iguales las incógnitas; y 
las operaciones que se ejecutan para dejarla sola en un 
miembro, sin coeficiente, esponente, ni divisor, y con el 
signo positivo, se comprenden bajo el nombre de despejo 
de las incógnitas.

145 En el plantéo de los problemas (142) se suelen 
encontrar muchas dificultades, porque las condiciones á
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que han de satisfacer las cantidades, están á veces tan 
intrincadas y enredosas, que parece imposible atinar con 
la operación á que deben conducir; lo cual no sucede así 
en el despejo de las incógnitas, que está fundado en que si 
con cantidades iguales se hacen operaciones iguales, los 
resultados son iguales; y ademas hay una regla general 
para saber las operaciones que se lian de hacer, que son 
las contrarias de las que estén indicadas con las cantida­
des que afectan á las incógnitas.

146 En efecto, 1.° cuando la incógnita se halla sú­
mala con otra cantidad, queda despejada pasando por vía 
de resta al otro miembro la cantidad que sumaba ú la in­
cógnita. V. g. si se tiene x-ha—b, quedará despejada la 
x pasando el término -ha al otro miembro con el signo 
—, de este modo x—b—a; porque siendo x-ha—b, 
si de ambos miembros quitamos la «, será x-t-a—a; 
pero en el primer miembro -t-a y —a se destruyen, lue­
go quedará x~b—a.

147 2° Cuando una cantidad afecta á la incógnita 
por vía de resta, queda despejada pasando al otro miem­
bro dicha cantidad por vía de suma. Por ejemplo, si se 
tiene x—a—b, será x—b-ha-, porque si á_ambos miem­
bros de la ecuación añadimos una misma cantidad a. se 
tendrá x—a-ha—b-ha-, y como —a y -ha se destruyen 
en el primer miembro, quedará x—b-ha.

Cor. De estos dos casos se deduce, que para pasar un 
término de un miembro á otro basta mudarle el signo; y 
que si al fin de un cálculo resulta la incógnita ccn el sig­
no —, se podrá poner con el signo -1-, mudando los sig­
nos á toda la ecuación; porque esto equivale á trasladar 
los términos de un miembro á otro; así, si tuviese —x~a—b, 
podría poner x=b—a.

148 30. Cuando una cantidad multiplica á la incóg­
nita, quedará esta despejada partiendo el otro miembro por 
lo que multiplica á la incógnita. V. g. si se tiene ax=b,

resultará ; porque si dividimos ambos miem-
a ax b

tros de dicha ecuación por a, se tendrá ; y
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como a arriba y a abajo se pueden suprimir (ói.. 4.0)
h

en el primer miembro, quedará x=—.

149 4.0 Cuando una cantidad divide á la incógnita,
se despeja esta multiplicando el otro miembro por lo que

x
divide á la incógnita. V. g. si se tiene —=¿, será

Cl

x -ah; porque multiplicando ambos miembros de la
ax . .

ecuación por a, se tendrá —=ab; y suprimiendo en 
1 a

el primer miembro a arriba y abajo (61..4.0), será a—al.
150 Al despejar una incógnita no siempre se presen­

tan ecuaciones tan sencillas como las que liemos consi­
derado hasta ahora, sino que se hallan á un tiempo en­
lazadas con las incógnitas las cantidades conocidas, por 
vía de suma, resta, multiplicación y división; y en este 
caso para despejarla, lo que se hace es: 1 ° pasar (147 cor.) 
al primer miembro todos los términos donde se halla la 
incógnita, y al segundo todos aquellos donde no se halla. 
2° Después se quitan todos los divisores de los términos 
donde hay incógnita, lo que se consigue multiplicando cada 
término por el producto de los divisores de los demas. 
2° Luego, se reducen á uno solo todos los términos don­
de se halla la incógnita, si la ecuación es numérica; y si 
es algebraica, se descompondrá el primer miembro en dos 
jactares, sacando la incógnita fuera de un paréntesis, y 
encerrando dentro dé él lo que la multiplique. 4.0 Y final­
mente, quedará despejada dividiendo el otro miembro por 
todo lo que multiplica á la incógnita.

Así, si quiero despejar la incógnita en esta ecuación
'l ex

!\ex
3.r—«-)------ \ra.x=——l-/i———,

b 7 oc

primero pasaré al primer miembro los términos —-— y---- —

del segundo, y el —a al segundo, mudándoles los signos, y tendré
2.x-

3x--|----- \-ax~b
.4 ex x.
-----+;— =n+" (A);

7 3C7
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ahora quitare los divisores, multiplicando el 3a: por 2 1 6c, producto
2.T

de los divisores b, 7 y 3c, de los demas ; el---- por 2 1c, producto
6 4 ex

dé 7 y 3c; el ax por 2 lie, producto de b, 7 y 3c; el ——— por 

3Se, producto de b y 3c; el — por 76, producto de 6 v

151

de 7; todo el segundo miembro se multiplicará por 216c, pro­
ducto de los divisores 6, 7 y 3c, y se tendrá

636e.r+42ex+S 1 abex— 1 ibeex+'i bx=(n+a) X 2 16c.
Esta transformación no altera la ecuación (A), porque equi­

vale á multiplicar sus dos miembros por el producto 216c de to­
dos los divisores; pues en el término donde haya alguno, queda 
hecha la multiplicación con suprimirle. (66 cor.).

Ahora, sacando la x fuera de un paréntesis, que contenga to­
do lo que la multiplica, se tendrá
.r(636c+42c-f 2 l«6c— 1 26cc+76)=(n+rr)X2 16c; y dividiendo 
por lo que multiplica á la incógnita, que. es lo que se halla den­

tro del paréntesis , resultará __________(»+»)/,2 16c________
636c-)-42c-f 21 abe— 156ce-f 76

Cor. De aquí se deduce que una cantidad, que en un 
miembro se halla como factor, puede pasar al otro por di­
visor ; y al contrario, toda cantidad, que se halla por di­
visor, puede pasar por factor al otro miembro: y que'qui­
tar los divisores de una ecuación equivale á multiplicar 
sus dos miembros por el producto de todos ellos.

151 5.“Cuando la incógnita se Italia elevada á poten­
cias en una ecuación pura, se despeja estrayendo del o tro 
miembro una raíz del mismo grado que el de la potencia.

V. g. si se tiene a;"=6 , quedará despejada la x poniendo
n

x=Z6; porque si estraemos de ambos miembros la raiz n, será
"— n n— J1 n
\/x"=s/b; pero Zxn=x’l=x'—x, luego x.—Zb.

Si n es un 'número par, se deberá poner (IM..1.0) el sig­
no rfc ; de manera, que si fuese r’=a’ , resultaría .r=r±-r.

152 6.° Si se hallase la incógnita debajo de algún
radical, quedaría despejada elevando el otro miembro á 
una potencia del mismo grado que el radical.

n
Por ejemplo , si se tuviese Zx—b, resultaría a =6“; por- 
Touo I 10
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que ,i elevamos á la potencia n los dos miembros de la ecaa-
r.ion <)~x=b , resultará (v'í’)n= (§ 135) x=bn.

Esc. 1° Para completar iodos los rasos en que. puede hallar­
se la incógnita en las ecuaciones puras, iadan aun consumar 
once casos, y son los siguientes;

7° ax=b ; S.° xx=a ; 9.° /a¿=b; 10" )/*
X_
/x=a:

11°

140 X$=a ; 15° (^J. ~a' 16-° ]/■
17.° X/" — ="■

X __ _

a:=a ; y

Las ecuaciones señaladas con los números J 0 Y S.° son ya cono­
cidas bajo el nombre, dv. exponenciales, y se. saben resolver. Las de­
más 110 se han considerado hasta ahora, al menos que yo sepa , y 
podrían también comprenderse bajo la denominación de esponai- 
eiales. De todas nos ocuparemos en la nota del § 2 19 de este tomo.

Esc. 2.° Propongámonos resolver algunos ejemplos, cuestio­
nes ó problemas.

1. ° Hallar un número , tal que, si al triplo de dicho nú­
mero , se le quitan siete unidades , resulte el mismo numere 
aumentado con 1 ó unidades.

Res y Dan. Llamemos .r el número que buscamos, y el problema 
quedará planteado (1-42) en la siguiente ecuación: 3:c—,=.c+l;'.

Trasladando los términos donde hay incógnita al primrr 
roiembVo, y los conocidos al segundo, mudando sus signos 
( 147 cor.), será 3.r—x=l 5+7; ó simplificando 2¿=23; 
y dividiendo por 2 , será ,-c=l 1.

Comprobación ó verificación: el triplo de 11 es 33; si se 
le quitan 7 quedan 26 ; y como si al húmero 1 1 se le. añaden 
15 unidades, resultan 26, queda comprobado exactamente, q"C 
el número 1 1 satisface, á todas fas condiciones que se. pedían.

2. ° Se pide un número, tal que, si d su duplo se le anuden a 
unidades , resulte el misrho número , quitándole dos unidades.

Res. y jüem. Espresando por ¿t el número que busco, la cuestión 
quedará planteada en l;i siguiente ecuación 2.c+5=a: -■

Trasladando será 2.c—x=—2—5 ; ó simplificando, resul­
ta x=—7, Aquí tenemos un resultado negativo; y debemos 
fijar nuestra consideración en lo que nos manifiesto, que es el q"
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este número es de una naturaleza contraria d la de los nú­
meros , como se han considerado en la Aritmética, ó que si 
se quiere obtener un número como los considerados en la 
Aritmética , que 'unidos á oíros de su especie los aumentan ó 
restados los disminuyen ele., debemos cambiar enteramente en 
sus opuestas todas las condiciones del enunciado de la cuestión.

Para comprender esto bien , debemos observar , que las cir- 
curslancias que espresá literalmente d enunciado del problema, no 
pueden satisfacerse, por ningún número en la única acepción que 
los considera la Aritmética. En efecto, el duplo de un número, 
según los consideramos en la Aritmética , debe ser mayor que el 
misino número; si le añadimos cinco unidades, con mas razón 
tendremos un valor mayor que dicho número, y el enunciado 
exige que ha de ser igual al mismo número disminuido en dos 
unidades; luego lo que. se nos pide no puede corresponder, á los 
números en los términos rpie la Aritmética los considera.

Ko sucede asi en el Álgebra; la resolución x~1 satisface 
precisa y exactamente á la cuestión en losmismos términos que vie­
ne propuesta sin incurrir en ninguna contradicción. En efecto, 
seguir lo que hemos manifestado (105), el duplo de un número 
negativo es menor que. el mismo número, pues hemos deducido 
q„” ; luego si le. añadimos 5 unidades, nada se. opo­
ne á que. esto sea igual al níismo número disminuido en las dos 
unidades que espresa el enunciado.

Verifiquemos qne el número —7 , sustituido por x, salisia- 
cc á la ecuación 2a:+5=a-—2.

En efecto, el duplo de. —7 es —14; y haciendo la sustitu­
ción resulta —14+5=—7—2 ; ó’simplificando —9=—9 ; lue­
go el número —7 verifica exactamente la ecuación propuesta; pues 
lo mismo resulta en el primer miembro que en el segundo, y el 
principio de donde nace toda la evidencia es que una cosa es igual 
á ella misma (inlrod.). Luego el Álgebra dá lo que se. le pide. 
Pero aun hay mas, y es: que si queremos que. el resultado sea un 
número conforme lo¡ considera la Árimélica , debemos- cambiar 
en sus contrarias todas las condiciones que. se. exigen ; y así va­
mos á manifestar que mudando la palabra añadir en su contra­
ria que es restar ó disminuir, y que donde dice quitar, se pon­
ga sumar ó añadir, entonces el resultado será un número como 
los considera la Aritmética. ,

Cambiadas dichas palabras en sus contrarias, quedará el siguiente 
empuñado: hollar un número, tal que, si á su duplo se le quitan 
í> unidades , resulte el mismo número aumentado en 2 unidades.

El cual queda planteado en la siguiente ecuación Hx-5=or+2,
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que trasladando dá 2x—x=5+2 ; ó simplificando x=1. El 
cual satisface á la ecuación, pues dá 14—5=7+2, ó 9=9. 
Donde se. advierte no solo la generalidad del Álgebra, sino la gran 
prerogatiya que tiene de advertirnos, cuando pedimos cosas que 
no existen como se. piden, sino de una naturaleza contraria á lo 
que se pide en la acepción que se dá generalmente á los núme­
ros; de. donde, se deduce que: todo valor negativo, hallado pa­
ra la incógnita en un problema del primer grado, indica un 
vicio en el sentido de las condiciones del enunciado ó al me­
nos en la ecuación que es su traducción algebraica. Mas ade­
lante. (170) veremos los medios que tiene, el Álgebra para indi­
car, que. lo que se pide no existe absolutamente de ninguna ma­
nera, que se consideren los números.

153 Guando, al plantear una cuestión, hay tantas 
ecuaciones como incógnitas , dicha cuestión es determi­
nada ( 142); para despejar en este caso cada incógnita 
se pueden seguir tres métodos diferentes, de les cuales el 
usado mas generalmente es el que se conoce con el nom­
bre de sustitución (*):

(O) Los otros dos Métodos se conocen con los nombres de Métodos 
de igualación , y métodos particulares.

Él de igualación consiste en determinar en todas ¡as ecuaciones 
una misma incógnita-, después se iguala el calor sacado de la pri­
mera con cada valar sacado de las demas, ¡o i/ue dará una ecua­
ción y una incógnita menos; después, en el conjunta de ecuaciones 
que resultan, se determinará otra incógnita, y el calor sacado de 
la primera se igualará con los sacados de las demus, ¡o que nos 
dura' otra ecuación y otra incógnita menos-,y asi procederemos has­
ta que tengamos una sola ecuación con aria sola incógnita, en cayo 
caso se despejará estu, y se sustituirá su vulor sucesivamente en 
las anteriores.

Propongámonos despejar por este método las x, 11, z, en el
mismo sistema (A) de ecuaciones:
,i+u+2=a)

x+u—z=b )• (A) 
x—u—z =c ) 

Determinando

x=u—u—z) 
x=b-u+z (15) 
x=c+«+-' 

en todas ellas la

a—u—z—b—ií+z 
a—u—z—c-\-u+z (C).

x, tendremos las tres ecua­
ciones (B).

Que, igualando el primer valor de x con los dos de abajo, se 
tendrán las dos (C).

En las cuales, determinando oirá incógnita, tal como la z, la
a—b

, enprimera nos da —2z=b—a ó l2z=a—b, y
2
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Este consiste en determinar en la ecuación mas senci­
lla la incógnita mas sencilla, y sustituir su valor en las

la que tengo ya conocida la z; por lo que podré sustituir este va­
lor en la de abajo y despejar la u. Pero, corno ahora se trata de 
manifestar el método de igualación, determinaremos también la 
z cu la segunda ecuación, lo que nos dará —•2;3==c—a+2u

tt-c-iu
ó 2í=o—e—2u, y ~=---- ----- ; que, igualando los dos

a—c—2« a—b
valores de z , tendremos : -------------=------- ; y

2 2
como aquí no tenemos ya mas de una incógnita, que es la u, la 
despejaremos, quitando primero los divisores de ambos miembros, 
loque nos dará a—c—2«=o—ó; pasando lodo lo conocido al 
segundo miembro, se tendrá: — 2u=u—ó—u+c, ó destruyendo y

b—c
mudando los signos , 2u=b—c, y por último u= ------- .

Sustituyendo ahora el valor de u y de a en cualquiera de los 
tres valores (B) de ,r, por ejemplo en el primero, tendremos:

b—c a—l> 2 a—i+c—a+6 a-fe
x-=a—u—z=a------------------- ------------------------—------ ;

2 2 2 2
que es el mismo resultado de antes.

El tercer método consiste en ejecutar con las ecuaciones que se 
clan , aquellas operaciones que conozca el calculador que le conducen 
á despejar inmediatamente la incógnita que desea; sobre este punto 
«o se pueden dar reglas, pues solo dependen del talento', destreza y tino 
del calculador, l’or esta causa, le aplicaremos al mismo ejemplo con el 
fin de que se puedan comparar unos métodos con Oteos.

Sean las mismas ecuaciones (A). ar-ff/-j-.s=a ~)
Si me propongo despejar inmediatamente x+u—z=b > (A).

x—a—z=c J
la x, observaré que, sumando la primera con la tercera, oblendré 
por primer miembro 2:r; porque. +u se destruye con —u, y 
+z con —z; y como de sumar los segundos miembros, resulta

a+e
u+c, se tendrá 2.r=o+c; de donde x=—-—.

Si me propongo despejar directamente la u, restaré la tercera 
ecuación de la segunda y obtendré 2u=b—c; porque de restar
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demás; luego, «/ /a ecuación mas sencilla que resulté, se 
determinará la incógnita mas sencilla , y se sustituirá su

los primeros miembros, resulta’que +.r con —x (porque al sus- 
traendo se le lian de. mudar los signos) se destruyen, y —z con -)-■

b—c
igualmente se destruyen: luego dividiendo por 2, será u—----- .

Finalmente, para despejar z, restare la segunda de la prinie-
a—b

ra , lo que me dará 2z=a—L y z=------ ; con lo cual tc-
2

liemos sacados los mismos valores queántes por los otros dos métodos.
Entre los métodos particulares se conocen tres, que pueden consi­

derarse como métodos generales, y son: el de los coeficientes idénticos, 
el de Bezaut, y el que resulta de tomar ecuaciones, en que sean alge­
braicos los coeficientes de las incógnitas, des/iejur estas, j- que sus 
resaltados sircan de fórmulas jaira resolver los casos de su misma 
especie.

Para que se forme una justa idea de todos estos métodos, y que 
se puedan comparar entre, sí, para que el calculador elija el que le 
parezca mas adecuado, según sus circuns­
tancias, resolveremos una misma cuestión S.r— 21 2=3.3
por rada uno de los métodos; y será el 6x-\-35z=l 77 
ejemplo 1 l.° del § 236 del lomo !.° parle.
1.a del Tratado Elemental, á saber:

Por el método de sustitución, despejaríamos la x en la segunda
1 7 7—3 5s

ecuación, lo que da x—-------------; cuyo valor, sustituido en
6

. , _ , 8X177 —SX.35a
la 1.a, nos da ---------- ------------- 2 1 -==3 3; que haciendo las mul­

tiplicaciones, y quitando el divisor, da 1i\1 6—2S0s— 1 26í=198; 
ó simplificando, —4 '6s= 19S—1 416=—12 I 8, que nos da

— 1218
*=--------- =3.

-406

tiene que

Sustituyendo este valor de z en el de x, se ob- 
II"—35 s 17 7-105 72

Por el método de igualación, despejaremos la x en ambas eeuo-
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valor en las otras ; y así se continuará hasta que solo sb 
tenga una ecuación con una incógnita ; en cuyo caso se

33 + 2 ts 177—353
dones; lo que da x=-----------y x = - '; que, igua­

lando los valores, nos resulta
33+213 1 7 7-353

8 = 6 : que, qui­

tando los divisores, lo cual se obtiene análogamente á lo que se 
practica (68) al reducir los quebrados á un mismo denominador 
cuando estos tienen factores, multiplicando el primer miembro por 
3, y el 2.° por 4i 1105 resulta 99+633=708—1403, ó

609
633+1403=708—99, ó 2033=609,■ queda s=-—- =3.
Sustituyendo este valor en el segundo de x, se tiene

177—35.3 177—105 72
*=--------------------=-----------------------=----------= 12-

6 • 6
El método de los coeficientes idénticos consiste, ruando son dos 

las ecuaciones, en multiplicar cada una por el coeficiente que en la 
otra lleva la incógnita que se quiere eliminar; después sumarlas ó res­
tarlas, y queda ya una sola ecuación con una Incógnita; se despeja es­
ta, y su valor se puede sustituir en cualquiera de las ecuaciones dadas 
para despejar la incógnita que se eliminó antes: pero si se quiere ha­
cer lodo por el método de tos coeficientes idénticos, se multiplicará 
cada ecuación de las dallas por el coeficiente que cu la otra lleva la 
incógnita ya determinada; se suman ó restan, y queda una ecuación, 
que contiene solo la incógnita que aun no se ha despejado; se despeja­
rá y queda resuelta la cuestión.

Así, multiplicando la 1.a ecuación del gr_, 06_( 
sistema (¡VI) por 6, y la 2.a por 8, se —UI6-
vierten en ■ ’
restándola 1.a de la 2.a, se obtiene 2803+1 263=14 16—1 98,

1218
ó 4063=12 1S; que da 3@=.-------= 3.

.4 06

Para eliminar la 3 y despejar la ^ 3S0,r—7 3 5—_-l 1 3.-, 
multiplicaremos1 la primera ecuación por 35 < ;ggl,. 1 735^—371 n 
y la segunda por 21; y se convertirán en J ‘

, 4372
Sumándolas, resulta 4^6.ir=4S7 2 ; que da x—--------=12.

406
En eile sistema de. ecuaciones, podríamos obtener el mismo ro-
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despejará; y sustituyendo su valor en los anteriores, que­
darán despejadas todas las incógnitas.

sallado con alguna mas sencillez, observando que los coeficientes Jt 
x son 8 y (i, que teniendo el factor romiiu
2, resultará la X con el mismo coeficiente.
(GS) multiplicando la primera ecuación por
3, V la segunda por 4i lo que dará : 
restándola 1.a de la 2.a se obtiene 1402+032=708—99;

G09
ó 2032=609; queda z=------ =3. Este valor podría susli-

203 1

tuirse en cualquiera de las propuestas, y despejar x inmediatamen­
te. Mas, para hacerlo todo por el método de igualación, teniendo 
presente que los coeficientes 2 t y 35 de z tie­
nen común el factor 7, multiplicaríamos la Ia 
por 5 y la 2.a por 3, y se nos convertirían en

Sumándolas, se tiene 5S.r=69G; queda x= ——=12.
58

Cuando son mas de. dos las ecuaciones, se multiplica cada una por 
el producto tic los coeficientes de la incógnita que se. quiere eliminar 
en las otras ecuaciones; con lo que, teniendo ya esta incógnita unoi 
mismos coeficientes, restaremos sucesivamente una ‘le cada una de lar 
otras; lo cual nos dará una ecuación y una incógnita menos; y para 
eliminar en este sistema otra, continuaremos del mismo modo hasta 
que obtengamos una ecuación con una sola incógnita; y del mismo 
modo.procederíamos para determinar las demas.

El método de liezout consiste en multiplicar cada ecuación délas 
dadas menos una, por una cantidad indeterminada; después, de la sa­
ma de estas se resta la otra y se tienen tantas ecuaciones como incóg­
nitas, y ademas tantas cantidades indeterminadas menos una como in­
cógnitas. Después, se igualan con cero todos los coeficientes de las incóg- 
nilasqticse quiere que desaparezcan, y nos resulta una sola ecuación con 
una sola incógnita; la que se despeja por el método general; después, en el 
sistema de ecuaciones que resultan de igualar á cero los coeficientes de 
las incógnitas que se eliminan, se despejan las cantidades indetermina­
das; sus valores se sustituyen en la ecuación en que se tenía ya despe­
jada la incógnita; y quedará esta enteramente conocida.

Para despejar otra incógnita, se igualan con cero todos los coefi­
cientes de las otras, y se determinan por medio de estas ecuaciones lo- 
das las cantidades indeterminadas por las cuales se multiplicaron las 
ecuaciones primitivas.

En la ecuación que resulta, después de igualados con cero los coe­
ficientes de todas las incógnitas menos una, queda solo una incógni­
ta; se despeja esta, y en el valor que resulta, se sustituyen los valona

4-0.r—1052=165 
18x+1052=5 31.

2 4:r—63 2=99 
2 j.i'-j-14ü2=70S;
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Propongámonos despejar las incógnitas en este sistema 

de ecuaciones (ni).

Iiallatios para las indeterminadas, y se tiene enteramente conocida 
otra incógnita, y asi se procederá liasta determinar todas las incógnitas. 

Haciendo aplicación de este método á las f S:v~2 í: =33 
mismas .ecuaciones , \ G.r-f-3 5 : = 1 7 7
multiplicaremos la primera por m , lo qno la convertirá en 
8 mx—21/ «:=33m ; restando de psta la otra, se tendrá 

(Sm- G).r—(2 lm+35)—3Sm— 1 77- (N).
Si queremos eliminar desde luego la x, igualaremos ron ccrq

su coeficiente 8ni—6 ; lo queda 8m—G=0; de dondein= S — ¡
4

y queda reducida la ecuación d —(2 lm+3 5);=33m—177, que 

u 33 m —177 • 3 3 mi—17 7
—(21m+ 3 5) —2 1 m— 3 5 ’

y su.Uiluyendo en esta, el valor ¿ de m, que acabamos de determinar,

sera
33 X------177

4 "—708 G09
=3.

-21X--35 -03-‘40 —2Ü3
4

Sustituyendo este, valor en la 1.a ecuación, podríamos determinar 
la x; pero la determinaremos por el mismo método de lieznút. \ 
cuyo efecto, igualaremos con cero el coeficiente de en la (re. ¡S),

I" quedará 21i«+35=0, queda ni=— — -- --------¡y la ecua-
21 3

cion quedará reducida á (Sm—0),c=3 3m— 1 7 7, donde está climl- 

3 3/«—17 7
ñaua la ;, y.da x -- ----------------; que, sustituyendo por m el valor

Sm—G 
o

— ■— que le acabamos de determinar,
J

33—5 — 1 7
— 55—17 7 —232 G9G

g —•> —40—18 58

■"i ’ 5 r
-=I2.

58

F-l método de suponer las incógnitas con los coeficientes algc- 
Xoajo I. 17
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Para esto determinaré en la —«+ü=as
primera una cualquiera de ellas, (2,a)x-\-u—z—b |(M) 
tal como la x-, y tendré (3.a)a— u—z=c J

x — a-i-u — z.

bráicos, y deducir los valores en general de las incógnitas, está
reducido á lo siguiente. nx+b-_c (|)

Supongamos que se. den las ecuaciones L '■
1 0 1 a'x+b'.s=c'(2) \

c—b:
sustituyendo este 

c—bz
- + 6'z = c'¡

Despejando .r en la primera, se tiene x=- 

valor en la segunda, se convierte, en a'.

efectuando las operaciones y quitando el divisor, resulta 
a’c—a'bz-\-al/z=ac.’;

ó trasladando y descomponiendo en factores z(al' —ba‘)=ac'—a.'c\

que da
ac'—a’c

7 («)■ab'-ba'

Sustituyendo este valor en el de x, bailado ánles , sí

tendrá

ar'—caf
c—bz C ' al>r—bar c.alf—cbn!—bac'-\-bcrir

a a a{aü—bu! )

cab'—beuf d/—be'
(S).

a{ab'—ba') al'—ba'

Obtenidos estos resultados, después no hay mas que comparar 
las ecuaciones primitivas (I) y (2) con las dadas, para encontrar 
los valores de los coeficientes o, b, c, a', b', c'\ y después susti­
tuir estos valores en las ecuaciones (a) y (§), y quedan determi­
nados y conocidos los valores de. x y de. z.

«t • , , . . i 0=8, b=—21, c=33Haciendo la comparación,se tiene < . - ... 1 J a'=6,í>'=35, c'=17con lo cual se. tiene
33X35-|-21X1 77 1 155 + 3717 4872

8X3 5 + 21XG 280+126 4^6

8X177—33X6 1416—198 121 3

=12;

8X35+21X6 280+126 406
El método de Bcr.out aventaja á todos los demás, en brevedad, cuan­

do son muchas las ecuaciones y las incógnitas.
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Sustituiré este valor do j en la-, dos do ahajo y je couvr.i ú- 

rán en ( N ), ó simplificando cu ( O );
“+"-‘+“-feí} <n) (0)i'
o-fu—z—u—z=c ) a—2 a=c ) v '

y como cu la segunda de estas ecuaciones no hay mas de la incóg­
nita z , la despejaré por lo dicho ( 150 ), y será

zJ’̂ l=\{a-c) («).

Sustituyendo en vez de a este valor en la primera de las (O ), 
6 desde luego en vez de —2z su valor c—«, tendré: 
o+2u+c—,a=b, ó Vu+c—b , que (150) da u=£(b—c).

Sustituyendo estos valores de s y de u en el de x , será 
#==a-fu-z=a-f|(i—c)—\{a—r); que, reduciendo el entero á la 
especie del quebrado que le acompaña , se convierte en

x = .
2a-t-¿—o—o-f<; u-f¿

=—_=I(o-fñ).

Con lo cual quedan despejadas las tres incógnitas.
Esc. En el sistema (N) de ecuaciones, vemos quo 

no se encuentra ya la x; y en este caso, se dice que se 
ha eliminado dicha incógnita. Por lo que, en general, 
eliminar una o mas incógnitas en un sistema de ecuacio­
nes, es trasformar dicho sistema en otro , que no conten­
ga la incógnita ó incógnitas que se deseaban eliminar.

Entendido esto,vamos á resolver algunas cuestiones.
154 1? Dada la suma y la diferencia de dos canti­

dades, hallar la mayor y la menor.
Res. y Dem. Sea s la suma dada , y d la diferencia ; sea 

x la cantidad mayor que se pide, y z la menor; 
y el problema quedará planteado en estas dos ecua­
ciones. x—z—d.

Despejando z en la primera , será z=s—x; cuyo valor, sus­
tituido en la segunda , da x—s+x=d, ó ix—s+d ; de don­
de (§ 4S) x=I(s-fd)=§s+£d; y sustituyendo este valor en

el de z, se tendrá z=s—
s+d 9 s—s—d s—d

(°) Cuando tengamos cantidades divididas por números, les pon­
dremos ánlcs el Coeficiente quebrado que les corresponda , poniendo 

cantidad dentro de paréntesis , ó no según sea necesario.
o
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Cuyos resultados manifiestan, que la cantidad mayor x 
es igual á la mitad de la suma, mas la mitad de la di­
ferencia ; y la menor z á la mitad de la suma, ménos 
la .mitad de la diferencia.
' Así, si se pidiese hallar la edad de nn padre y de un lujo, 

en el supuesto de que entre ambos tuviesen (¡0 anos, y el padre 
llevase á su hijo 2Q , diría; la mitad de 60 es 30 ; la mitad 
de 20 es 10 ; sumando 30 y 10, será 40 la edad del padre , ipic 
os la mayor. Y para hallar la del hijo, que es la menor, diría: 
30 menos 10 son 20, que sería la edad del hijo ¡ cuyas dos 
cantidades son tales que 40+20=60, y 40—20=20.

155 2.a Hallar tres números tales, que si del duplo del pri­
mero se quitan los dos tercios de la suma de los otros dos , re­
sulte 56 ; si del triplo del segundo se quitan los de ¡a suma 
de los otros dos , resulte 48; y s' del séptuplo del tercero se 
quitan las tres cuartas parles de la suma de los oíros dos, 
resulte 39.

Res. y Dcm. Sean 11, x, z, los tres números que se pi­
den , y el problema quedará planteado en las tres ecuaciones (A), 
ó quitando los divisores en las (B).

2«—f (n:+z)=56'V C 6//—9.r-2:=t 6RA
o.r—//+;)= 48 M A) <51 x—Su—52=8 i 6 > ( f})-
7 2 — i(r+//)=39 J (_ 2Sa—3.a:—3i/=l 56 J

Determinando x en la primera de las (B), se tiene 
a:=J(6«-2s—168)=3u—s—84 ; 

sustituyendo este valor en las otras dos , resulta 
5 1(3«—2—84)—5u—5s= 8 IG\
2 82—3(3//—-—84)—3«= 156/ 

ó efectuando las operaciones , tendremos
153u-51s-4284-5k— 5í=816)
28;—9z/+3s+2 52—3z/=156 )’

que , reduciendo y trasladando sale,
1 48//—56;=8!6+42S4=5l00 ) -

3 1;— ¡2u=150—252=—96 ’
ó dividiendo la primera de estas dos 13;//—1/(2=1975
por 4 , resultará (31;—12//=—96.

Despejando 2 un la 1.a da 2=Jj(37z/—1275), cuyo valor 
sustituido en la segunda, da 3 I Xy4.(37//—1275) —12//=—96j 
que, quitando el divisor, será 31( 37//—1275)—16Szz=—13.¡4l 
haciendo la multiplicación indicada, tendremos

1 147«—3959 í—16Su«=—1344/
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reduciendo y trasladando, resultará 9 79k=— 1 344+39525=33181; 
y despejando u, da a=8||^Íg=39.

Poniendo este valor de n en el de z, resulln 
i=Jí(37«—1 375)=/j(37X39— I 275)=

J$(1 4 4 3—1 2 7 5 )=T'?X 100=12;
v sustituyendo estos valores en el de -c, darán

.i=3«—;—84=3X39—12—84=1 I 7—96=2 I.
Por consiguiente, los tres números pedidos son 39, 21 v 12; 

los cuales satisfacen á las condiciones del problema, como cualquiera 
puede comprobar.

156 Las cuestiones suelen venir propuestas con ador­
nos, como puede verse en estos tres ejemplos.

l.° Se. pregunta á un sujeto la edad de su hijo Fabio; y 
responde:

Si Fabio, dos años menos 
De los que tiene, tuviera;
Tendría trece, y un tercio 
Y un cuarto de los que cuenta.

Llamando‘.r el número de. años que Fabio tenía efectivamen­
te, resultará que .r—2 espresará su edad cuando tenia dos años 
menos. Por consiguiente, .r—2 deberá equivaler al número 13, 
nías el tercio de la edad electiva de. Fabio, mas el cuarto de la 
«isnia edad de Fabio; y como la edad de. este la espresamos por 
v, su tercio será fx, y su cuarto, será ¿-.v. Por lo cual tendre­
mos planteado el problema en la siguiente ecuación 

x—2= 1 3+f .r+£.r ( A );
V practicando exactamente la regla (150), ird obteniendo los 
resultados siguientes:
*—f*—í.i-==í3+2=15 (Tí); 13.r-/|.r— 3.r=l 5X13=180; 

que, simplificando, da 5.c=I 80; y dividiendo el segundo miem- 
jro por 5, que es lo que multiplica á .r en el primero', se tiene 
r=LQS_35 Luego la edad efectiva de Fabio era 36 años.

Si queremos comprobarlo con el testo literal de la cuestión, 
observaremos, que cuando tenía dos años menos, su edad sería 3.4 
años. Veamos si el número 34 es igual al número 13 reunido con 
a tercera parte de 36, que es 12, y con la cuarta paite del 
nismo 36, que es 9; V como 13 + 12+9=34, resulta perfectí- 
mafílente comprobado que el número 36 satisface á todas las con­

diciones pedidas.
9.° Sup-iiie.se. una sala adornada con tres estatuas, de Juno, 

5'qiiter y Febo, tales que. las dos primeras pesan veinte minas 
o arrobas), y la tercera, que pesa seis, es igual á la cuarta parle
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cuánto pesa cada una, y se propone la cuestión en estos términos 
Juno y Júpiter pesan veinte minas;
Un cuarto del primero y un tercio del segundo 
Componen al Dios Febo,
Que pesa seis; Lucero
De la aurora serás si me adivinas.
Lo que pesa cada uno,
Juno sin Júpiter, Júpiter sin Juno. 

lies, y Dcm. Llamando x las minas que. pesa Juno, Jiípi- 
ter pesará 20—x (pues entre, los dos pesan 20); y como ¿ & 
Juno y f de Júpiter componen seis, el problema estará planteado 
en esta ecuación.
4 c+f(20—x)=G, de donde (150) sale ,r=8, peso de Juno; 
el de Júpiter será 12; y la cuestión queda resuelta.

3.° Supónese un León de bronce, que. arroja agua por los ojos, 
por un pie y por la boca, y se sabe-el tiempo en que cada caño 
solo llena-el pilón de. la fuente; se trata de saber el tiempo en que 
le llenarán corriendo mas de uno ó todos á la vez, y la cuestión se 
propone, en estos términos.

El que fulminó incendios en el Cielo,
Y si me. abrasa el sol, abraso el mundo,
Hoy en la Tierra convertido en hielo,
Por ojos, pies y boca me difundo,
Y con néctar divino 
Refresco al fatigado peregrino.
Este pilón de mármol esculpido,
Que en pocos dias ha sido fabricado,
En dos el primer ojo le ha llovido;
Pero en tres el segundo le ha llorado;
En cuatro el pie. le loca,
Y le escupo en seis horas por la boca.
Esto hace, un caño solo,
¿Y todos juntos? Lo defina Apolo.
¿Y combinados? Tú lo has de hacer solo.

Res. y Dcm. Sea t el tiempo que han de correr to­
dos los caños á la vez, para llenar el pilón, que llama- 
rémos p\ y tendrémos que el primer ojo, que llena el
pilón en 2 dias, en 1 llenará............................................... lp\
el segundo ojo, que. le llenaba en 3 dias, en 1 dia llenará...... '37'.'
el pie, que le llenaba en 4 dias, en 1 llenará......................... ÍP¡
la boca, que le llenaba en 6 horas ó ¿ de dia , en un dia llenará 4P’
ahora, sabiendo ya lo que cada caño llena en un dia, se. sigue que 
corriendo el tiempo t todos juntos, arrojarán una cantidad de

134
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gua esprcsada por lo que cada mío arroja en un dia multiplicado 
,or el tiempo ; esto es, el primer ojo, en t dias ó tiempo, arroja- 
Ü ipt; el segundo, -\pt; el pie, \pt ; y la Loca 4pt; y como toda 
1 agua que lian de arrojar en el tiempo /, se quiere que solo 
ea la del pilón p, se tendrá la ecuación ipH$pt+ip‘+4pt=p; 
pie dividiéndola toda por p, será 1 ■ y mul-
jplicándola toda por 12, se convertirá en G¿+4¿+3¿+4S¿=t 2, 

6lí=I2; de donde sale t = de dia = (§ 83) 4 horas 43 
n i mi tos y 1G,7 segundos.

Esc. El último renglón da origen á diez soluciones mas, que 
orresponden á averiguar el tiempo que tardarán los dos ojos solos,
I primer ojo y el pie, etc. ; las «pie deberán bailar los princi­
piantes; y obtendrán los resultados que oírccen las respuestas si- 
;uientes.

1. a Los dos ojos le llenarán en 1 dia, 4 Loras y 48 minutos.
2. a El primer ojo y el pie le llenarán en 1 dia y 8 horas.
3. a El primer ojo y la boca le llenarán en 5 Loras y 20 mi­

nutos
4-a El srgundo ojo y el pie le llenarán en 1 dia, 17 horas, 8 

minutos, 34,3 segundos.
5. a El segundo ojo y la boca le llenarán en 5 horas, 32 mi­

nutos, 18,5 segundos.
6. a El pie y la boca le llenarán en 5 horas 3 8 minutos, 49.4 

segundos.
7. a Los dos ojos y el pie. le llenarán en 2 2 horas, 9 mi­

nutos, 13,8 segundos.
8. a Los dos ojos y la boca le llenarán en 4 horas, 57 minu­

tos, 55,9 segqndos.
9. a El primer ojo, el pie y la boca, le llenarán en 5 horas, 

3 minutos, y 9,5 segundos.
10. a El segundo ojo, el pie y la boca le llenarán en 5 horas, 

14 minutos, y 10,9 segundos.
Propongámonos ahora resolver la siguiente cuestión : Hallar 

dos números tales , que si al duplo del primera se le añade sie­
te veces el segundo, resulten 3 8 unidades; j que el séxtuplo 
del primero sea igual con (p que resulte de restar , de l 14 uni­
dades , veintiuna veces el segundo número.

Esta cuestión quedará planteada, en virtud de lo expuesto (1 42) 
en las siguientes ecuaciones

2.r+7s=38, G.r=l 14—2 le.
3S—~ i

Despejando x en la primera, se tiene r
9
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Sustituyendo este valor en la segunda, se convierte en

38—lz
6.------------=114-21 z;

2
quitando el divisor y haciendo al mismo

tiempo la multiplicación indicada en el primero, se. nos converti­
rá en 22S—Á2í=4228—trasladando los términos desco­
nocidos al primer miembro, y los conocidos al segundo, se ten­
drá 4—j.2.i=2 2S—228; y haciendo la destrucción en am­
bos miembros, se convierta en 0=0; en la cual, desapareciendo 
enteramente la z, 110 tenemos ecuación para determinarla.

Si, antes de haber efectuado la destrucción, hubiéramos des­
compuesto en factores el primer miembro, hubiéramos obtenido 
(42—42)1=228—228; y dividiendo el segundo miembro por

228—228

0
lo que multiplica a z, resulta zz

42—4-
Estc valor representa (§§ 235 y 236) una cantidad indetermina­

da, esto es, una cantidad cualquiera. Por consiguiente, las dos expre­
sadas ecuaciones no bastan para determinarlas dos incógnitas x,z.

Esto proviene de que, de las dos ecuaciones dadas, la uñase 
deduce de. la otra por alguna operación algebraica, y no expresa 
condición particular que pueda servir para determinar las cantida­
des; y en efecto, si en la segunda ecuación trasladamos al primer 
miembro el segundo término del segundo miembro, se nos conver­
tirá en (>.i:-(- 2 1 ;= I 1 4.

Donde observamos, que. esta ecuación no es mas que. la prime­
ra multiplicada por 3; luego 110 es una ecuación diferente o dis­
tinto de la primera, sino una trasformacion suya.

Todo lo cual nos manifiesta, que: para q111• un número cual­
quiera de ecuaciones pueda bastar para despejar ó determinar 
igual número de incAgnitas, como se ha expresado (I42), es ne­
cesario que las ecuaciones dadas sean diferentes ó distintas entre 
si; eslo es, que no se puedan deducir las unas de las oirás por 
operaciones algebraicas. Esto, en unas ocasiones se podrá conoeer 
desde luego; pero, cu otras sólo se notará cuando se. llegue á una

» 0
ecuación como 0=0, ó resullandoparaalguna incógnita un valor—,

que es un símbolo de una cantidad cualquiera, ó de una cantidad 
indeterminada, según se demuestra ( 23 5 y 236) de. este tomo.

Terminaremos este asunto, poniendo un ejemplo de una cues­
tión mas que determinada, para corroborar lo qué hemos 3m¡;U- 
rado ( I 4- )■
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Supongamos que se nos pida : encontrar dos números, cnj * su­
ma sea 10 , su diferencia 4 , y su producto 2 I.

Llamando x, 2 á estos dos números, tendremos planteada la 
cuestión eu las tres ecuaciones siguientes : *+2=10, x—2=4,
*2=2 í.

Despejando x en la primera, se tiene a.1 = 10—2; sustitu­
yendo este valor en la segunda , y reduciendo, resulta 10—22=4» 
queda—22=4—10; 22=10—4, y -*=§(10—f)=^.G=3.

Sustituyendo este valor en el de x, hallado antes, resulta 
*=10—3=7. Luego tenemos ya encontrados los valores 7 y 3 pa­
ra las dos incógnitas x, 2 sin haber tenido necesidad de hacer uso 
de la tercera ecuación. Luego esta tercera ecuación es inútil en este, 
caso para la determinación de las dos cantidades. Se verifica que rl 
valor de x multiplicado por el de 2 sea igual ¿21 como exige di­
cha ecuación, porque escojimos esta condición con ese objeto; pero 
en todos los demas casos, la tercera condición imposibilita el ha­
llar los dos números con las condiciones pedidas; pues si el segun­
do miembro lo hubiéramos dado, diferente del 21, cualquier va­
lor que le hubiéramos puesto, como 1, 2, 3, 1000 etc. siempre 
nos conduciría á un absurdo. E11 electo, determinados por las dos 
primeras ecuaciones los valores 7 y 3 para los dos números ó canti­
dades, resultaría 7.3=1, 7.3=2, 7.3=3, 7.3=1000 etc.:
ecuaciones que todas ellas son absurdas. Luego queda corrobora­
do lodo lo espuesto ( 14- )•

De la elevación al cuadrado de los polinomios, y extracción de 
la raiz cuadrada de las cantidades numéricas.

157 Queda dicho (i27)que cuadrado es el producto 
de una cantidad por ella misma; así, multiplicando a-rb 
por a+b, se tendrá el cuadrado de a-+-Z>, como aquí se ve: 
(a+b')2—(a-hb)(a-i-b)zzza2-t-ab-i-ab-hb'¡=a?-i-2ab~t-L3 (A); 

que quiere decir, que el cuadrado de una cantidad, com­
puesta de dos partes, consta de tres, á saber: de cuadra­
do de primera parte (esto es lo que dice a2); de duplo de 
primera por segunda (esto es lo que dice eaA): y de cua­
drado de segunda (que es lo que espresa ¿2).

Toda espresion que, como la anterior, suministra una 
regla práctica, se llama fórmula; de manera , que fórmu­
la es una espresion analítica en que está cifrado el mo­
do de ejecutar una operación, ó alguna propiedad de 
una cantidad.

Tomo 1.

137
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Si la segunda parto del binomio tuviera el signo ne­

gativo —, resultaría
(a-üf-(a-b) (a-bj=a"—ab—ab-i-L~a2—lah-i-lr(A') (*),

j solo habría que enmendar en la regla, el decir menos 
el duplo de primera por segunda-, de modo que reuniendo 
Jos dos resultados, será (a±bf=a2±2ab-+b2.

158 Esto supuesto, la formula (a-t-b)2=za2-\-2ab-\-b2, 
sirve para elevar al cuadrado cualquier polinomio tal co­
mo a+b+-c-hd-, donde observaré, que tomando por pri­
mera parte la a, y lo demas por segunda, el cuadrado se 
compondrá de las tres partes que acabamos de decir. El 
formar el cuadrado de a y tomar el duplo de a ó 2a por 
lo que sigue, nada tiene que hacer; después, para formar 
el cuadrado de la segunda bs-c-t-d, se tomará b por pri­
mera parte y lo demas por segunda etc., etc.; y conti­
nuando la misma observación , estableceremos la siguien-

(<*) Como el cuadrado de una cantidad es ( I 2 8..1.°) siempre 
positivo, la ecuación ( A' ) manifiesta que o3—2a6-|-6a es siem­
pre una cantidad positiva ; para lo cual se necesita que <x3-p6’>2a6. 
Traducida en regla esta espresion, nos dice, que la suma de los 
cuadrados de dos cantidades cualesquiera es siempre mayor que 
el duplo del producto de dichas cantidades.

Fundados en esto, podemos demostrar la curiosa preposición 
que liemos visto cu la página 84 de los Elementos de Algebra, pu­
blicados en Edimburgh al fin de 1839 por el Rev. Philip KeUand, 
y es como sigue: La suma de una fracción con su inversa, esto 
es, con la que resulta de trastornar sus dos términos, es siem­
pre mayor que 2. a

En electo , sea — una fracción cualquiera; vamos á dc- 
b

a b
mostrar que---- 1----->2.

b a
a b

Porque----- 1-----=
b a

a’-f-¿’_o a’+b* 
ab lab '

y como o’-H’

acabamos de manifestar que es mayor que 2ab, el quebrado 
+6°

—-—— será impropio, y su producto por 2, será (76 esc.) ma­

yor quu í.
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te regla para elevar al cuadrado un polinomio: cuádrese 
el primer término-, multipliqúese el duplo del primer tér­
mino por todos los que le siguen-, cuádrese después el segun­
do-, multipliqúese su duplo por todos los que le siguen -, cuá­
drese el tercero, y continúese lo mismo hasta cuadrar el 
último término.

Así, aplicándola al polinomio dicho, tendré
(a-t-b+c-hd)2=a2-h eab+2 ac-t- 2 ad-t-b2.....

-t-2bc-i-2bd-t-c2-i-2cd-t-d5 (B).
159 Los cuadrados de los números díjitos están en la 

tabla de multiplicar, pues i2=ixi = i ;
e2=2X2=4 ; 3a=3x3—9> 4a=4*4=i6; 
52=5X5=2ó; * 62=6x6=3Ó; 7—7x7=49; 
82=8x8=Ó4; 92=9X9=81.

Estos, es necesario saberlos de memoria, para encon­
trar sus raices y las délos números intermedios; de mo­
do que los principiantes se deben familiarizar mucbo con 
este lenguaje: la raíz de 25 es 5 y no sobra nada-, la raíz 
de 38 es 6 y sobran 2; etc.

Ahora, si el número es compuesto, se descompondrá 
siempre en decenas y unidades: así, si quiero elevar 38 al 
cuadrado, le descompondré en dichas partes, y será 
38=30-1-8; y suponiendo 30=0 y 8=b, tendré por 
medio de la formula (A), que
3 83=(3 o-i- 8 )2—3 o2-+- 2 x 3 ox 8-1- 8:==9 00-1-4 8 c+6 4— 14 ,¡ 4; 
donde advierto que el cuadrado de todo número, que se 
compone de decenas y unidades, consta de tres partes, á 
saber: de cuadrado de decenas, de duplo de decenas por 
unidades, y de cuadrado de unidades.

160 Formemos ahora los cuadrados siguientes, 
i2=i ^ io2=ioo l ioo2=iooóo / etc 
92=8i í 992=98oi \ 9992=998ooi S

Y observando las cifras que tienen los números y sus 
cuadrados, veo que el menor número 1 de una cifra tie­
ne una en su cuadrado, y el mayor 9 tiene dos; el me­
nor número 10 de dos cifras tiene tris en su cuadrado 
too, y el mayor 99 tiene cuatro, y en general todo nú­
mero de n cifras tiene en su cuadrado lo mas el duplo 6 
*n, y lo rnénos el duplo ménos una ó 211—1.

161 Recíprocamente, todo numero de una tí dos ui-

119
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fras tiene su rala espresada por una; todo númerode tres 
ó cuatro cifras tiene dos en su raiz; yen general todo nú­
mero de un número par 2n de cifras, tiene en su raiz la 
mitad n; y todo número de un número impar 2n—1 de ci­
fras, tiene en su raiz la mitad y % mas, esto es, 

|(2 n—i)-H§=§n—|-+4=n.
162 Aplicando la formula (B) al número 678, será 

rrrróoo, ¿=70, c=8, y d=o-, y 
6781 =(6 ao-t-7o-H8)2=6oo2+2x6oox7o-t-2x6oox8+7o2...
-<-2x70x8 +82=36oooo-t-84oocH-96oo-f-4()oo4-i 120....

-+-64=459684;
donde observo, que el cuadrado de las centenas espresa 
decenas de millar; el duplo de centenas por decenas es- 
presa millares, etc.; luego para proceder del cuadrado á 
la raiz, hemos de buscar cada parte del cuadrado en el 
lugar que le corresponde. Así, se establecerá por regla.

Divídase el número propuesto en periodos de á dos gua­
rismos , empezando por la derecha, y no lé hace que el úl­
timo periodo contenga sólo un guarismo; á su derecha se 
colocan las rayas de dividir; se halla la raiz del perio­
do di la izquierda, y se pone en las rayas-, esta raiz se 
cuadra, y el cuadrado se resta de dicho periodo; al lado 
de la resta se baja el periodo siguiente, y se separa con 
una coma el guarismo de la derecha-, lo que queda á la 
izquierda de la coma, se divide por el duplo de la raiz 
hallada (que se coloca debajo de lo separado con la co­
ma); el cociente que resulta se pone en la raiz á la de­
recha del guarismo anterior, y al lado del duplo de la 
raiz que sirvió de divisor; se multiplica el divisor junto con 
el cociente, por el mismo cociente, y el producto se resta 
de lo que tiene encima, esto es, del residuo anterior, jun­
to con el periodo que se le anadió; al lado de la resta que 
resu Ite, se baja el periodo siguiente, y se separa el gua­
rismo de la derecha; lo que queda a la izquierda, se di­
vide por el duplo de toda la raiz hallada; y así se continúa 
hasta que no haya mas periodos que bajar-, en cuyo caso, 
si la última resta es cero, el número tiene raiz exacta-, y 
si no, es señal deque no la tiene. Y para aproximarla por 
decimales, se añadirán á la resta dos ceros, los que se con- 
sichrarán como si fuese un periodo-, esto es, se separará

1<¡0
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uno, se dividirá lo que quede á la izquierda por el duplo 
de toda la raíz hallada, el cociente se pondrá en la raíz 
después de la coma-, y luego se continuará todo lo que se 
quiera, añadiendo dos ceros por cada guarismo que se in­
tente sacar.

V. g. si quiero cstraer la raiz cuadrada de 459684 , le divi­
diré en periodos de á dos guarismos cada uno, y tiraré las ra­
yas como aquí se ve:

Luego, veré que la raiz de 45 es 6, 
que pongo en las rayas, y su cuadrado 36 
debajo del 45; tiro una raya y resto, lo 
que da 9. Al lado de la resta 9 bajo el si­
guiente periodo 96; separo el guarismo 
de la derecha con una coma, y lo que que­
da á la izquierda, que es 99, lo divido por 
12, duplo de la raiz hallada, que pongo 
debajo del 99, esto es, debajo de lo sepa­
rado con la coma; el cociente. 7 de dividir

4 5,9 6,S 4 
3 6

6 7 8

0 9 9,6 
1 2 7
1 0 7 8,4 

1348

0 0 0 0

99 por 12, le. pongo en la raiz á la derecha del 6, y también al 
lado del 12; multiplico el 127 por el cociente 7, y voy restando 
el producto, de. lo que tiene, encima, diciendo.- 7 pof 7 son 49, 
de 49 á 56 van 7 y llevo 5; 7 por 2 son 14 y 5 que llevaba son 
19, de 19 á 19 va cero y llevo 1 ; 7 por 1 es 7, y 1 que llevaba 
son 8, de 8 á 9 va 1 que pongo. Al lado de la resta 107, ba­
jo el periodo siguiente S4i separo el guarismo 4 1 y 1° (Il,e queda 
á la izquierda lo divido por el duplo de toda la raiz hallada que 
es 1 34 ; el cociente 8 de dividir 1078 por 134i'c pongo en los 
parages dichos; y hecha la multiplicación del 1348 por 8, y res­
tando al mismo tiempo, nos sale 0; de consiguiente.la raiz exac­
ta del número propuesto es 67 8.

Esc. Al dividir lo separado á la izquierda de la coma 
por el duplo de la raiz hallada, se debe tener presente: 
que nunca se puede poner mas de á 9 en la raiz; y si lo 
que está á la izquierda es menor que el duplo de la raiz, 
se pondrá o en ella y se hajará el periodo siguiente. Tam­
bién suele ocurrir el que se ponga en la raiz mas de lo 
que le corresponde: lo que se conoce si al ejecutar la 
multiplicación y resta, no se puede hacer esta última.

163 Si en la formula (A) hacemos b~ 1 , se tendrá 
(a-t-1)2—a2-t-2axi-t-r=ra2-t-2a+i; y como el primer tér­
mino a2 es el cuadrado de a, resulta que los cuadrados
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de dos números a y a-t-i, que se diferencian en una unidad, 
se dijerencianen el duplo del menor a mas la unidad, ( esto 
es, en 2a-t-i). Esta proposición sirve para comprobar las 
restas que resulten al estraer las raíces, pues siempre pue­
den llegar á ser hasta el duplo de la raiz hallada ; pero en 
llegando á ser el espresado duplo mas i , deberá tenerla 
raiz una unidad mas de lo que se le haya puesto.

I64 Para estraer la raiz cuadrada de 1715037, le dividiré 
en periodos, y ejecutaré la Operación como aquí se présenla:

Donde advierto que como, al 
sacar el tercer guarismo sale 0, el 
producto del 260 por cero debe ser 
cero ¡ y así la resta será el 2 50; al 
lado de la cual bajo el periodo si­
guiente 37; y como al fin me sale 
una resta 1556, infiero que el nú­
mero propuesto no tiene raiz exac­
ta, y diré que su raiz es 1309 y 
algo mas.

Si quiero aproximarla por de­
cimales , pondré coma en la raiz, 
añadiré á la resta 1556 dos ceros 
por cada guarismo decimal que quie­
ra sacar, y consideraré cada dos ce­
ros, como si fuese un periodo,
(cuya práctica está fundada en que 
si la raiz tuviese un guarismo de­
cimal , su cuadrado tendrá dos, uno por cada vez que es fac- 
tor), y aproximándola hasta milésimas tendré la raiz 1309,594-

Si el número consta de enteros y decimales, 6 de 
decimales solas, se hará que el número de guarismos de­
cimales sea par , añadiendo un cero si fuese impar.
' g. si quiero estraer la raiz cuadrada de. 0,9 , añadiré un 
cero, y después de. haber puesto el cero y coma en las rayas como 
aquí se presenta:
veré que la raiz de 90 es 9 , que 
pongo en la raiz, resto su cuadrado 
81 , y añado á la resta 9 dos ce­
ros; y continúo hasta sacar los gua­
ramos que desee , que supongo que 
"i tres, y tendré que la raiz de 0,9 

rs 0, 94S.

1,7 1,5 0,3 7 
0 7,1 

2 3
0 2 5,0 

2 6 0

h 5 0 3,7 
2 6 0 9

0 1 5 5 6 0,0 
2 6 13 5 

0 2 4 6 7 5 0,0 
261909 

0 1 I 0 3 1 9 0,0 
2619184 

00555164

0,9 0 
9 0,0 
1 S4

0,948

1 6 4 o,0 
18 8 8

1 2 9 6
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165 Dejamos dicho (i28)co'mo se forman las po­

tencias, y ( 129 ) como se estraen las raices de los que­
brados; pero cuando son numéricos, suele ser mas sen­
cillo el convertirlos en decimales,y luego hacer con ellos
las operaciones que se quieran 

de yi tendré por el
_ v'F

raíz
í/ 1-lA-
r 7 \/n7 V7 2i645

Así, si quiero estraer la 
primer método,

2,236
=0,845;

pero es mas sencillo de este modo 
Vrí=V'o,7\4285=0,845, como se puede comprobar.

De la formación de las potencias en general.

166 Hemos dicho (i 27 ) lo que se entiende por po­
tencia en.general ; y hemos dado las reglas para formar 
las de los monomios. Para obtener, las de los binomios, 
y deducir una regla general, sea a-+b el binomio cuyas 
potencias se quieren formar; que ye'ndole multiplicando 
por sí mismo, y reduciendo, dará las potencias siguientes. 

1? (a-i-by—a-^-b
2? (a-t-A)2=a2H-2a¿+Z)2 
3? (a-t-¿)3=fl5_|_3arb-t- 3ab7 -1-b3
4? (cH-¿)4=n4-+-4n3A-t- 6a262H-4a¿3-)-Z>4 
5? (a-*-A)s=a5-t-5a4¿-t-] oa3¿2-t-ioa2¿3-t-5a¿4-f-í5.

Donde se observa (5? por ejemplo), que la primera 
parte a del binomio, se halla en todos los términos mé- 
nos en el último, que su esponente en el primero es c-2 
mismo 5 de la potencia, y va menguando una unidad en 
cada uno hasta no encontrarse en el último; que la se­
gunda parte b del binomio no se halla en el primer 
término; en el segundo tiene la unidad por esponente, 
y va aumentando una unidad en cada término hasta que 
en el último tiene el mismo esponente 5 de la potencia.

Luego en punto á letras y esponentcs, está conocida 
la ley que siguen. Veamos los coeficientes: el 5 del se­
gundo término es el esponente de la potencia; el coefi-_

5X4 .—; pero 5 escíente 10 del tercero es lo mismo que
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el coeficiente del segundo término, 4 el esponente que 
lleva en él la primera parte, y 2 divisor, es lo mismo 
que el número de términos que hay antes del tercero que 
se busca. Esto mismo se verifica en los demás; luego 
para hallar el coeficiente de un término cualquiera , se 
multiplicará el del término anterior por el esponente que 
en él lleve la primera parte , y el producto se dividirá 
por el número de términos que anteceden al que se busca.

Si la segunda parte h del binomio fuere negativa, va­
riarían de signo los términos en que se hallase b con es- 
ponente impar, que son los que ocupan lugares pares 
en la potencia; por lo que sería — el signo del segundo 
término, el del tercero, — el del cuarto, y así al­
ternativamente.

Esc. Todos estos resultados , puestos en regla, da­
rían á conocer las partes de que se compone cada poten­
cia; y contrayéndolos á números descompuestos en dece­
nas y unidades, darían igualmente á conocer las partes 
de que se componían sus potencias, y qué especie de uni­
dades espresaba cada una de dichas partes, para poder 
proceder ele la potencia á la raiz, y deducir una regla 
para estraer raíces de un grado cualquiera. Pero como 
desde la raiz cúbica en adelante son muy complicadas las 
operaciones, y por otra parte hay medios sencillos de 
ejecutarlo, lo reservarémos para otro lugar (§ 219).

De las ecuaciones determinadas de segundo grado.

H4

167 Queda dicho (143) lo que se entiende por ecua­
ción de segundo grado, y quedan resueltas ( 151 ) las pu­
ras. Para resolver las mistas, es necesario manifestar que 
toda ecuación mista de segundo grado ha de constar de 
tres términos: uno en que se halle la inco'gnita elevada 
al cuadrado, otro en que se halle elevada á la primera 
potencia, y otro donde no se halle incógnita; de modo 
que la espresion general délas ecuaciones de seguí, do gra­
do será ax2-hb.c—c, o ax-+hx—c—o (A).

No puede haber mas términos, porque no pue(de ha­
llarse ninguno con la inco'gnita elevada á la tercera po­
tencia, ni á ninguna otra superior; si hubiese mucho»
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términos donde se hallase x1 o' la a;, se reducirían to­
dos á uno encerrando en un paréntesis todo lo que las 
multiplicase; y todos los términos donde no se hallase 
la x se podrían considerar como uno solo igual con su 
suma.

Tampoco puede tener ménos términos; porque si fal­
tase el ax2 no sería de segundo grado ; si faltase el bx 
no sería mista ; y si faltase el término constante c, que­
daría reducida á ax2-\-bx=o, que dividiendo por x se 
convertiría en ax-hb=zo , que es de primer grado.

Ahora, dividiendo por a la ecuación (A), se conver-
.. , 2 be . h ctira en x H----x----- =o; y haciendo ——p, y----- ~q,

a a a 1 a 2
se tendrá x2-t-px-¡-q=o (B),
que será la fórmula general de las ecuaciones de se­
gundo grado; y cuando la ecuación está bajo esta for­
ma , se dice que está preparada. Para esto, se requiere 
que se haya reducido la ecuación á solos tres términos; 
que se halle sin coeficiente el primer término, que es 
donde la inco'gnita está elevada al cuadrado, (lo que 
se consigue dividiendo toda la ecuación por el coefi­
ciente que tenga dicho término); y que ademas dicho 
primer término tenga el signo positivo, lo que se 
conseguirá mudando los signos á toda la ecuación 
(147 cor. ) en caso de no tenerle.

168 Puesto que, como acabamos de ver, x2+px-hq=o, 
6 x+px——q, es la forma general délas ecuaciones 
de 2.0 grado, en resolviendo esta, se tendrá la regla para 
las demas.

Para esto advertimos, que esta ecuación quedaría re­
suelta, si el primer miembro fuese un cuadrado exacto; 
porque estrayendo la raiz cuadrada, tendríamos la a; ele­
vada sdlo á la primera potencia; pero, comparando el pri­
mer miembro con la espresion x2-t-2ax+a2 del cuadra­
do de a:-t-n, vemos que le falta el tercer término del 
cuadrado; luego, considerando á x como primera parte, 
x será su cuadrado, px el duplo de primera por se­
gunda, y como * es la primera, p será el duplo de la 
segunda; y por lo mismo su mitad fn será igual á di- 

Toaio I, 19
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cha segunda parte; luego, si á ambos miembros añadi­
mos ih>:, que es el cuadrado de dicha mitad, la ecua­
ción no se alterará, y el primer miembro será cuadrado 
perfecto; luego se tendrá x*-t-px-t-jp —4p?—g; que
estrayendo la raiz cuadrada , da x~*-hp——'^/'iP ~?i

y ZP'—q (C).
Este resultado comparado con la ecuación (tí, 107]

da la siguiente regla, , „ ,
Para resolver una ecuación de 2.° grado, que ya esta 

preparada, póngase desde luego la incógnita-, luego el 
signos, después de este signo la mitad del coeficiente del 
secundo término con un signo contrario al que lleve-, des­
pués el signo de ambigüedad ±; luego un radical de se­
gundo grado-, debajo de este radical el cuadrado de la mi­
tad del coeficiente del segundo término, siempre con el sig­
no positivo ; y después el tercer término de la ecuación 
con el mismo signo que tenga en el segundo miembro, ó 
con un signo opuesto al que tenga en el primero.

Sacando los dos valores, que da el signo ± de la ecua-
cion (G), se tiene x=—ip+^/'ÍP2_g> Y x——^p—\^qp-—q- 

Estos dos valores no pueden ser iguales, a menos que 
p no sea cero; porque enttínces el primero será
x~\/^q, y el segundo x=-V^[, que solo se dife­
rencian en el signo. Pero cuando p=o. Ja ecuación (b) 
es pura; luego para que los dos valores, queda una 
ecuación de segundo grado, sean iguales aunque desig­
no contrario, es preciso que dicha ecuación sea pura, ó 
que el coeficiente del segundo término sea cero.

Esc. Toda ecuación de segundo grado da dos valores 
para la incógnita, tí esta ha de ser imaginaria; por ana- 
lona se deduce, que si fuera de tercer grado tendría tres 
valores, etc. y en general tuda ecuación, y por consiguien­
te todo radical, de un grado cualquiera, da pura la in­
cógnita tantos valores como unidades tiene el esponente que 
da nombre á la ecuación tí al radical.

169 Propongámonos resolver algunas cuestiones. .
1 a Encontrar un número tul, ,/ue si á su cuadrado st 

anuden catorce unidades, resulte nueve veces el mismo numero.
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Res. y Dr.m. Si ospresamos por x el 11 limero buseado , ten­
dremos planteada la cuestión ó el problema, en la siguiente ecua­
ción .-rM-14=y.r; y trasladando, se tiene a:’—9a=—14; J 
aplicándole la regla (KiR), será

.r=f±/irrT4=l±]/''

y separando los dos valores, á que da origen el signo de ambigüe­
dad ±, se tendrá a—f-t-if—“¿^ 7 ; y x~~—fef~2.

Aquí vemos, que nos proponíamos buscar un núme­
ro solo, y el Algebra nos proporciona dos números que 
cumplen con la condición que se pedía. Comprobemos 
que esto se verificaron el número 7; y tendremos que el 
cuadrado de 7 es 49; añadie'ndole 14, componen 63; 
y como nueve veces el número 7 componen también 63, 
resulta que el número 7 cumple con la condición exigida.

Comprobemos el número 2. Su cuadrado es 4; aña­
diéndole 14 componen 18 ; y como nueve veces 2 es tam­
bién 18, resulta que también el 2 cumple con la condi­
ción que se pedía.

Esta excelencia, que tienen las Matemáticas,es supe­
rior á cuanto se puede discurrir; p.ies, cuando uno se 
propone resolver una cuestión particular ó buscar tin re­
sultado, las Matemáticas dan todos los medios posibles de 
conseguir el mismo objeto, para que el calculador pueda 
elegir el que mejor conduzca al fin que se propone. Aquí 
los dos números son enteros y positivos; en otras ocasio­
nes, unos resultados son positivos , otros negativos, á ve­
ces todos negativos, y á veces todos son imaginarios. Los 
resultados positivos convienen á la cuestión en los mismos 
te'rminos que viene propuesta. Los resultados negativos 
generalmente ó corresponden á cuestiones enunciadas en 
sentido contrario, ó satisfacen solo á la ecuación en que se 
cífrala cuestión, pero 110 á esta en los mismos términos que 
viene propuesta. Los resultados imaginarios dan á conocer 
que la cuestión es imposible; y cuando todos lo son, mani­
fiestan que no hay ningún número real y efectivo que sa­
tisfaga á la cuestión propuesta-. En las dos cuestiones que 
siguen, se verifican los casos que acabamos de espresar.

2.a Dos corrréos Ay Ii , salen al misma tiempo al en-

147
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cuenteo uno de otro de dos ciudades distantes entre si 390 te­
guas ; A anda cada dia 8 leguas mas que I!, y el número 
de dias que tardan en encontrarse es la mitad de las leguas 
que anda B al dia ¿cuántos dias tardarán en encontrarse?

lies, y Idem. Sea x el número de. dias que se piden ; con lo 
cual 2a: serán las leguas que B anda al dia; yol total de le­
guas que. habrá andado B hasta encontrar á A , será 2.rx.r=2.c’.

Siendo 2.r lo que anda B , A que anda 8 leguas mas, anda­
rá 2a:-i-8 , y el total hasta encontrarse será el producto de 
lo que anda en un dia , que es 2.r-t-8 , por los dias que está ca­
minando, que son x, esto es (2a.-t-S)<c=2a:’-t-S;c.

Y como lo que anduvieron los dos es toda la distancia de di­
chas ciudades, se tendrá planteado el problema en esta ecuación 
2x*f8a>*-S**=390, ó 4:c’-t-8a:=320 ; y dividiendo por 4 será 
.++-2.r=S0, queda (§ 1 6 S).r=-i±/7+S0^-i±VÜT=-id:!l; 
de donde salé *=-—1+9=8; y *=—.1—9=—10; por con­
siguiente se encontraron al cabo de ocho dias; B andaba 1G le­
guas diarias, y A andaba 24 ; el total de A hasta encontrarse, 
será 24X8=192 , y el de B será 10X8=128, que éntrelas 
dos componen las 320. El valor *=—10 satisface á la ecua­
ción 4,r’+S.r=320 ; pues la convierte en
¿jX( 10)a+8X—10=4X100—80=320 ; mas no al sentido en
que viene propuesta la cuestión.

3.a Dividir el número 14 en dos parles cuyo producto
sea 54.

Res. y Dem. Sea x la mayor, con lo que la menor será
14 x ; y la cuestión quedará planteada en esta ecuación
a:(14—*)=54 ó 14-t:—.+‘=54 ó x’—143:=— 54, que da 
.-c=7=fci/49—54=?=fcy/—5; ó separando los valores,

x=l+/~ó, y *=7—\/—5.
170 Estos resultados imaginarios manifiestan que la 

cuestión es imposible; y como generalmente, al enunciar 
un problema, ó al proponerse uno una investigación cual­
quiera , no se conocen todas las relaciones de los datos con 
el resultado, la imposibilidad de este manifiesta que la pro­
posición enunciada está en contradicción con alguna verdad 
demostrada; y hé aquí la utilidad de las imaginarias.

E11 efecto, en el problema propuesto, se pide que el 
producto de las dos partes del número 14 sea 54, que es 
mayor que el cuadrado 49 de la mitad de 14; pero el 
producto máximo de un número descompuesto en dos par-
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tes, es el cuadrado de su mitad-, luego pedir un produc­
to mayor, es pedir un imposible.

Para demostrarlo, sea 2 a la cantidad que se ha de des­
componer en dos partes, coala condición de que su pro­
ducto sea el máximo posible; si llamamos 2X la diferen­
cia de dichas dos partes, estas (154) sera'n u+a: y a—x, 
y su producto (a-+-x){a—x)=ar—x2, el cual nunca será 
mayor que cuando x=o; pues entdnces no habrá que 
restar nada del cuadrado ar. Pero si x es o, cada par­
te de la cantidad 2a se convierte en a que es su mitad: 
luego resulta la proposición.

Los valores imaginarios, que dan las ecuaciones, sa­
tisfacen á la ecuación de que provienen; pero no satisfa­
cen á cuestión ninguna. En efecto, comprobemos que el 
primer valor y-t-V^—5, obtenido para a;, satisface á la 
ecuación 14*—x2=54- ___ _ ___

Puesto que x=^-¥-\^—5> i4a:=I4(7~l~'^~5)=9^~f' 
14V-5; 7 ^=(7+-V/-5/=(§'57)72+2-?,V/-5H- 
(\Z-.5)2=49-hj4Vj- 5—5=44+14V'—5; luego
14*—,r2—98-+-14V—5—44—14^—5=9^—44—54^ que 
es lo que teníamos en el segundo miembro ; y lo mismo
sucedería con el otro valor *=7—\/—5, que aconseja­
mos á los principiantes lo veriiiquen ; pero aunque tene­
mos aquí valores algebraicos, que satisfacen á la ecuación, 
estos valores son unos meros símbolos , que no tienen 
ninguna existencia efectiva ; y por consiguiente , aunque 
satisfacen á la ecuación, no pueden satisfacer de ningún 
modo á la cuestión.

En virtud de esto, y de lo espuesto (1.52) resulta, 
que el Algebra tiene la excelencia singular de advertir­
nos con los valores negativos, que estos satisfacen a las 
cuestiones del mismo modo que vienen enunciadas, enten­
diéndose algebraicamente, á á las cuestiones enunciadas 
de un modo contrario dando á las palabras solo la acep­
ción vulgar; y con los valores imaginarios nos manifiestan 
que no hay número ni valor alguno que pueda satisfacer 
á la cuestión propuesta, ó que es absolutamente imposi­
ble lo que se exige.



150 ALGEBRA.

Jdéas generales acerca de la resolución de las ecuaciones su­
periores al segundo grado.

170 a. Cualquiera quesea la complicación de Lina ecuación dt 
primer grado, coii una sola incógnita , siempre se puede resolver 
por la regla dada ( 1 50); y por complicada que sea una ecuación 
del segundo grado, con una sola incógnita, siempre la podrémoi 
reducir á solos tres términos por lo espuesto (167), y resolver 
después por la regla dada (168).

1 7 0 b. Pero, la resolución de las ecuaciones , superiores a 
segundo grado, dista mucho de poderse obtener como es de desear 
Hay fórmulas para resolver las ecuaciones de tercer grado , qnt 
pueden verse en el apéndice 6.° del T. I I’. 1 de mi Traíais 
Elemental de Matemáticas ; también las hay para las ecuacio­
nes del cuarto grado , y son las que inserto en el apéndice 7 o de 
volumen que acabo de citar. Pero ya , desde los grados quinto « 
adelante, no hay ninguna fórmula que pueda conducir á la reso­
lución general de las ecuaciones; y es probable que si no se inven 
ta algún nuevo procedimiento de cálculo, por los medios alge­
braicos ó analíticos que se poseen en el dia , no se. debe espera 
jamás que se resuelvan.

170 c. Aun las fórmulas para las ecuaciones de 3.° y 4 ° Sn 
do son tan complicadas, que, en la mayor parte de los casos, vie 
ne á ser lo mismo que si no existiesen.

170 d. Los mas célebres Analistas se lian ocupado del proble 
ma de la resolución general de las ecuaciones de un grado cual­
quiera con una sola incógnita; pero hasta el dia sus esfuerza 
han sido de. todo punto infructuosos , romo ya liemos indicad 
respecto de las ecuaciones de un grado superior al cuarto. Sin era 
hargo , las investigaciones que. se lian hecho sobre este asunto 
han conducido á descubrir propiedades comunes á las ecuaciones de 
todos los grados, y de que después se lia sacado partido, yapara 
resolver cierta clase de ecuaciones como son las numéricas, ya 
para referir la resolución de una ecuación dada á las de otras ma 
sim pies.

Nos proponemos ahora dar una sucinta idéa de los mé.todni 
que se han discurrido para resolver, al ménos por aproximación, 
las ecuaciones numéricas ; ó cuyos coeficientes están representa­
dos por números.

170 e. Con este objeto, dirémos , que se llama raiz de wi¡> 
ecuación ( se suponen todos los términos en el primer miemlWr
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• que: el segundo miembro es cero como la (1!) (§ 167), toda 
Lpresion ó cantidad, de cualquier naturaleza que Sea-, es de- 

algebraica , numérica , positiva , negativa , conmensura­
re , inconmensurable, realó imaginaria, que, sustituida en 

gar de la incógnita de una ecuación , reduce á cero su pri- 
ficr miembro.

170 /. Una ecuación puede siempre considerarse como la tra- 
luccion aígeliráica de las relaciones que existen entre los datos y 

incógnita de. un problema; por lo cual está uno conducido na­
turalmente á este, principio de que toda ecuación tiene al menos 
una raíz; proposición de que Mr. Gauchí, lia dado una demos­
tración, aunque no muy elemental, en sus Lecciones esplicadas 
fu la escuela Politécnica de París.

170 g. Hemos dicho, y lo repetimos de nuevo, que los Ana­
listas no han llegado hasta ahora sino á la resolución de las ecua­
ciones generales del 3 ° y 4.0 grado; pero las fórmulas, que han 
obtenido para los valores de las incógnitas, según ya hemos in­
dicado, son tan complicadas, y de un uso tan molesto, aun cuan­
do puedan aplicarse, (lo que no es siempre posible), que los Ma- 
Jtcmáticos han dirigido principalmente sus investigaciones hacia 
|a resolución de las ecuaciones numéricas; es decir, de las que 

rovienen de la traducción algebraica de un problema, cuyos da­
llos son números particulares ; y se han encontrado métodos 
por medio de los cuales, dada una ecuación cualquiera numé­
rica, se pueden determinar las raíces que encierra. Nos pro— 
louemos ahora dar un resumen de todos estos métodos, indicar 

lío que hemos hecho en el Tratado sobre el movimiento y apli­
caciones de las aguas para resolver las ecuaciones mas difíciles, 
|y que por ningún otro método podríamos haber resuelto; y á 
manifestar el marav i lioso método , que hemos escogitado, de tal 
nodo sencillo, que solo por procedimientos prácticos de Aritmé­

tica, esto es , sin mas conocimientos que los contenidos en mi 
ritmetica de niños, cualquier persona se halla en estado de re­

solver toda ecuación numérica, por estraordinaria que sea su com­
plicación , con mas ó menos tiempo según el grado,del espolíente 

la magnitud de los coeficientes; pero siempre por procedimientos 
faciales y elementales,, V á los alcances de las personas que 110 
ponozcan absolutamente nada de Álgebra, ni de los demas traía­
los de las Matemáticas, para quienes tenemos publicado este mé­

llalo en el Complemento de. la Aritmética de niños, cuyo precio 
|e.s cuatro reales.

1 "Oh. Las primeras tentativas, que se han hecho sobre la 
resolución de las ecuaciones numéricas, se deben en mi concepto
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á Vida. Este. sublime Analista se puso desde luego en un camino 
acaso el mas directo. Los Matemáticos no han concebido toda la 
trascendencia que i mi parecer merecía ; y así es , que algunos 
dicen , que estas tentativas solo pueden servir para referirles 
como documentos de la historia ; pero yo juzgo, que presentan 
un rayo de luz mucho mayor que otras investigaciones posteriores; 
y por lo mismo inserté su procedimiento para resolver las ecua­
ciones Je 2.° y 3.®-r grado , por un método análogo á la estrac- 
cion de la raíz cuadrada y cúbica, en los (§§ 290 y 297 del 
T. I. P- I. T. E.).

Vicia lo aplica á las ecuaciones basta del 6.° grado ; y repi­
to , que este rumbo no es de tan poco momento como algunos lo 
han considerado. Harriot , Ougtred , Príl y algunos otros pro- 
curaron facilitar la práctica del mptodo de Vicia, dando reglas 
particulares para disminuir los tanteos, según los diferentes casos 
que. ocurren en las ecuaciones, relativamente á los signos de sus 
términos. Pero la multitud de. operaciones que pide, y la incerti­
dumbre. del éxito en gran número de casos , lo han hecho aban­
donar enteramente.

170 i. El segundo medio, que se lia discurrido para resolver 
aproximadamente las ecuaciones numéricas, se debe al inmortal 
Neuton (°); quien lo publicó en su tratado de Anutysi per

(O) Para formar una verdadera idea sobre las cansas que lian ele­
vado á la Nación Inglesa al grado de opulencia y prosperidad en que st 
halla , basta echar la vista por las pruebas de aprecio que en dicha 
Nación se han dado á los Sabios ; pues de aquí ha provenido el que 
siendo notorio que el Gobierno protejo decididamente á los que sobre­
salen en cualquier ramo, es el estímulo y aliciente mas poderoso pan 
dedicarse á promover todo lo que presenta utilidad.

Y liara corroborar esto con un hecho positivo respecto del celebér­
rimo Matemático que acabamos de citar, insertaremos aquí el siguien­
te pasage. En la obra titulada: Tratado de paz entre Descartes J 
Neuton", precedido de la vida literaria de estos dos Gcfes de la Fí­
sica moderna, escrita por el P. Aimé-IIthri Paúllan, de la compa­
ñía de Jesús, y Profesor de Física en el colegio de Avignon, im­
presa en la misma ciudad ánodo iyG3, se encuentra á la página 3j 
del tomo 2.° que contiene la vida de A'euton , lo que sigue.

«En fin el 2o de marzo de 1727 falleció Neuton de edad de 85 
anos. Sus exequias fueron semejantes á las de las testas coronadas. Sí 
esposo el cadáver en una cama imperial en la cámara de Jcrusalcn. 
De allí fue trasladado á la Abadía de Westminster donde se bailan 
los sepulcros de los Reyes de Inglaterra. El paño del féretro en 
llevado por Milord gran Canciller, por los duques de Monteóse f 
de Roxhurgh, los condes de Pembrohc, de Sussex y de Ma desbebí, 
todos seis, Pares de Inglaterra. El Obispo de Rochcster ofició acom­
pañado de todo el clero de la Abadía , y el cuerpo fué enterrado cer­
ca do la entrada del coro etc. •
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■quationes numero terminarían infinitas, inserto en o] Tomo I o 

sus obras. El capítulo cuarto tiene por epígrafe: K.x im/iin /ier 
esólutianem ai/nationum. Y la sección 1.a página 268 del cita- 
o primer tomo, edición de Londres en 17 79 dice asi:

«Numera-lis cr.qualianwn afectarían resolnlio.
1 «Quia tota dilíicultas in Rcsoliltionc latet, modnm , quo ego 

ilor, in /Equalione Numerali primrnu.¡Ilustraba.
«Sit y3—2y—5=0, resol venda ; et-sit 2 numerus qui mi­

lis quiñi décima sui parle difFert 5 Radica qmesiti. Ttíin pono 
-t-■>=/, et siibslituo hunc ips¡ valorem in /Equationein, et inde 
ova prodil 10/»—1=0, cuyos radix pexqiiiretida est,
I qiiolienlc addatnr uem'pé (neglertis /'+•>/'“ olí parvitatem) 
0/1—1 = 0, si ve t>—0,1 prope veritatem est: itaque serillo 0,1 

o qiioliente , et suppono 0,l+iJ=p , el luinc ejus valorem, ut 
iritis substituo ; mide prodit '/!+G,3//',+I 1,2 3//+0,0<i 1=0.

Et enm 11,93^+0,061 veritali prope acredil , sise fe re sit 
xqualis —0,0054 (dividendo nempé donéc tot elicianlur ll­

ura!, qtiot loáis prima: figura: luijus et principalis quolienlis, 
xclusive distan!) scribo -0,0054 inferior! parte quolienlis, ruin 
ligativa sit.

2 «Et supponeris —0,0054+/’=// , imne ut priñs substi- 
110, et operationeni sit prmluco quo usque placiíeril. A erñm si ad 
lis tot figuras tantiim quot in QuOtíente jam repcriuntnr una 
rinptá, operam continuare cupiani, pro// sulisliluo —0,0054+'’ 
nlianc 6,3//’+1 1,2 3//+0,0fi 1 , scilieét primo ejus termino (z/3) 
iropter exilitatem suam neglegln ; et prodit G>3r,+11,1619ür 
+0,000541708=0 feré , si ve ( rejeeto 0,3/1 )

—0,00054 170S

1 1,10190
-0,00004853 tere, quain «cribo in ne­

gativa parte Quolienlis. Detliqué negalivam parlrm Quolienlis ali 
Aífirmaliva subducens babeo 2,09455147 Quotientcm quási- 
tam.”

Aquí se observa, que este método de Nailon estriba en que 
ior tanteos se conozca ya el verdadero valor de la raíz ron menos 

de una décima parte de diferencia; lo cual en ecuaciones compli­
cadas exige’mas molestia y trabajo que la resolución completa de 
a ecuación por mi método.

170 j. Halle/, poco tiempo después que Ncuton , pero sin 
tener conocimiento del método de este, seguu parece comprobado, 
inventó un método que no difiere del /le Nailon sino en que 
conserva en las ecuaciones sucesivas , los términos en que se lia­
ban las segundas potencias de la incógnita , que podrémos llamar 

Tono 1. 20
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auxiliar ; poro por mi medio ingenioso , que manifestó ser debi­
do ó Lagni, reduce aun toda la operación á una simple división, 
según aparece en las Transacciones filosóficas, número 2 10 año 
de 1094-

170 h. Rahpson ideó otro método , que en realidad solo rj 
una simplificación del anterior; se reduce á encontrar por medio 
de la ecuación propuesta, otra que. se llama derivada, por proce­
dimientos análogos á los del Cálculo diferencial; y si se llama 
M, por ejemplo , el valor que loma la ecuación primitiva , susti­
tuyendo a por .r en ella, y N lo que resulta en la ecuación de­
rivada por la sustitución de a por x, se tiene un valor mas

M
aproximado que se representa por x—a——.

Por medio de este valor se obtiene una segunda aproximación, 
y así sucesivamente, llegando al resultado final con alguna mayor 
brevedad que por el sistema de Nailon.

Raphson facilita la aplicación de su método calculando tablas, 
con cuyo auxilio se obtienen las cantidades M y N para cada 
ecuación hasta del décimo grado inclusive.

E11 general , para que el método de Nenian y el de Raphson 
produzcan su efecto , conviene que se conozca un valor a de la 
raiz, que difiera del verdadero valor de. x en ménos de la déci­
ma parle de dicho valor; si esto no se. verifica , la aproximación 
será mas lenta, y la operación exigiría un gran número de susti­
tuciones, podiendo llegar el caso de caer en defecto.

170 /. Se deben á los dos hermanos Juan y Jacobn Bcr- 
nnulli muchos métodos ingeniosos de. aproximación, que se. hallan 
espuestos en el Tomo 3.° de. las obras de Juan Bcrnoulli, y en 
las actas de Leipsick de. 1(>89. Tuflor en las Transacciones Eilosó- 
cas ; Tornas Simpson en sus ensayos; c\ .Marqués de Courliaron, 
en las Memorias de la Academia de Ciencias ; y el Matemático 
aleman Kcesthcr , han descubierto igualmente procedimientos par­
ticulares, que son también de importancia; sin embargo, el méto­
do de Daniel Bcrnoulli, espuesto en los Comentarios de la Academia 
de S. Petrrsburgo Tomo 3.° y desarrollado después por Euler en sti 
Jnlrnduclio in analy si ni infinilorutn , estriba cu consideraciones
tan diferentes de los otros métodos , que, debemos dar al ménos 
una idea del procedimiento elegante que Euler ha sacado de el.

170 II. El método de Bcrnoulli consiste en hallar una serie 
recurrente, tal que uno de sus términos, dividido por el prrcc- 
ccdrnte, dá un valor mas y mas aproximado á una raiz de la 
ecuación , según los términos empleados sean mayores.
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No Io<las las ecuaciones so» de naturaleza dr. podérseles apli­

car oslo método con ventaja ; v frecuentemente hay precisión de. 
calcular un muy gran número de términos de la serio, para ob­
tener una débil aproximación.

I 70 m. Es bastante, difícil poder conocer exactamente el gra­
do de aproximación que se obtiene por los métodos precedentes, á 
saber: en cada operación , cuales son las cifras decimales, en que 
se debe uno detener para no hacer inútilmente los cálculos sucesi­
vos demasiado laboriosos. Bajo este aspecto , el procedimiento de 
Lagrange, que. vamos á indicar, es superior aunque no da sino 
aproximaciones mas lentas, y que. no sea cu realidad sino un 
método de tauteo.

Supone, como el de Nenian, que va por tanteos se conozca 
que una de las raices se halla entre, a v a-\-1 ; ó de la cual a 
es la parle entera. En vez de designar por una nueva incógnita 
la parte que le. falta, como en el procedimiento de Nenian , lo 
señala por un quebrado , cuyo numerador es la unidad , y que 
tiene por denominador otra incógnita, por ejemplo z Es decir, 
que, así como en el método de Nenian, se supone x—a-\-z , en

el de Lagrange, se. supone x=a+— ; sustituyendo este valor
z

en la ecuación propuesta, y quitando los divisores, resulta una 
ecuación en que. entra solo la incógnita auxiliar , que tendrá 
precisamente una raiz positiva mayor «pie la unidad; y no ten­
drá mas de una, si solo hay una raiz comprendida entre a y a-j-1. 
En este último caso, después de haber encontrado la parte ente­
ra de este valor de. z (por lo que se. llaman limites de las ecua­
ciones), se. designa por a, y la incógnita auxiliar se. iguala con 
aquel valor ya conocido, acompañado de un nuevo quebrado que 
tiene la unidad por numerador, y por denominador otra incóg­
nita auxiliar; sustituyendo este valor en la ecuación anterior, re­
sulta una nueva ecuación, de. tal forma que. no tendrá igualmente, 
sino una sola raiz positiva mayor que la unidad. Y reuniendo las 
diversas raices, resulta la de la propuesta, espresada por una frac­
ción continua; esto es, que el denominador es un número misto 
en que el denominador es otro número misto etc.; la cual cs- 
presará con tanta mayor aproximación la raiz propuesta, cuantos 
mas términos se lomen.

El método de Lagrange, conduce muchas veces á cálculos tan 
largos, molestos, penosos v desagradables, que en la práctica se 
prefiere aun el de Nenian y algunos otros procedimientos úsalos 
P°r Kramp , Cugnoli ele.

o
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170 n. Mr. Biulan de Jioislaurent, rn su nuevo método 
para la resolución de las ecuaciones numéricas, propone un pro­
cedimiento de mucha simplicidad, y en nuestro concepto es iiho 
de los mas espeditos; por lo cual lo tenemos insertado cu el 
T. II. P. I. T. E. desde el (§ 40Ti) hasta concluir dicho volumen. 
Yo hice este trabajo en el mismo año de 1807 en que se. publicó 
la memoria de Mr lindan , sin saber aun el concepto que habla 
merecido á los Matemáticos. Y ahora tengo la satisfacción de ha­
ber visto, que Mr. Lagrange formó de «licita obra el mismo con­
cepto ventajoso que yo; pues en la página 100 de la 3.a edición 
de su Tratado sobre la resolución de las ecuaciones numéricas, 
de todos los.grados, se espresa del modo siguiente: "Se puede 
decir, que esta obra, (la de Mr. liudun) no deja nada que de­
sear sobre la resolución de las ecuaciones numéricas , cuyas raicea 
son todas reales, y bajo este, aspecto podría servir de suplemento 
al presente Tratado. ”

170 ñ. Toilos estos métodos, ademas de lo defectuosos é in­
completos que son, necesitan para poderse emplear, conocimientos 
de los mas sublimes de las Matemáticas ; y como la necesidades 
la madre universal de los descubrimientos, en mi Tratado sobre 
el inooimiento y aplicaciones de las ugi/as, fundándome en una 
idéa (pie tenía manifestada en la 3.a edición del T. I. P. I. T. E. 
(nota del § 310), resolví ecuaciones del 3.°, del 0.° y del gra­
do y.° por procedimientos tan sencillos, que solo exigen los co­
nocimientos de mi Aritmética de niños: siendo muy digno de no­
tarse que una de las ecuaciones tenia la forma de serie; y por lo 
mistno.se resistía á cuantos procedimientos se lian ideado sobre 
la materia. Los cálculos, que exige, son también penosos; pero solo 
son cálculos aritméticos, v lodos ellos se pueden practicar por 
personas de muy limitados conocimientos, sin necesidad de distraer 
la atención de los Matemáticos profundos como exigen ios demás 
métodos.

1 7ü p. Después, que vi el excelente resultado, que obtuve cu 
dicha obra, no he cesado de meditar para simplificar y generalizar 
esta materia, y creo haber llegado hasta el punto de poderse aplicar 
mi método por los discípulos de las escuelas , corno ya lo esláu 
verificando los de. las Usencias Normales, establecidas para ge­
neralizar mi nuevo método de leer contenido en la 'Teoría de lo 
Lectura; y en prueba de su sencillez, basta observar , que sólo 
estriba en las cortas nociones, que voy á dar.

170 (/. Así como las ecuaciones del 2.° grado, las hemos redu­
cido á tres términos ( 107 ); toda ecuación de cualquier grado a la 
podemos reducir á «+1 téipn¡nos ; pues aunque tuviese muchos
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as, podríamos reducirá uno solo todos los términos etique la 
ncóguitá estuviese elevada al grado n; á otro, lodos los términos 
•i, que estuviese elevada al grado n—1 ; y así sucesivamente 
basta reducir á un solo término todos aquellos que liiesen cons- 
ant.'S ó que no contuviesen á la incógnita ; ó lo que es lo mismo, 
a contuviesen con un espolien le cero.

Si después dividimos toda la ecuación por el coeficiente del 
:érmino de mayor espolíente, ó de n (°), tendrémos una ecua- 
;¡on en que el término de mayor esponente no tendrá coeficiente, 
I será positivo ; pues si fuese negativo , mudaríamos los signos 
i toda la ecuación; y suponiendo que la incógnita se esprese por 
r, y los coeficientes de los demas términos , empezando desde el 
legando, sean A, 15, C, D, etc., la ecuación general del grado n 
podremos representarla del modo siguiente:

,r"+A.r —'+Krn—’+CV—3 +Áx+L=0 ( 1 ).
El espacio en que colocamos los puntos , queda lleno cuando 

espolíente n se le dá mi valor particular ; y en el caso deque 
nía ecuación carezca de alguno de. sus téminos, se supone que su 
deficiente es 0. Y toda la teoría ele las ecuaciones , asi corno 
oarte ele nuestro método, estriba en leí siguiente proposición.

I 70 r. Si a es raíz ele la ecuación ( I ), en Ia acepción que 
e hemos eludo ( I 7 0 <?), el primer miembro de dicha ecuación 
erei divisible por x—a.

En efecto, por ser a raiz de la ecuación ( 1 ), se tendrá, 
o"+An“—'+Ba“—V..+A«+L=0 ; 

ie donde L=—(an t-Aa"-’+Ba %....Ka)\
iistiluyendo este valor de I. en la ecuación (I), resultará: 

i .-r"+A.^—+11.^—+....+A-a-1 ó U"-a”)+

A(a" 1—an----)+B(.r"—!*—«"—’) ...+A'(.r-«)=0 (2); pero,
ni virtud de lo espuesto (120), todos los factores a"—o", 

1—a.n—1 , etc. son divisibles por x—a\ luego, como en 
cada término se halla uno de estos factores, resulta que lodos los 
términos serán divisibles por x—«; v por consiguiente losará 
toda la ecuación; que era lo que nos proponíamos demostrar.

17(I rr. Ejecutando las divisiones, reduciendo y llamando 
A', 15', C', etc. K' los coeficientes del cociente, se verilicárá, 
que la (ec. 1.), la podremos descomponer en dos factores en

(°) En la práctica de mi nuevo método no se necesita quitar el 
aielicioiite al primer término: pero lo liaremos aquí para manifestar 
hs propiedades principales de las ecuaciones.
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csla ¡orina: (x-a)(.rn----+A'xtt—’+T!'.v"—3... +A'')=0 (

Ahora, la ecuación propuesta llegará á ser 0 ruando ma|. 
quiera de estos dos factores sea 0; luego podrá verificarse, ó cuan­
do x—0=0, ó cuando xn—’+A'.i."—’+Il'.i."—3....+A'=0 (4).

Y si suponemos que esta tenga una raíz b , será divisible pul­
as—h, y la podremos poner del modo siguiente:
(.r—J)(.i.K—”-|-A".i;"—*....-)-A")=0 (5); y continuando del mis­
ino modo, podremos poner el primer miembro de la (ec. 1) bajo 
esta forma: (a:—o)(.r—b)(x—<)(.v—d}....=0 (G); pudleudo rr- 
sultar tantos factores, y no mas, como unidades tiene, el espolíen­
te n, y el mismo número de raiccs; pues la (ec. G) se verifica­
rá, ó cuando x—a=0, que dá x=a; ó cuando ¡v—¿1=11, 
que dá x=b; ó cuando x—c=0, que da x=C¡ ó cuando ’x—t/=0, 
que dá x—d etc.

Recíprocamente, si el primer miembro de una ecuación es 
divisible exactamente por la incógnita acompañada de una canti­
dad conocida por vía de suma ó de resta, esta cantidad, toma­
da con un signo contrario al que tiene en el binomio que sirve 
de divisor, será raiz de la ecuación.

De. todo esto resulta, que. toda cantidad, número ó espresion 
que, sustituida por la incógnita en una ecuación, no reduce su 
primer miembro á cero , no es raiz de la espresada ecuación; 
pero se verificará que el valor en que se convierte dicho prima 
miembro por la mencionada sustitución , es igual á Ia resta 
que resulta de dividir dicho primer miembro por la incógnita, 
acompañada de dicho número, valor ó espresion con un signa 
contrario.

170 s. Hay ecuaciones que, en apariencia, admiten menos 
raíces que unidades hay en el espolíente de su grado , y son aque­
llas en que. el primer miembro tiene varios factores iguales, tal co­
mo la ecuación (x—a)<^(x—b)‘i(x—c)^(.v—d)~—0.

Otra de las propiedades generales de. las ecuaciones es la si- 
giente :

S: de sustituir dos números por la incógnita en una ecuación, 
el primer miembro da valores de signos contrarios , se verifica, 
que dicha ecuación ha de tener al menos una raiz real compren­
dida entre aquellos dos valores de la incógnita.

En efecto, si llamarnos P á la suma de. todos los términos 
positivos de una ecuación, y N á la suma de lodos los negatives, 
tendremos que. si a es el valor mayor de x que baya dado un 
resultado negativo-, y b otro valor mayor de x que baya dado 
un resultado positivo, estas dos circunstancias no podrán haber.-* 
verificado sino porque en virtud de la primera sustitución seria
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p<JV, y en virtud da la segunda PyN-, luego habiendo P 
sobrepujado i N, se debe inferir que hay un valor de x com­
prendido entre a y b que baga que P=N, y este valor será 
raiz de la ecuación, pues que hará P—A'=0.

Del mismo modo se discurriría, si la sustitución del primer 
valor o, diese un valor positivo y el segundo b diese un valor 
negativo; pues entonces se tendría en el primer caso P N, y 
en el segundo P<^N; y se deduce que entre a y b debe exis­
tir nn valor que haga P=N, el cual será raiz de la ecuación.

La inversa de esta proposición no es verdadera ; pues cuando 
se sustituyen en una ecuación dos números diferentes por la incóg-r 
lilla , y resultan valores con un mismo signo , puede verificarse que 
mire aquellos dos valores de la incógnita haya muchas raíces rea­
les , con tal que. sean en número par, es decir , que. podrá haber 
líos raices reales , cuatro , seis, ocho etc. comprendidas entre dichos 
números.

La forma délas ecuaciones presenta muchas veces indicios, para 
conocer á simple vista la naturaleza de alguna ó algunas de las raí­
ces, como vamos á manifestar.

1. ° Toda ecuación de grado impar , tiene al menos una raiz 
rad de signo contrario al de su último término.

Para convencernos de esta verdad , debemos tener presente que 
en el (§112 T. i!) demostramos que en todo conjunto de términos 
ordenados por las potencias de una letra, se puede concebir á esta 
un valor tal, que un término cualquiera sea mayor que la suma de 
todos los que. le sigan. Luego , de cualquier naturaleza que sea la 
(ce. 1), podremos concebir que hay un valor de .r, que supoh- 
drémos sea M, tal que el signo del primer miembro dependa del 
que tenga el primer término Mtt.

Ahora, como suponemos que n es impar, el signo de. 31n 
será ( 12".. l.°) el signo de y si el último término I. tie­
ne el signo -f- V se hace x=—M, se tendrá un resultado desig­
no contrario al que da la suposición de x=0 , y en virlud de lo 
acabado de demostrar , se verificará que la ecuación propuesta ten­
drá una raiz real entre 0 y —M, esto es, negativa.

Si el último término ./. tiene el signo —, se liará entonces 
x=M y se tendrá un resultado de signo contrario al que da el 
supuesto ;c = 0, en cuyo caso, la raiz se hallará entre 0 y +3f; 
y será positiva. Luego resulta lo que espresa el enunciado de la 
proposición.

2. ° Toda ecuación de grado par, caj o último término es ne­
gativa, tiene al menos dos raices reales , una positiva y otra 
negativa.

159
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Porque, llamando M al número que, susti luido por x mía 
ecuación propuesta, hace que el primer término sea mayor que |a 
suma de todos los que le siguen, como el espolíente es par, resulta 
que dicho primer término será positivo tanto en el caso de x=-f-,Vi 
como en el de .T = — Ai; y suponiendo que el último término l 
tenga el signo —, resultará que haciendo ,r=-f .1/, ,r=0, y x=—M- 
el primero y tercer supuesto darán resultados positivos ; y el su­
puesto de x = 0 , dará el resultado negativo —J.\ luego.en vir­
tud de la proposición anterior, habrá una raíz real entre
y ,r = 0; y otra raiz también real entre ¡t = 0, y ,t=_.)/.
Luego se verifica la proposición.

3.° La ecuación en i/uc lodos los esponentes de la incógni­
ta sean números pares, y su último término sea negativo, ten­
drá al menos dos raíces reales de igual valor numérico ; una 
positiva y otra, negativa.

Para demostrarlo, supongamos que la ecuación tenga 
esta forma x2"-i-yJxoi'-yBx2',-h....—L=o (y).
Si suponemos x*=z, y hacemos en ella esta sustitución, 
se convertirá en z"-hAzf'-t-Bz9-i-....—L~o (8).

Ahora, si n es número impar, en virtud de lo de­
mostrado i.°, esta ecuación tendrá una raiz positiva, que si 
la espresamos por a, será z~a-, y por consiguiente x‘~a, 
y x~±Va, que da *=+Ya, y

Si n fuese un número par, en virtud de lo 2.° que 
acabamos de demostrar, tendrá al menos dos raíces reales, 
una positiva , y otra negativa. Espresando la positiva por 
«, y la negativa por —6, será z—a, y z=z—lr, y co­
mo x~=z, será a2—a, y ,t2——h. La primera da x—±Va,

y la s“gunda da a;=±:v/—b. Estas últimas son imagina­
rias, y solo quedan las otras dos, á saber: x=+Va y 
x=—Vct. Luego queda demostrada la proposición.

I)c aquí sr. deduce , que si lodos los espolíenles de la incógnito 
en una ecuación son /un es, y se ha encontrado una raiz real, 
se verificará que tendrá otra raiz real igual con ella numéri­
camente , pero con un signo opuesto.

4-° ba ecuación en que. lodos los espolíenles sean números 
pares y todos los coeficientes sean números positivos, no tiene 
ni,■/puna raíz real; y /odas serrín imaginarias.

En efecto, si suponemos que se tenga la ecuación 
*m-Í-%V+£as4....+I=o , 

para que su primer miembro se reduzca á cero, es preci-
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so que los unos términos se destruyan con los otros; pero 
como toilos los esponentes son pares, y toda potencia par 
de una cantidad real es (128... 1.°) positiva, no puede re­
sultar ningún signo me'nos de las potencias de la incógni­
ta, sea esta positiva, sea negativa. Por otra parte, la 
proposición supone que todos los coeficientes sean positi­
vos, luego el primer miembro se compone de un conjun­
to de términos positivos y no podrá jamas ser cero. Luego 
los valores de la incógnita serán imaginarios; pues las es- 
presiones imaginarias son las tínicas que elevadas al cua­
drado (138) ó á potencias de grado par, sean capaces de 
producir valores negativos.

170 í. Fundándome tínicamente en lo que precede, resolvere', 
por m¡ nuevo método, inda dase de ecuaciones numéricas- enn- 
ti-ayénd.uue desde luego á las ecuaciones mas difíciles, que cuan­
tas se han resuello hasta el día por todos los oíros métodos cono­
cidos. Mi procedimiento es lan sencillo que, repiio, puede po­
nerse eu práciica sin suponer mas conocimientos,, según se ha 
practicado en el Tratado de. las aguas, que los de mi Aritmético 
di’ftiuos; p ro mis nuevas investigaciones lo han simplificado aun 
mucho mas: en términos, que ahora queda reducido á la mitad, ó 
menos del trabajo.

170 u. Los que deseen imponerse en los esfuerzos que lia he­
cho el entendimiento humano acerca de la resolución general de 
las ecuaciones, pueden consultar el T. II. P. 1. T. E. desde el 
(§3G}) hasta concluir el volumen;.y los apéndices 0.° y 7.° del 
T. I. P. 1. donde se resuelven ecuaciones mas complicadas que en 
ninguna otra obra; pues se llegan á presentar hasta las G4 raíces 
de la ecuación ifi^—7u43-|-2 l;/32_2<)„tú_j_|'4=0.

170 o. Ahora nos dirijimos á recapitular las ventajas, que se 
han de seguir de nuestro nuevo método. Con este olijeio, debemos 
observar, que la solución de todo problema se reduce, en úllirua 
análisis, á la resolución de. una ó muchas ecuaciones, cuyos coefi­
cientes son dados en números, y que por lo mismo se pueden lla­
mar ecuaciones numéricas; por lo cual, es de la mayor impor­
tancia tener métodos para resolver complejamente estas ecuaciones 
de cualquier grado que sean. Todos los métodos, que hasta ahora 
»e lian imaginado, exigen una inmensidad de operaciones prelimi­
nares y preparatorias, todas complicadas, y hasta cierto punto es- 
tiaiías al objeto.

Tales son por ejemplo el quitar el segundo término de las 
ecuaciones; la investigación por separado del número de las raicé*

Toaio I. 21
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positivas, tli'l (le las negativas, de las reales, de las incomrnsura- 
bles, de las iguales y de las imaginarias; la de hallar los límites 
de las raíces, la ecuación de las diferencias, y la de sus cuadra­
dos etc. Todas estas indagaciones parciales son inas ó menos nece­
sarias é indispensables en dichos métodos. Ademas, hay algunos 
que exigen el que las ecuaciones tengan sus términos del mismo 
signo, escepto el último ó que es todo conocido: cosa posible, con 
tal que se tengan dos limites de una raíz, el uno en mas y el otro 
en menos, y que sean tales (pie todas las otras raicrs , a sí como 
las paiftes reales de las imaginarias, si las hay, caigan entre estol 
límites; pero la dificultad de encontrar dichos límites, es por sí 
misma tan grande, que algunas veces es mayor que la de resolver 
la ecuación.

Por manera , que se puede decir, que todos los métodos conoci­
dos hasta aquí para la resolución de las ecuaciones numéricas, 
solo sirven paralas que están ya casi resuellas , corno dice La- 
grange, página XXV de. la introducción de su citada obra; y á fin 
de que. no se atribuya á parcialidad, ó á querer realzar mi méto­
do, pondré aquí la última opinión de Lagrungc sobre este parti­
cular, inserta en la 3.a edición de su obra ya mencionada; cuya 
introducción la termina diciendo: "hasta aquí no se ha encontra­
ndo nada que pueda dispensar en todos los casos de la investiga- 
ncion de un límite menor que la menor diferencia entre, las raicea, 
»ó que sea preferible á los medios suministrados en la nota 4.a 
» para facilitar esta investigación.”

Así es, que. este, célebre Autor, como operación preliminar, se 
ocupa en el número 8 de la mencionada obra , de resolver el si­
guiente problema. Dada una ecuación cualquiera, hallar otra 
ecuación , cuyas raiecs sean las diferencias entre las raíces de 
la ecuación propuesta. Para conseguirlo, usa de los mas sublimes 
conocimientos, inclusos los de loá coeficientes diferenciales. Em­
plea mas de tres páginas en la resólocion de diclio problema, yeso 
que no hace mas que indicar los procedimientos que hay que seguir.

Esta ecuación de las diferencias resulta mas complicada que la 
ecuación que se trata de resolver; pues si la ecuación propuesta es 
del grado m, la de las diferencias es del grado m(m—1); y des­
pués de varias consideraciones para simplificar dicha ecuación, se

rn ( rn — 1 )
reduce esta á otra del grado --------------- , que, en el tercer gra*

do, exige la resolución de una ecuación también del tercer grado; 
en la del cuarto exige la resolución de una ecuación del sesto; en la di I 
quinto, una ecuación del décimo; en la del sesto, una ecuación del
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decimoquinto; y así sucesivamente. Luego en general, para resolver 
por dicho método una acuucion cualquiera,se necesita.saber resolver 
otra de migrado igual en las de tercer grado, y de un grado muy 
superior en las de los grados elevados; lo cual envuelve una espe­
cie de circulo vicioso, á causa de que, para resolver una ecuación, 
se exige como medida preliminar, el resolver otras siempre mas 
complicadas; pues que aun en el tercer grado en que la ecuación 
de los cuadrados de las diferencias es del mismo tercer grado, re­
sulta siempre con mas términos, ó con mayores coeficientes.

Para que no se. me tache de exagerado, voy á eslraclar el Ca­
pitulo IV de la misma obra da Lagrange, que. tiene por epígra­
fe: ” Aplicaciones de los métodos precedentes tí algunos ejem­
plos. ”

170a:. El primero es resolver la ecuación .t3—2.r—5=0; 
que es la misma de Nruton (170 i), sin mas diferencia que poner 
■r en vez de y. Como medida preliminar, se propone lagrange 
hallar por las fórmulas de su número 8 la ecuación de los cuadra­
dos de las diferencias de. las raíces; y halla para esta ecuación, la 
r1— r2«3+36t’-f G4 3=0 ; que es indudablemente mas complicada 
que la anterior; pues aunque es del mismo grado, tiene esta mas 
términos y los coeficientes son mayores. Después busca por los mé­
todos del número I i el límite de los valores de x, y encuentra que 
3 es el límite buscado en números enteros, y que la raiz real de 
la ecuación propuesta, pues las otras dos son imaginarias, se halla 
entre los números 2 y 3 ; y que asi 2 será el valor aproximado de 
esta raiz.

Con estos conocimientos preliminares, pasa después Lagrange 

á practicar su método; para lo cual supone. a-=2+_l; y l,a-

y
riéndolas sustituciones en la ecuación primitiva, y ordenando, 
obtiene —I 0ya—6/—1=0; cuya ecuación es mas complicada 
que la primitiva, yes preciso resolver, para encontrar un valor 
aproximado. Ademas, tiene que emplear el método de las sustitu­
ciones hasta encontrar dos sustituciones consecutivas, que den re­
sultados de. signos contrarios, y halla que j= 10. Hace después

7=10+—; y obtiene 61;3—942a—20;—1=0; ecuación que

también es mas complicada que la primitiva, no solo por tener mas 
términos , sino por ser mayores sus coeficientes . v cuya resolución 
fs indispensable por sustituciones sucesisas, bailando 1 por valor
aproximado.
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Hace después z=l+—; y obtiene la ecuación 
u

54«3+2 5«a__89(/—61=0, cuya resolución necesita; y conti­
nuando de este modo, baílalos números 2, 10, 1,1,2, 1,3, 1,1, 13
etc. teniendo precisión de resolver diez ecuaciones, todas mas com­
plicadas que la primitiva, deduciendo por ultimo que la raiz de la 
ecuación de Neulon se baila entre los números 2,00455149 y 
2,09455147.

Toma después por segundo, ejemplo la ecuación .r3— 7.r+7=0, 
V por sus fórmulas, baila para la ecuación de los cuadrados de 
las diferencias a3—42»a+441»—%S=0; ecuación también mas 
complicada, que necesita resolver como operación preliminar.

Hace luc"0 y—-*- ; y verificando la sustitución, y ordenan-

do con relación á y, obtiene y3— 9/’-)-4-5/—^jf=0.
Y por ella deduce los límites; hace las sustituciones convenien­

tes, y halla la ecuación .r3—63.r+ 1 89=0 ; en la cual se debe 
hacer la sustitución de los números naturales; y por ella deduce 
que el valor entero mas aproximado á dos de las raices es I ; y lue­
go infiere que 3 es el número mas aproximado á la otra raiz,que 
es negativa. Después de lodos estos afines y laligas, pasa á em­
pezar su método; v necesita resolver cuatro ecuaciones del mismo 
grado, pero todas mas complicadas que la primitiva, para encon­
trar cada una de estas dos raices

.T=l-
1

1 + 1_
2 + 1

*=1 +
2+J_

1 + 1
4+etc. 4+clc.

Y después, resolviendo dos ecuaciones, también mas com­
plicadas que la primitiva, llega á obtener para la raiz nc- 

1
gativa x=—3------------

20+ ------
3 +etc.

Estas dos son las únicas ecuaciones que se resuelven en la ci­
tada obra de Lagronge , las cuales habrán sido sin duda escogidas 
para que se presenten desde luego límites bien pequeños de las raí­
ces; y si á pesar de esto exigen tanta complicación, deberá infe­
rirse cual será el grado de dificultad que ofrecerá cuando las ccua-
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clones sean «le. grados mas al los, y que los límites eslcn espesa­
dos por números considerables, como centenas, millares, mi­
llones ele.

Para reducir á quebrado decimal cada una de estas raices, su­
primí'reinos lo que s oíala el -f- que lia y después del último denomi­
nador; y por medio de las transformaciones que siguen, obtendremos

para la primera, x=l-
1+1

= 1 +
1

"I+l+t~

1 9 + *
= 14—=1 + —=1,6923. 

13 13

Por la supresión de. lo que lialiía después del 4, residía «pie el 
último quebrado ¿ es mayor de lo que corresponde, pues su de­
nominador /( es menor «pie 4+rtc. que contenía la primitiva. Lue-

I
go 2+£ será mayor de lo que debe ser; y ^ ^ será (66)

menor de loque debe; v en su consecuencia, el quebrado que. acom­
paña al entero será mayor que'lo que corresponde, y lodo el valor 
1,6923 será mayor que la verdadera raíz.

Reduciendo la segunda raíz , se obtiene

*=<+- = 1 +

2+
2+4

:1 +------=1
2+¿ rr1+rl'35,14i

i+í
y por la misma razón de ánles, este valor es mayor que la verda­
dera raiz.

La tercera raiz que saca es

«=—3-
1

-=—3-
1

20+1 20 +£'■
-3- 3 61-

O
-3,04913.

3+elc.
Este valor es numéricamente menor que el verdadero; porque 

suprimiendo el etc. en el denominador del quebrado y, resulta -J
1

que es (66) mayor; en su consecuencia el quebrado 
es menor de lo que corresponde. 20+f

l';0y. Para que aun en esto, no se me laclie de exagerado, 
pondré aquí lo que dice el mismo Lagrang'e en la nota (IV.) de



166

dicha obra, sobre la manera tle hallar un limite menor que la 
mas pequeña diferencia entre las raíces de una ecuación dada; 
que empieza «le este modo. "La determinación de este límite es 
necesaria para poder formar una serie de números, cuya sustitu­
ción sucesiva haga conocer de un modo cierto todas las raices 
reales de la ecuación propuesta. El medio mas directo de. obtener­
le, es calcular, como lo hemos propuesto, la ecuación misma, cu­
yas raices serían las diferencias entre las de la ecuación dada, v 
determinar después por los métodos .conocidos el límite de la me­
nor raiz de esta ecuación, Mas, por poco que el grado de la ecua­
ción propuesta sea elevado, el «le la ecuación de las diferencias su­
be tan alto, que está uno espantado «le la longitud del cálculo ne­
cesario para encontrar el valor de todos los términos de. esta ecua­
ción; pues que el grado de. la propuesta, siendo m, se tiene 
m(m— 11
----- ------ coeficientes que calcular, y que para emplear las series

del ndme.ro 8, sería necesario en todo calcular 2m(m—I) tér­
minos. Como este inconveniente podrá hacer el método general ca­
si impracticable en los grados un poco elevados, me he ocupado 
largo tiempo «le los medios de libertarle de la investigación de la 
ecuación de las diferencias) y he reconocido en efecto, que sin cal­
cular en entero esta ecuación, se podía sin embargo hallar un lí­
mite menor que la mas pi'quciia «le sus raices 77

Habla de las funciones derivadas ó coeficientes diferenciales, 
y emplea inas de seis páginas en cuarto (Vanees para dar á cono­
cer « I método; y luego aplicarlo á encontrar el menor límite.

170:. En todo, i'slo se. ve la ronsLattcia y laboriosidad délos 
Analistas, para conseguir la resolución de. las ecuaciones, aunque 
hasta hoy se halla tan imperfecta. Esto al mismo tiempo que prueba 
lo acreedores «pie son los Matemáticos al reconocimiento público, 
realza la importancia de nuestro nuevo método; pues se consigne 
por él la solución completa «le este importantísimo problema. Dada 
una ecuación numérica, de cualquier grado que sea, encontrar 
directamente, y sin ninguna operación preliminar ni prepara­
toria , todas sas raíces, cuando estas son reales, ya sean po­
sitivas, ya negativas, empleando únicamente los procedimien­
tos mas elementales de la Aritmética, hasta el punto de poder­
se resolver por los discípulos de las Escudas, como en efecto ya 
se ha verificado por los de las Escuelas normales establecidas para 
propagar mi nuevo método de leer, contenido en la Teoría déla 
Lectura, y su esposicion la verificaré cu los §§ 197o , 197 6, etc.

Al revisar las pruebas de este párrafo en la tercera edición lie-
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gñ á mis manos el Trillado Elemental de Algebra, publicado en 
París, año de IS32, por Mujer , anticuo discípulo de la Es­
cuela Politécnica , y Choi/uet, antiguo repetidor en la Es­
cuela de Artillería de la Fleche, Profesor de Matemáticas. Sus au­
tores toman eu consideración hasta los trabajos inas recientes de 
Mr. Sturrn, y los de Mr. Fourricr, en una obra publicada des­
pués de su muerte por los cuidados de Mr. Navicr. Recapitulan, 
modifican y aclaran Cuanto relativo á las ecuaciones han hecho 
Descartes, Ncuton y Lagrange; yen prueba de quedaren pie 
todas las dificultades que ofrecen los métodos conocidos basta el día, 
copiártelos aquí lo que dicen página 291 y es como sigue:

”KI problema general de la resolución de las ecuaciones con­
siste en hallar para todas las ecuaciones de un mismo grado, las 
espresioucs de todas las raices cu función de los coeficientes, desig­
nados generalmente por letras.

"Este problema ha sido largo tiempo el objeto de los trabajos 
de los Geómetras: pero no se lia podido hasta ahora llegar a re­
solverle sino para las ecuaciones, que no pasan del cuarto grado. To­
dos los esfuerzos de los Analistas han encallado delante de la ecua­
ción general del quinto grado.

”H»y nías: aunque se lleguen á representar con bastante, faci­
lidad por fórmulas generales, las raíces de las ecuaciones del ter­
cer grado, estas fórmulas son insuficientes para hacer conocer los 
valores numéricos de las raices cuando todas son reales.

"Así, está uno autorizado para creer, que aun cuando se lle­
gase á las fórmulas de las raices de las ecuaciones del quinto gra­
do y de los grados superiores, ellas no serían, en un gran núme­
ro de casos, de ninguna utilidad para el cálculo de. las raices, cuan­
do los coeficientes fuesen dados en números.

"Ha sido pues, necesario, hallar métodos, por los cuales se pu­
diese obtener, sea exactamente, sea de una manera aproximada, ca­
da una de las raices de una ecuación numérica. Pero aunque estos 
métodos nosc aplican sino á ecuaciones, en las cuales los coefi­
cientes son números, están sin embargo fundados sobre propieda­
des, cuya demostración es independiente de los valores de los coe­
ficientes y aun del grado de la ecuación.”

Y pasa á establecer estas propiedades, haciendo uso de todas las 
riquezas del cálculo, sin excluir los conocimientos de las funciones 
analíticas y demas parles sublimes de las Matemáticas.
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De las razones y proporciones.

171 Se llama razón la comparación de dos cantidades) 
la cantidad que se compara se llama antecedente-, aque­
lla con que se compara, consecuente; los dos Juntos se lla­
man términos de la razón-, y lo que resulta se llama es- 
ponente de la razón ó simplemente razón. Si el anteceden­
te es i^ual al consecuente se llama razón de igualdad-, si 
el antecedente es mayor que el consecuente, se llama de 
mayor desigualdad-, y si menor, de menor desigualdad.

Con dos miras diferentes se pueden comparar dos 
cantidades: 6 para averiguar la diferencia que hay en­
tre ellas, que se llama razón aritmética, o para averiguar 
las veces que la una contiene á la otra, que se llama 
razón geométrica.

La razón aritme'tica se seííala poniendo el anteceden­
te, después un punto, y luego el consecuente; la geo­
métrica poniendo dos puntos entre el antecedente y el 
consecuente. V. g. la razón aritmética entre 7 y 3, se 
escribe 7.3 y se lee 7 es aritméticamente ú 3; la razón 
geométrica entre 12 y 4 se señala 12:4, y se lee 12 es 
geométricamente a 4; o' por ser estas razones las que ocur­
ren con mas frecuencia , se leen omitiendo la palabra geo- 
métricamente de este modo 12 es á 4.

Para encontrar la razón aritmética se resta el conse­
cuente del antecedente-, v. g. la de 7 á 3 será 7—3=4- 
Para hallar la geométrica se divide el antecedente por el 
consecuente-, v.g. la de 12 á 4 será 12:4 ó -ífrr3. Don­
de observamos que aunque con distinto lenguaje, vohe- 
mos á las operaciones de restar y dividir; y que en este 
caso, el punto, puesto entre los términos de la razón arit­
mética, equivale al signo — de la operación de restar.

Cor. De esto y de lo dicho ( 61 ..2? y 4? ) se sigue: que 
duna razón aritmética le sucede lo mismo que al anteceden­
te, y lo contrario que al consecuente-, y por lo mismo Sise 
tienen dos razones con un mismo antecedente, aquella sera 
mayor que tenga menor consecuente, y viceversa; y si tie­
nen un mismo consecuente, aquella será mayor ó menor,J«*
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tenga mayor ó menor antecedente; y una razón aritmética 
no se altera aunque á sus dos términos se les añada ó qui­
te una misma cantidad. A la geométrica le sucede lo mis­
mo-, y no se alterará aun cuando se multipliquen ó partan 
sus dos términos por una misma cantidad.

172 Cuando de dos razones de una misma especie, Ja
una tiene por antecedente lo que la otra por consecuente, 
se dicg que la una es inversa de la otra; así 3.7 es in­
versa de la 7.3; y en efecto se tiene 3—7=:—4, que es lo 
contrario de 7—3—4. ,

También 4:12 es razón geométrica inversa déla 12:4 
pues 4:12=-^£=:^, es lo contrario de 1 2:4=^= 3=i-

Esc. Los antiguos, desde el tiempo deEuclides, daban 
diversos nombres á las razones y proporciones, según era 
el esponente de la razón; ya no están en uso, por ser mas 
fácil y claro distinguirlas por el mismo esponente. A la 
razón de 3:2, cuyo esponente es la llamaban ses­
quiáltera-, y los Químicos modernos han juzgado conve­
niente restablecer la palabra sesqui para nombrar las sus­
tancias, cuyas partes componentes se hallan en la razón 
de 3 á 2. Así es, que llaman, por ejemplo, sesquifosfa- 
to de cal á una sustancia que contiene i£ de ácido fosfó­
rico respecto del ácido que contiene el fosfato de cal to­
mado por unidad.

173 Proporción es la igualdad de dos razones de una 
misma especie; así, proporción aritmética es la igualdad 
de dos razones aritméticas; y proporción geométrica la 
igualdad de dos razones geométricas.

Para escribir una proporción aritmética se pone una 
razón á continuación de otra, separándolas con dos pun­
tos; y para escribir una geométrica se ponen cuatro puntos 
entre las dos razones. Para leerlas, se lee cada razón se­
paradamente, y cuando se llega á los dos puntos en la 
aritmética ó á los cuatro en la geométrica, se lee como. 
En toda proporción entran cuatro términos, de los cua­
les el primero y tercero se llaman antecedentes, y el se­
gundo y cuarto consecuentes; el primero y cuarto estre­
ñios , y el segundo y tercero medios.

174 Para escribir proporciones aritméticas con faci­
lidad, se pondrán dos cantidades cualesquiera, separadas

Tomo 1.
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entre sí con un punto, para que formen la primera ra­
zón; después se pondrán dos puntos, y luego á las dos 
cantidades primitivas se les añadirá (o quitará) una mis­
ma cantidad; y se pondrán estos dos números después de 
los dos puntos, separados entre sí con un punto, los cua­
les Jormarán la segunda razón; pues en este caso las dos 
razones son iguales ( 171 cor.).

Para formar una proporción geométrica, se escribirán 
dos cantidades cualesquiera, separadas con dos puntos pa­
ra que formen la primera razón; luego, se pondrán los 
cuatro puntos, y después por segunda razón lo que resul­
te de multiplicar (d dividir) por una misma cantidad ¡os 
dos términos de la primera; porque en este caso también 
serán iguales las dos razones (171 cor.).

Así, si quiero escribir una proporción aritmética, pon­
dré dos cantidades cualesquiera 7 y 5, separadas con un 
punto; luego pondré los dos puntos, y añadiré á las an­
teriores una misma cantidad, v.g. 6, y tendré 7.5:13.11, 
que leería diciendo: 7 es aritméticamente á 5 como 13 
a 11.

Si quiero escribir una proporción geométrica, escribi­
ré dos cantidades cualesquiera v.g. 8 y 5, para que for­
men la primera razón; después depuestos los cuatro pun­
tos, multiplicaré ambas cantidades por otra cualquiera; 
tal como 3, y tendré la proporción 8:5”24:15; que lee­
ré diciendo: 8 es a 5 como 24 á 15.

175 Guando los medios de una proporción son diferen­
tes, como en las anteriores, las proporciones se llaman dis­
cretas; y cuando son iguales los medios, la proporción 
se llama continua. Así, para formar una proporción conti­
nua aritmética, se pondrá por tercer término el segun­
do , y para poner el cuarto se añadirá al tercero lo que el 
segundo llevaba al primero (ó se le quitará loque el pri­
mero llevaba al segundo); v. g. para escribir una propor­
ción aritmética continua, pondré por primera razón cual­
quiera 5.9; después del 9 pondré los dos puntos, luego el 
mismo 9; y después de un punto, lo que resulta de aña­
dir 4 al 9, y tendré la proporción 5.9:9.13.

La proporción aritmética continua se escribe de un 
modo abreviado, poniendo ántes este signo , después
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el primer término, luego el medio, y después el otroes- 
tremo separándolos con un punto; de manera que la an­
terior se escribe -j-5.9.13.

Donde el signo -4- puesto antes , da á conocer que se 
lia de repetir el segundo término, y se lee: 5 es aritmé­
ticamente ú 9 es ú 13.

Para formar una proporción geométrica continua, se 
escribirá un número cualquiera, después se pondrá por se­
gundo término y por tercero un múltiplo cualquiera de es­
te número; y luego para el cuarto se toma el mismo múl­
tiplo del múltiplo anterior. V. g. pondré primero un nú­
mero cualquiera 5, después un múltiplo cualquiera de es­
te, tal como 15, y este será el que represente los medios; 
para hallar el otro estremo, tomaré el mismo múltiplo de 
15, esto es, el triplo, y tendré 5:15x5• 45 •=45:15:45.

Donde el signo 44 puesto ántes, indica que se lia de 
repetir el 2.° término, y se lee, 5 es á 15 es á 45.

176 En toda proporción aritmética discreta la suma 
de los estreñios es igual á la de los medios; y al duplo 
del término medio en la continua.

Espl. Sean las proporciones 10.7:17.14, -4-8.11.14; 
digo que en la primera será 10+14=7-4-17, y en la 
segunda 8+14=2x11.

Dem. i.° Como proporción es igualdad de razones, la 
primera dará 10—7=17—14á y trasladando ( 147 cor.) 
las cantidades negativas al miembro opuesto del en que 
se hallan, será 10+14=17+7, que era L. x.° Q. D. D.

2.0 La segunda proporción puesta con estension, se­
rá 8.11:11.14; que da 8—11=11—14; y trasladando 
como ántes, será 8+14=11 + 11=2x11,
que era L. 2? Q. D. D.

Esc. Sean en general las dos proporciones a.b:c.d y 
+a.6.c; y discurriendo del mismo modo que ántes, dara 
la primera a—b=c—rf, y trasladando (147 cor.) sera 

a+d=c+b (A).
La segunda nos dará a—b—b—c, y trasladando sera 

a+c=b-t-b=cb (B),
que manifiestan la proposición con toda generalidad.

177 Si en la ecuación (A) a+-d=b+-c, despejá­
rnosla se tendrá d—b+c—a; que quiere decir: que
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dados ¡os tres primeros términos a, b, c, de una propor­
ción , se hallará el cuarto d sumando el segundo con el ter­
cero, y restando de esta suma el primero. Así, dados Jos 
tres términos 9, 25 y 32, para (tallar el cuarto, que llama­
ré ,r, haré *=25-4-32—9=48, cuya operación y pro­
porción se practican de este modo:

9.25:32.*=:25-t-32—9=48.
Esc. Despejando las demás letras, se tendré 

a=b-hc—d, h—a-t-d—c, c—a-t-d—h, 
y cada una dará una regla para hallar el primero, el se­
gundo, el tercero términos, cuando se necesiten.

178 Si en la ecuación (B) a-4-c=2¿, despejárnosla 
c, dará c=2¿>—a-, que quiere decir, que cuando se quie­
ra encontrar un tercer término continuo proporcional arit­
mético á dos cantidades dadas, del duplo de la segunda 
se restará la primera. Así, si quiero hallar un tercero pro­
porcional á 26 y 34, espresándole por x, será 
*—2x34 26=42, que se ejecuta como aquí se ve:

-í-26.34.*=2X34—26=42.
Si en la misma ecuación d-spejamos la b, dará b=^(a+e), 

que quiere decir, que si dadas dos cantidades se quiere 
hallar una media proporcional aritmética, de la suma de 
dichas cantidades se tomará la mitad (*). Así, si quiero 
hallar un medio proporcional entre 27 y 39, llamándole 
*, se tendrá *=2(2 7+3 95=33; 7 la proporción será 

^27-33-39-
179 En toda proporción geométrica discreta el produc­

to de los estreñios es igual al de los medios; y al cuadra­
do del término medio en la continua.

Espl. Sean las proporciones 8:3::24:n, =-6:18:54; 
voy á demostrar que 8x9=3x24, y que 6x54=i82; i

S., ) Mr. Bourdon, en la pag. 135 de [a undécima edición de si 
diferencial, á lo que se ha conocido hasta aquí 

con la denominación de medio proporcional aritmético. Esta mutación no 
me parece que por ningún titulo es admisible: pues la palabra diferni- 
cial tiene en la parte sublime de las Matemáticas una acepción que di­
ta mucho de la que aqu, se la quiere dar. En hora buena , que sustituía 
I ^ a,Ia, C(luidijercncia a Ja de proporción aritmética que se lia usado 
TT aja<*¡n ’ l’.01*0 'a infdio diferencial podría inducir á equivocaciones, 
usa de la misma esprcsion en la png. S2S , y en mi concepto repito que 

es admisible en Aritmética introducir semejante locución.
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ac—fi2.en general, si a:h::c:d, y-ffa:¿:c, será ad=bc, y 

Dsm. Como proporción es igualdad de razones, la
.. a cprimera clara — y trasladando 

ad=Lc (C);

los divisores

(150 cor.), será 
que era L. x..° Q. D. D.

2? La segunda proporción, puesta con estension, se-

y quitándolos divisores,rá a:b?-b:c‘, que da —
b c

será ac—bb=b2 (D).
180 Recíprocamente, si cuatro cantidades son tales, 

que el producto de dos de ellas sea igual al producto de 
las otras dos, con dichas cantidades se podrán formar ocho 
proporciones diferentes, poniendo por estreñios las dos que 
formen un producto, y por medios las dos que formen el 
otro producto.

Espl. Sean a,b,c,d, tales cantidades que ad—be-, 
voy á demostrar que se pueden sacar las ocho proporcio­
nes siguientes (E). (E)

Dem. Si en la ecuación ad=bc, trasla- a:b ::c:d (1?) 
damos (150 cor.) la d y la ¿al otro 
miembro de donde se hallan, se tendrá
a c
—=— , que puesta en proporción dará 

a:b::c:d (1?).
Si en la misma ecuación traslada­

mos la d y la c, será — que da
c cl

Si trasladamos la a y la ¿, resultará 
que da d:b::c:a (3?).

a:c::b:d (2?) 
d:b::c:a( 3?) 
d:c ::b:a (4*1) 
c:d::a:b (5?) 
c:a::d:b( 6?) 
¿:a::d:c(7?) 
b:d::a:c (8?)

a:c::b:d ( 2?). 
d c

Si trasladamos la n y la 
d:c::b:a ( 4?).

Como es lo mismo ad—bc

d
c, será

c
que bc=ad,

—=—■> que a
trasladan­

do en esta la b y la d, será ——— queda c:d::a:b (5?).
d b
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C

Trasladándola b y la o, será — — — , que da 
c:a::d:b (6?). « ¿

Trasladando la e y la a, será —? que (]a 
b:a::d:c (7?). o c

Y trasladando la c y la d, será — =—, que da 
b:d::a:c ( 8?), que era L. Q. D. D. ^ c

Esc. Si se quisiesen sacar mas proporciones, saldría 
alguna délas anteriores; de donde se sigue que dada una 
ecuación se pueden sacar ocho proporciones; ó dada una 
proporción se le pueden dar ocho formas diferentes.

181 Si en la ecuación (C) ad—bc, despejamos la d,
be

se tendrá d= — ■ que quiere decir, que dadas tres 
d

cantidades, se hallará una cuarta proporcional geométri­
ca , multiplicando la segunda por la tercera, y partiendo 
el producto por la primera. Así, si quiero hallar un cuar­
to proporcional álos niímcros 9, 14 y 27, llamándole x,

14x27
tendré x—------- —42 ; cuya operación se dispone co-

, 14x27 378mo aquí se ve, 9:1 4::27:a:=——-—él— -40.
9 9

Esc. Despejando los términos a, Z>, c, se tendrá
be ad ad , , . , .

a——i b——, c= —; y cada una dará la regla 
d c b

para hallar el primero, el segundo, tí el tercer término, 
cuando se necesiten.

182 Si en la ecuación (D) ac = b2, despejamos la c,
, . b3
dará c_— > que quiere decir, que para hallar un ter­

cer término continuo proporcional geométrico á dos canti­
dades dadas, el cuadrado de la segunda se partirá por 
la primera. Así, si quiero hallar un tercero proporcio­
nal i 16 y 24,

<?4
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llamándole x, será x—- 4- — 6, que se practi-
16 10 a

, . , 24 576 ,
ca como aquí se ve: 4*16:24:3;:=—7 =■——=30.

16 16

Si en la misma ecuación despejamos la h, será
Zrzi'N/ ac; que quiere decir, que si dadas dos cantida­
des se quiere hallar ana media proporcional geométrica, 
del producto de dichas cantidades se eslraerá la raíz cua­
drada. Así, si quiero hallar un medio proporcional en­
tre 8 y 18, llamándole a;, será x—X^iixiti=X/'144=12; 
y la proporción será 448:12:18.

Esc. Es digna de notarse la analogía que hay entre 
las propiedades de las proporciones aritméticas y geomé­
tricas; pues las de aquellas se convierten en las de esta 
sustituyendo multiplicar á la voz sumar-, dividir á la res­
tar-, cuadrar á tomar el duplo, y estraer la raiz cuadra­
da á tomar la mitad.

De las trasformaciones que se pueden dar á una. proporción, 
sin que deje de subsistir proporción.

183 Hemos visto (180) que ala proporción a:b::c:d, 
se la pueden dar ocho formas diferentes, y que siem­
pre hay proporción. Estas y otras varias que vamos á 
esponer, se llaman alternar, invertir, componer, dividir, 
permutar y convertir.

Alternar es comparar antecedente con antecedente, y 
consecuente con consecuente, cuya operación queda hecha 
mudando de lugar los medios ú los estreñios. Así, la se­
gunda y tercera (180} están alternadas respecto de la 
primera.

Invertir es comparar -consecuente con antecedente en 
cada una de las razones-, cuya operación queda hecha po­
niendo los medios en lugar de los estreñios, y los estreñios 
en lugar de los medios. Así, la (7?) está invertida res­
pecto de la primera.

Ahora , si se continúa alternando é invirtiendo la pri­
mera, se llegarán á tener las ocho que hemos dicho.
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Tela proporción se puede componer, que es comparar 
la suma de antecedente y consecuente con uno de los dos, 
en cada una de las razones, esto es, ó con el anteceden­
te d con el consecuente.

Sea la proporción a:b::c:d; digo que 
a-hb:b::c-i-d:d y a+h\a::c+d:c. a c

Dem. La proporción' a:b::c:d, da ——— ; aña-
b d

• CL Cdiendo i á ambos miembros, será —+ir—-t~i ; redu-
b d

ciendo el entero á la especie del quebrado que le acompa- 
, a+b c+d

íia, se tendrá —-—----; que poniendo en propor-
b d

cion da a+b:b::c-hd:d (F), que era L. Q. D. D. 
Invirtiendo la proporción dada, se tendrá b:a:'.d:c,

queda ———; añadiendo i,tendremos t-i = —+ ij
a o a c

reduciendo el entero á la especie del quebrado que le acom-

ó b+a:a::d+c:c (G),
b-ha d+c 

pana, da -----=----- ,

que era L. 2? Q. D. D.
Toda proporción se puede dividir, que es comparar 

la diferencia de antecedente y consecuente con uno de los 
dos, en cada una de las razones; esto es, tí bien con el 
antecedente tí bien con el consecuente.

Sea la proporción a:b::c:d-, digo que 
a—b:b::c-*d:d, y que a—b:a::c—d:c.
Dem. La proporción a:b::c:d,

a_ c
da------- —7 i

b ■d
a c

quitando 1 de ambos miembros, sera -----1=----- 1; re­
tí------- d

duciendo el entero á la especie del quebrado que le acom- 
a—b c—d

paña, dara ———------, tí formando proporción
u el

a—b:b::c—d:d (H); que era L. i.° Q. D, D.
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Invirtiendo la dada, se t«ndrá b:a::d:e, que

da — — — ; quitando ambos miembros de la unidad, 
a c

6 restando esta ecuación de la 1 = 1, resultará
b d , a—b c—d

i------ =1------ó --------=r—- ,
a c a c

ó poniendo en proporción, a—b:a::c—d:c (I); que 
era L. 2.° Q. D. D.

Permutar es mudar de lugar las razones, 6 poner la 
segunda razón por primera , y la primera por segunda. 
Así, la quinta está permutada respecto de la primera 
(<j 180).

Convertir es invertir una proporción compuesta ó di­
vidida', cuando se invierte una compuesta, se llama con­
vertir componiendo-, y cuando una dividida, convertir di­
vidiendo.

Así, invirtiendo la (F) y la (G), tendremos 
b:a-t-b::d:c-t-d ( K) y a:a+b::c:c-hd ( L), 

que repecto de la primitiva están convertidas componien­
do; e' invirtiendo las (H) é (I) se tendrá

b:a—h::d:c—d (M) y a:a—b::c:c—d (N),
que respecto de la primitiva están convertidas dividiendo.

184 Ahora vamos á demostrar algunas propiedades 
de las proporciones.

1? Si los antecedentes de una proporción son iguales, 
también lo serán los consecuentes, y recíprocamente.

Dem. La proporción a:b::c:d, da ad=bc-, si se 
supone a=c, se podrán suprimir, y quedará d—b; y 
suponiendo d—b, quedaría a=c, que es L. Q. D. D.

2? Si dos proporciones tienen una razón común, con las 
otras dos razones se podrá formar proporción.

E.rpl. Sean las dos proporciones u:b::c:d, y 
a:h::rn:n, que tienen común la razón a:b-, digo que 
se tendrá c:d::m:n.

Dem. Igualando las razones en cada proporción, se

tendrá
a o a _ m
T~~d' 7 T~T; y como

53Tomo I.
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son ambas iguales con —, serán (intr. ax. 5.°) iguales
c m r

entre sí , esto es , ; que iorinando

proporción, tendremos c:d::m:n, que es L. Q. D. D.
Cor. De aquí se deduce que si dos proporciones tienen 

unos mismos antecedentes ó unos mismos consecuentes, se 
podrá formar proporción con los consecuentes ó anteceden­
tes-, porque alternadas tendrían una razón común.

3? En toda proporción geométrica la suma de antece­
dentes es á la de consecuentes, cómo un antecedente es á 
su consecuente.

Expl. Sea la proporción a:b::c:d-, voy á demostrar 
que a-\-c: b-t-d:: a:b o a-t-c:b-hd::c:d.

Dem. Alternando la dada será a:c::b:dj y compo­
niendo esta, dará a-t-c: c:: b+il: d, Ó á-t-c :a: :b+d:b, 
que alternadas serán

a-H¡:b+d::cíd (O), y a+c; b+d:: a:'b (P), 
que es L. Q. D. D.

4? En toda proporción geométrica la diferencia de an­
tecedentes es á la de consecuentes, como un antecedente es 
á su consecuente.

Expl. Sea la proporción a:b::c:d-, voy á demostrar 
que a—c:b—d::c:d, ó a—c:b—d::a:b.

Dem. Alternando la dada será a:c::b:d-, y dividien­
do esta se tendrá a—c-:c::b—d;d o a—c:a::b—d:b-, 
que alternadas dan

a—c:b—d::c:d(Q), y a—c:b—dy.a'.b (R),
ue es L. Q. D. D.

5? En toda proporción geométrica la suma de antece­
dentes es á la de consecuentes, como la diferencia de an- 
tecentes es á la de consecuentes.

Dem. Si de las proporciones (O) y (Q), que tienen 
común la razón c-.d, sacamos la

■ a-\-c:b-t-d::a—c:b—d (S), 
tendremos L. Q. D. D.

6? En toda proporción geométrica la suma de antece­
dentes es á su diferencia, como la suma de consecuentes 
es á su diferencia.
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Dem. Porque si alternamos la proporción anterior, ten­
dremos a-i-c:a—c::b-hd:b—d(T),
que espresa L. Q. D. D.

Esc. Comparando la proporción (T) con la primiti­
va alternada , que es a:c::b:d, nos dice, que la su­
ma de los dos primeros términos de una proporción es ú 
su diferencia, como la suma de los dos últimos es á la su­
ya; á cuyo modo de comparar le llama Leslie mixing; 
esto es, comparar mezclando.

Cor. De todo esto resulta, que dando la primitiva ocho 
formas, la (P) otrasocho,la (G) otras ocho,la (H) 
otras ocho, la (I) otras ocho, la (O) otras ocho, la 
(P) otras ocho, la (Q) otras ocho, la (R) otras 
ocho, y la (S) otras ocho; se sigue que alternando é 
invirtiendo la primitiva, y las que resultan de ella, se 
pueden sacar ochenta proporciones de una dada.

185 Están importante la regla dada (174), que por 
su medio no sólo se pueden formar inmediatamente pro­
porciones, sind que dada una razón , se pueden poner otra 
multitud iguales con ella, multiplicando sus dos términos por 
2, por 3, etc. Así, dada la razón 2:3, obtendremos

2:3:: 4:6:: 6:9:: 8:12:: 1 o: 15:: 12:1814:2 1:: etc. 
que es lo que se llama serie de razones iguales, y se sue­
len escribir abreviadamente de este modo:

2:4:6:8:10:12: i4:etc. ::3:6:9:i2:i5:i8:2i :etc.
Cuando se quiera sacar de ella una proporción, se to­

marán dos términos cualesquiera antes de los cuatro pun­
tos; y otros dos cualesquiera equidistantes después. Sus 
propiedades son las siguientes.

1? En toda serie de razones iguales la suma de todos 
los antecedentes es á la de todos los consecuentes, como un 
antecedente es á su consecuente.

Dem. Sea esta la série de razones iguales 
a: b r.c: d:: m: n:: etc. :etc.;

}'tomando las dos primeras tendrémos a:b::c:d; que 
(184, 3?) nos dará a+-c:b-t-d::c:d, tí poniendo en vez 
déla razón c:d su igual m:n por el supuesto, será 

a-t-c:b-t-d::m'-n;
que por la misma propiedad da a-t-c-i rn:b+d + n::m:n (a), 
que es L. Q. D. D.

170
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Esc. Si hubiese mas razones iguales, en rea de la úl­
tima «i:n, se sustituiría otra, y se continuaría del mis­
mo modo hasta que do hubiese mas.

2 ■ En toda serie de razones iguales la diferencia de 
antecedentes es á la de consecuentes, como un antecedente 
es á su consecuente.

Deni. Supongamos la misma serie a:b::c:d::m:n::ete. 
y tomando las dos primeras será a:b::c:d-, la cual 
(184,4?) nosdará a—c:b—d::c:d', o poniendo en vez 
de c:d su igual m:n, será a—c:b—d::m:n j que 
en virtud de la misma propiedad nos da

a—c—m:b—d—n::m:n (b), que es L. Q. D. D.
3? En toda serie de razones iguales la suma de ante­

cedentes es á la de consecuentes, como la diferencia de an­
tecedentes es á la de consecuentes.

Dem. Como las dos proporciones (a), (b), tienen común 
la razón m:n, con las otras dos formare'mos proporción 
( 184, 2?), y tendremos

a+c+m:b+d+n::a—c—rn:h—d—n (c). L. Q. D. D.
4? En toda serie de razones iguales la suma de ante­

cedentes es á su diferencia , como la suma de consecuentes 
es á la suya.

Dem. Porque si alternamos la proporción anterior ten­
dremos a+c+m:a-—c—m::b+d+n:b—d—n (d), que 
espresa L. Q. D. D.

5? En toda serie de razones iguales la relación que ten­
ga un antecedente con la suma de los otros, esa misma ten­
drá el consecuente correspondiente con la suma de los demas.

Dem. Sea la serie de razones iguales 
a:b::c:d::m:n::p:q::etc.:etc.

Si consideramos que empieza desde la segunda razón, 
tendremos (1?) c+m+p+etc.:d+n+-q+etc.::c:d-, pero 
si en vez de c:d ponemos su igual a:b, resultará 

c+m+i>+etc.: d+n+q-1-etc. ::a:bm, 
la cual permutada y alternada se convierte en 

a:c+m+p-hetc.::b: d+n-t-q-1-etc. (e), 
que espresa L. Q. D. D.

Cor. De aquí resulta, que si el primer antecedente es 
igual con la suma de los demas, el primer consecuente tam­
bién seráigual con la suma de los demas consecuentes; por-
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que eí en la última proporción suponemos a=c-t-m-t-p+etc., 
la primera razón será de igualdad, y debiéndolo ser la se­
gunda, será b—d-+-n -t- q-+-etc.

186 Se llama razón compuesta la que resulta de mul­
tiplicar ordenadamente (esto es antecedente por anteceden­
te, y consecuente por consecuente) dos O mas razones. Así, 
si las dos razones 3:5 y 4:7, las multiplicamos orde­
nadamente , tendremos 12:35, que será la razón com­
puesta de aquellas dos; las tres razones 4:5; 6:11; 9:135 
dan la compuesta 4x6x9:5x11X13 tí 216:715; etc.

Si la razón compuesta resulta de dos razones iguales, 
se llama duplicada ó cuadrada-, así, si se tienen las dos 
razones iguales 6:8 y 3:4, la 6x3:8x4 tí 18:32, 
será duplicada tí cuadrada de la 6:8 tí 3:4.

Si se multiplican tres razones iguales, v. g. 3:5; 
6:10; y 9:15, la compuesta 3x6x9:5x10x15 tí 162:750, 
se llama triplicada ó cúbica ; y así sucesivamente cuadru­
plicada etc.

Haciendo la multiplicación como hunos dicho, se si­
gue que formar razones compuestas es lo mismo que mul­
tiplicar quebrados; pues toda razones un quebrado cuyo 
numerador es el antecedente y el denominador el conse­
cuente. Así, cuando las razones son iguales, equivale á 
formar potencias de los mismos quebrados; y lié aquí la 
razón de llamarse cuadradas ó duplicadas, cúbicas ó tri­
plicadas etc. De que se sigue, que no es lo mismo razón 
dupla que duplicada-, una razón es dupla de otra, cuan­
do su esponente es duplo del de ella, duplicada cuando 
es su cuadrado, etc. etc.

187 Es muy importante el simplificar las razones y 
proporciones, para poder ejecutar con espedicion los cál­
culos de sus continuas aplicaciones. Así, en cuanto se dé 
una razón, se verá si se puede simplificar, dividiendo sus 
dostérminos por 2, por 3 etc. lo que no la altera (171 cor.); 
por lo que en vez de la razón 6:12 se podrá poner 
3:6 tí 1:2; en vez de 12:18 se pondría 6:9 tí 2:3 etc.

188 Si la primera razón de una proporción no se pue­
de simplificar, tí se lia simplificado ya , se verá si se pue­
den dividir los dos antecedentes por un mismo número, lo 
que tampoco alterará la proporción ; pues si se alternase,
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se podría ya simplificar la primera razón. Así, si tengo la 
proporción (A) cuyo cuarto término x quiero buscar, sim­
plificaré la primera razón por 4, y tendré la segunda que 
aquí se ve: (A)
aliora dividiré por 3 los antecedentes, y 12:8::36:a: 
tendré la tercera; que da para el cuarto 
término *=24, que es lo mismo que i:2::i 2^=24

8x36 288 . ...x—------ —------ —24, pero mucho mas sencillo.
12 12

189 Al formar razones compuestas, puede ocurrir el 
que no pudiéndose simplificar las que se dan, se pue­
dan simplificar las compuestas; porque algunos factores 
de los antecedentes de las unas lo sean también de los 
consecuentes de las otras; y al contrario.

En este caso; en lugar de simplificar la compuesta 
después de formada, se indica la operación resolviendo 
en factores simples los términos de las componentes, y 
suprimiendo los que sean comunes. Así, si tengo las ra­
bones 3:5; 4:9; 10:21 , que dan la compuesta
120:945, ó simplificando 40:315 d 8:63; formaré 
la compuesta de este modo:

3 X2X2X2X5.-5X3X3X3X7,
que suprimiendo los factores comunes 3 y 5 queda en 
2x2x213x3x7 d 8:63, que es la misma que áutes.

Como al formar una razón compuesta, se puede po­
ner en lugar de cualquier razón simple, otra que sea 
igual con ella, se sigue que después de formada, se po­
drá hacer igualmente esta sustitución, poniendo el an­
tecedente en vez del antecedente y el consecuente en vez 
del consecuente. Así, cuando voy á formar la razón com­
puesta de las 3:5 y 6:7, en vez de esta podré poner 
su igual 12:14 o' 18:21; y en vez de la compuesta 
3x6:5x75 tendré 3X12:5x14 ó 3x18:5x21; luego 
inversamente, si tengo la razón compuesta 3x18:5x21, 
en vez de la componente 18:21 podré poner cualquie­
ra de sus iguales 12:14, d 6:7; y la tendré convertida 
en 3x12:5x14, ó 3x6¡5X7. Esta proposición es de la 
mayor importancia, y los principiantes suelen encontrar
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muchas dificultades en ella, cuando no se presenta con 
toda esta especificación.

190 Si dos ó mas proporciones se multiplican ordena­
damente , el resultado será una proporción compuesta. 
Porque siendo las razones componentes de la primera ra­
zón compuesta, iguales (por la naturaleza de las pro­
porciones) con las componentes de 
la segunda, las razones compuestas 
serán iguales y formarán proporción.
Así, si tenemos las proporciones (a),
(b), multiplicadas darán la com­
puesta (c).

Luego, multiplicando ordenadamente una proporción 
por sí misma, el resultado formará proporción; de donde 
resulta, que si cuatro cantidades están en proporción, tam­
bién lo estarán sus cuadrados, sus cubos, y en general las 
potencias de un mismo grado-, y al contrario, si cuatro 
cantidades están en proporción, también lo estarán sus ral­
ees de un mismo grado.

En efecto, la proporción a:b::c:d da

4: 5:: 8: 10 (a) 
6:11:: 18 : 33 (b)

24:55::I44:33° (c)

a
T

y elevando á la potencia n resultará

mando proporción será a”:b"::ca:d”,

La misma proporción a:b::c:d, 
trayendo la raiz del grado n será

a
T‘:

c
d

for-

qúe es L. i° Q. D. D. 

da

n —. u ___v'r v-,i <
n ___ n .

Ve

Vb
n
V d

que da 
191

v^r VW' d , que es L. 2?Q. D. D.
Al formar proporciones compuestas, convendrá 

simplificar las razones al tiempo de sacarlas; pero parti­
cularmente conviene tener presente, que si dos razones 
son tales que en la una es antecedente lo que en la otra es 
consecuente, se omite el término común, y se ponen los
otros. Así, si tenemos { }se verificará P:R::ac::bd;
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porque, si se hiciera con estension, sería PQ:QR::ac:bd- 
y simplificando Ja primera razón por Q, resultaría por 
último P:R::ac:bd.

De la regla de tres y de compañía.

192 Se llama regla de tres ó regla de oro, la que en­
sena á determinar los efectos por medio de las causas, ó 
las causas por medio de los efectos, cuando se conoce la 
dependencia que tienen entre sí.

La regla de tres puede ser simple y compuesta; es sim­
ple, cuando para determinar el efecto ó causa que se bus­
ca, súlo se atiende;! una circunstancia; y compuesta cuan­
do se necesita atender á dos ó mas.

La regla de tres simple se subdivide en directa ó in­
versa', directa es aquella en que se trata de averiguar el 
efecto que produce una causa, día causa de que proviene 
un efecto, cuando se conoce el efecto producido por una 
causa de la misma especie; y la inversa es-aquella en que 
se trata de averiguar la causa que se necesita para produ­
cir, junta con otra dada, el mismo efecto que lian produci­
do ya otras dos causas de la misma especie. Para que se 
vea bien la diferencia que hay entre las reglas de tres, 
nos valdremos de estos ejemplos.

1,° Sé que 1 2 sastres han hecho en una semana 72 ves­
tuarios , y quiero averiguar cuántos vestuarios podrán ha­
cer 24 sastres en el mismo tiempo, esto es, en una semana'. 
esta es una regla de tres simple; porque el número de ves­
tuarios que busco, sdlo depende de una circunstancia, a 
saber, del número de sastres que los han de hacer; ade­
mas es directa, porque trato de averiguar los vestuarios, 
esto es, el efecto que han de producir los 24 sastres, que 
son la causa, por medio del conocimiento que tengo del 
que lian producido en las mismas circunstancias 12 
sastres.

También sería simple y directa la regla de tres, si 
viniese propuesta en estos túrminos: 12 sastres han hecho 
en una semana 72 vestuarios; para hacer en el mismo 
tiempo 144 vestuarios, ¿cuántos sastres se necesitaran-
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Porque aquí se trata de averiguar Ja causa, esto es, los 
sastres que se necesitan para hacer los 144 vestuarios, que 
son el efecto, por medio del efecto conocido 72 vestuarios 
que han hecholos 12 sastres.

2.0 Si sabiendo que 12 sastres han hecho en tres dias 
72 vestuarios, quiero averiguar cuántos sastres se necesi­
tarán para hacer los mismos 72 vestuarios en 6 dias: es­
ta regla de tres será inversa; porque aquí teDgo un mis­
mo efecto, 72 vestuarios, para cuya producción han con­
currido dos causas, á saber : los 12 sastres y los 3 dias que 
lian trabajado; y ahora trato de determinar una de las 
causas, á saber, el número de sastres, que junta con la 
otra, es decir, con los 6 dias que han dé trabajar, ha de 
producir el mismo efecto de hacer los 72 vestuarios.
3Si sabiendo que 12 sastres han hecho en 4 dias 7 2 

vestuarios 1 quiero averiguar los vestuarios que harán 36 
sastres en 6 dias: esta regla de tres será compuesta; por­
que el número de vestuarios que busco depende de dos 
circunstancias, á saber, de los 36 sastres, y de losó dias 
que han de estar trabajando.

193 Toda cuestión, que conduce á una regla de tres, 
consta de dos partes: del supuesto y la pregunta; en el su­
puesto se da la dependencia que tiene la causa con el 
efecto; y en la pregunta, la causa ó efecto que se da, 
para determinar el efecto o causa que se busca.

En toda regla de tres simple entran tres cantidades 
conocidas: dos del supuesto, y una de la pregunta ; como 
esta ha de ser de la misma especie que una délas del su­
puesto, á las dos cantidades conocidas, que son de una 
misma especie, se les llama principales; la otra y la que 
se busca, se llaman relativas; pero como de las relativas 
solo se conoce una, se llama cantidad principal y su rela­
tiva á las dos del supuesto, siendo la principal la que es 
de la misma especie que la de la pregunta. V. g. cuando 
quiero averiguar los vestuarios que harán 24 sastres en el 
supuesto de que 12 hayan hecho 72 vestuarios, las dos 
cantidades principales son los 1 2 sastres y los 24; las rela­
tivas son los 72 vestuarios y los que busco; y las que se 
llaman cantidad principal y su relativa son los 12 sastres 
y los 72 vestuarios, siendo la principal los 12 sastres,

Tomo I, 24
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que es la de la misma especie qne la de la pregunta. 
4 194 Toda la dificultad de la regla de tres consiste en 
plantearla ; porque después todo está reducido á encontrar 
el cuarto término de una proporción geométrica. Por lo 
cual vamos á deducir reglas generales para su plantéo.

Si la regla de tres es directa, y se pide el efecto que 
producirá la causa c sujeta á las mismas condiciones en 
que la causa a ha producido el efecto b, como no co­
nocemos este efecto, le llamarémos .-r; y siendo b el 
efecto que ha producido a, el efecto producido por ca­

da unidad de a será (§ 58, 4-°) -i y como la c
CL

• A X
ha de producir x, una unidad de c producirá

ahora, por ser c y a de la misma especie, será igual el 
efecto que produzca cada una de sus unidades; luego se

tendrá i que formando proporción, será
a c

b:a::x:c ó aib'.'.ctx o a'.c'.'-Ji‘ x.
Luego para plantear una regla de tres directa, sepon- 

drá por primer término la cantidad principal del supuesto; 
luégo, cualquiera de las otras dos , á saber, la relativa del 
supuesto ó la principal de la pregunta-, después la otra,y 
el cuarto término de la proporción será lo que se busca-, 
que, para encontrarle, se practicará lo dicho (181).

Entendido esto, resolvamos algunos ejemplos. 
i.° Se sabe que 40 soldados han abierto en un tiempo 

cualquiera 160 varas de trinchera-, para abrir 8po varas 
en el mismo tiempo , ¿ cuántos soldados se necesitarán?

Aquí la cantidad principal y su relativa son 160 va­
ras y 40 soldados, siendo la principal 160 varas; luego 
plantearémos la cuestión del modo siguiente:

v.s „ v.s sold.5 _ 40x800 
160 :800 ."40 ”76^------ ;

y saco que se necesitan poner á trabajar 200 hombres.
2.0 Un sugeto deséa saber lo que le producirán 7843? 

reales que va á imponer en un fondo al 6 por roo. Aq“
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a cantidad principal del supuesto es ioo; porque la cues­
tión quiere decir que roo reales le dan de rédito al aíío
6 realesj y así, la operación se ejecutará como aquí se ve:

o ¿ ' 78437x6 470622 ■oo:70427::o:x=-----—-----c=~i-------=4706,22=4706 rs.y
7 nirs. 100 100

195 Si la regla de tres es inversa, y se supone que las
dos causas a y b lian producido un efecto K\ y dada 
una causa c de la misma especie que a, se quiere averi­
guar otra causa x déla misma especie que ¿, quejun- 
a con la c, produzca el mismo efecto discurrirémos 

de este modo. Si la causa a sola produjese el efecto 27,
JCuna unidad de a produciría —; ahora, este efectode-
a

ieser tanto menor en cuanto la causa a sea ayudada de 
a b; luego el efecto que produzca una unidad cuando

18?

obra también la causa será
ab

Por la misma razón, el efecto de una unidad de c, si 

obrase sola, sería —; y obrando ademas la causa x

que buscamos , debería ser —-;
ex

como a c son

de una misma especie, el efecto de cada una de sus uni­

dades será igual, y se tendrá —, ó Kcx=Kab, 
ab ex

y dividiendo por 76, será ex—ah, queda c:a::b:x ó c:b::a:xr, 
que manifiesta, que la regla de tres inversa se plantea eí- 
crihiendo por primer término la cantidad principal de la 
pregunta, después las dos del supuesto, y el cuarto térmi­
no será lo que se pide; que se hallará por lo dicho (181).

Apliquemos esta regía á algunos ejemplos, 
r? Un comerciante ha ganado en 5 meses 450 doblo­

nes con un capital de 6ooo doblones; para ganar los mis­
mos 450 doblones con un capital de 1800 doblones, ¿cuán­
to tiempo necesitará1

o
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Aquí la cantidad principal y su relativa son 6000 do­
blones y 5 meses, y la principal de la pregunta es 1800 
doblones; por lo que, ejecutando la operación como aqu( 
se vé:

q d. 

1800
s
: 6000d. 6ooox5_6ox5_ioX5_5o_j6 2 

1800 18 333’
hallo que necesitará 16 meses y i, que equivalen á 16 me­
ses y 20 dias.

2? Un General de trinchera tiene calculado que conpo­
ner 3000 hombres á trabajar, ya ú la zapa, ya á la trin­
chera, podrá en 6 dias hacer todas las obras que nece­
sita para llegar al camino cubierto-, tiene aviso de su ma­
yor General, que es indispensable tomar el camino cubierto 
dentro de 4 dias-, ¿cuántos hombres necesitará poner á 
trabajar ?

Aquí la cantidad principal y su relativa son 6 
dias y 3000 hombres, y la principal de la pregunta 
es 4 dias; por lo cual planteará la cuestión en estos tér­
minos:

d.1 ,d.s ■ h.s 3000x6 j4 : 6 ¡:300o :x=---------=1500x3=4500h.
4

que son los que tendrá que poner á trabajar.
196 Para resolver una regla de tres compuesta, se ha­

lla primero el resultado que corresponde á la pregunta, 
atendiendo á una sola circunstancia ; después el que cor­
responde á este resultado hallado, considerándole como pre­
gunta, atendiendo á otra circunstancia, después el que cor­
responde á este resultado hallado, atendiendo á otra cir­
cunstancia.; y así sucesivamente, como manifiestan estos 
ejemplos.

i.° Quiero averiguar los cahíces de trigo que podrán 
traer 36 carros en 6 dias, en el supuesto de haber traído 
1 2 carros en 4 dias 72 cahíces. Primero averiguará los cahí­
ces que traerán los 36 carros en 4 dias, lo que ejecutaré 
como aquí se vé: 6
1 2 carr.s:¡6 carr.s::y2 cah.s:xcah.s—~----i—= 72x3=210;

1 2

y encuentro que traerán 2 x 6 cahíces. Ahora, si en 4 dias
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traen 36 carros 216 cahíces, en 6 dias ¿cuántos traerán?
Ejecutaré la operación como aquí se vé :

,s JS 216x6 ,
4 : 6Cl' : 216 cahíces: x—------------ 54*6—324i
* 4

v saco que traerán 324 cahíces.
; z.° Sé que 4 soldados en 5 áíus, trabajando en cada 
dia 8 horas, Aon AccAo 1200 jajinas-, 6 soldados en 8 ¿has 
trabajando 6 Aofas al dia, ¿cuántas fajinas harán ?

Aquí tendré que hacer las tres reglas de tres simples
SÍgUÍenteS: 4^: 120/^x80/^'

5rf: 8rf:: 1800^°^'* '■ 2880/^'"*

8*:6*::«88</^"' :ai6(/aj'm

y saco que harán 2160 fajinas. , ,
107 Se llama regla de compañía la que ensena a de­

terminar cuanto corresponde de la ganancia tí pérdida á 
cada uno de muchos compañeros que han puesto su caudal 
en un fondo con arreglo á lo que puso cada uno. Esta, 
como se suele decir, es de dos modos : simple y com­
puesta 6 con tiempo-, se acostumbra llamar simple, cuan­
do el caudal que tiene cada uno en el fondo, permanece 
un mismo tiempo; y compuesta, cuando no permanecen 
los caudales el mismo tiempo en el fondo. Esta se redu­
ce á la simple, multiplicando el tiempo por loque puso 
cada uno; pues lo mismo es 50 doblones en dos anos 
que 100 en un ano. Esta regla se funda en la siguiente 
cuestión.

Partir un número dado a en las partes que se quiera, 
v. g. en tres, que tengan entre sí la misma razón que las 
cantidades dadas in, n, p; esto es, que la primera ten­
ga con la segunda la razón de m:rr, y la primera con a 
tercera la de m:p.

Si llamo x la primera parte, será

m:n::x:— la segunda, y m:p::xla tercera* 
m m
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y como todas juntas han de equivaler á a, se tendrá 
nx px

x-h---------- 1----------—a,m m
que quitando los divisores será mx-hnx-hpx~ma, 

<5 descomponiendo en factores n-h-p)=ma)
j j j ma ade donde se saca x—--------------------zzmX----------------------.

m-hn-hp m-t-n+p
Si sustituimos este valor de x en lo que correspondía 

á la segunda, y simplificamos, se tendrá
nx na px pa—=----------; y la tercera será _—=r—------- :
m m+n-t-p m m+n+p

cuyos resultados manifiestan, que podemos hallar cada 
una de estas partes, por medio de la siguiente propor­
ción, m-hn-+-p (suma de las puestas) :a (ganancia ó 
pérdida) :: lo que puso cada uno : es cí la ganancia i 
pérdida que le corresponde.

Ej. Si de tres sugetos, el primero ha puesto en un fon­
do 500 doblones, 720 el segundo, y 300 el tercero ; y lian 
ganado 456 doblones; para hallar lo que corresponde á 
cada uno, será m— 500, 20, ^=300, y m-t-w-i-p—1520;

luego será la parte del primero 500x456
1520 = 150 dobl/,

la del segundo....................... = =216 dobl/,
1520

y la del tercero...................... ~ 300x456 __ dobl/;
1520 7

cuyas partes componen la ganancia total 456 doblones.
El no haber contado con el tiempo, indica, que las 

puestas permanecieron uno mismo en el fondo; pero si el 
primero la hubiese puesto por 8 meses, el segundo por 10, 
y el tercero por 5, permaneciendo la misma ganancia, 
para hallar lo que corresponde á cada uno, se observará 
que 500 doblones puestos por 8 meses, es lo mismo que 
500x8 por un solo mes; 720 doblones puestos por 10 me-
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ses, es lo mismo que 720x10 doblones por un solo mesj 
r 300 doblones puestos por 5 meses, equivalen á 300X5 

por un solo mes ; de manera, que las puestas serán 4000, 
7200 y 1500; cuya suma es 12700, y en este caso tocará

. 456x4000 79
al primero ------------=M3----->1 12700 127

, , 456x7200 66al segundo ------ ----- =258-----■,
12700 127

. 456x1500 109y al tercero 3“-----— = 53-----,
12700 127

cuya suma es igual con 456 como antes.
Esc. En las corporaciones y regimientos, ocurre con 

bastante frecuencia el hacer gastos que han de satisfacer 
los individuos ú oficiales á proporción de sus sueldos; pa­
ra determinarla cuota de cada uno se dirá : el sueldo to­
tal de los individuos es al gasto que se ha hecho, como el 
sueldo de cada uno es á la parte que tiene que pagar.

De las reglas de falsa posición ; y de las importan! ¡simas apli­
caciones que su doctrina nos ha sugerido , proporcionándonos 
encontrar un nuevo método genera! y seguro, para resolver no 
solamente las cuestiones mas difíciles, sino las ecuaciones numé­
ricas de todos los grados, que se resisten á cuantos procedimien­
tos analíticos se han inventado hasta el dia, inclusos los que su­

ministra el Cálculo Infinitesimal.

19la. Mr. Bourdon, en la página 339 de la undécima edi­
ción desús Elementos de Aritmética, impresa en 1833, al con­
cluir la resolución de varios problemas, haciendo uso del racioci­
nio solamente, dice ''Las diversas cuestiones, que cabamos de re­
solver, son del género de las que muchos Autores tratan por la 
regla llamada de falsa posición simple ó doble-. Hemos creido de­
ber pasar esta regla en silencio, porque, en general, deja mucho 
de vago en el espíritu ’> Es una verdad cuanto en esta parte asegu­
ra Mr. Bourdon; pues yo no he visto en ningún libro tratada co­
mo corresponde la doctrina de la espresada regla. Por esta causa, 
me lué preciso, al componer mi Tratado Elemental de Materna-
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ticas (§§ 981 y 989 T. I P. I ) Seguir el rumbo que me pare­
ció mas exacto; y aunque no hice alarde de ello, me sirve ahora 
ds satisfacción lo que acabamos de citar del referido Autor , que. me­
rece mucha consideración de los Sabios. En electo, no solo me cj 
satisfactorio por la razón de haber sido yo el primero, que lie 
dado á conocer con exactitud esta regla, sinó por el uso que, con 
tan buen éxito, he hecho en mi Tratado sobre el movimiento] 
alineaciones de las aguas, para resolver ecuaciones que se resis­
tían á cuantos métodos se han descubierto hasta el dia; y porque 
al mismo tiempo que en el Extranjero se desecha esta teoría como 
vaga, no pueden menos de reconocerse como importantes mis in­
vestigaciones, cuando Autores de tanto mérito desechan esta doo 
trina, como de poca utilidad, al mismo tiempo que Vo la resta-, 
blezco para que sirva de. fundamento y vehículo el mas espedito 
para conducir á un nuevo método de resoleer los ecuaciones nu­
méricas de todos los grados, que es uno de. los problemas de ma­
yor importancia en las Matemáticas. Previas estas indicaciones, va­
mos á entrar en materia.

1976. Se llama regla de falsa posición aquella en que, 
suponiendo un numero arbitrario, pero determinado, nos 
servimos de di para encontrar el verdadero. Con el fin de 
darla á conocer, nos propondre'mos resolver por ella la 
cuestión del l.«r ejemplo (<j 156); y para que no resul­
ten quebrados, el número, que se suponga en este gé­
nero de problemas, debe tener las partes alícuotas que 
exige la cuestión; por lo cual, debere'mos elegir, para la 
que nos ocupa, un número que tenga tercera y cuarta 
parte exactamente. Para encontrarle, no hay mas que mul­
tiplicar entre sí los denominadores que han de espresar 
las partes; y ejecutándolo en la presente, multiplicaré- 
ntos el 4 por el 3 y resulta 12. Luego el número supues­
to deberá ser ó 1 2 ó un múltiplo de 1 2 ; y como en .gene­
ral conviene siempre elejir el mas sencillo, supondremos 
que 12 sea el verdadero número.

197c. Una de las cosas, que do liemos visto esplica- 
das en ninguna parte, es que para poder aplicar la regla 
de falsa posición, no se debe hacer uso .de ecuaciones co­
mo la (A) de dicho párrafo, en que hay cantidades co­
nocidas mezcladas con la iuco'gnita en un mismo miem­
bro por vía de suma o de resta; sind á las que se presen­
tan como la (B) del mismo párrafo, en que todo lo que
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iay en un miembro son los términos que contienen in­
cógnita, y en el otro se hallan todos los conocidos; y 
que podríamos enunciar la cuestión, que le ha daño 
origen, del modo siguiente: Hallar un número, tal que si 
se le quita su tercera parte, y de lo que quede, 'se quita 
¡a cuarta parte del mismo número, resulten quince unida­
des. Tomando el 12 por número supuesto, si de él quita­
mos su tercera parte, que es 4, nos resultan 8; y si de 
esto volvemos á quitar la cuarta parte, que es 3, que­
dan ó; pero como habían de resultar 15 , y el 15 es tres 
veces mayor que el 5, se verilicará que el verdadero nú­
mero será también tres veces mayor que el supuesto; y 
como este es 12, tendremos que el verdadero número se­
rá el triplo de 1 2 , esto es, 36, como en efecto debe así 
verificarse; pues es el mismo que allí hemos encontrado.

19jd. Se. llama regla de dos falsas posiciones ó de 
falsa posición doble , aquella en que para encontrar lo que 
se busca, se hacen dos supuestos. Por ejemplo, si la cues­
tión anterior , la quisiésemos resolver por la falsa posi­
ción doble, en ven de hacer el raciocinio de que el núme­
ro buscado debe ser el triplo del supuesto, [mes esta es 
la relación que tiene el 5 con el 15 , supondríamos otro 
número, por ejemplo el 84, que también tiene tercera y 
cuarta parte, puesto que es el séptuplo de 12; y tendré 
que su tercera parte es 28, y su cuarta parte 21. Quitan­
do 28, de 84, quedan 56 ; quitando ahora 21 de 56 , que­
dan 35; pero como debían resultar 15, hay un error de 
20 por esceso. Cuando supusimos el número 12, obtuvi­
mos 5 por resultado; y como este debía ser 15, había - 
un error de 10 , pero por defecto, y que por lo misino 
se señala —10. Ahora, la regla práctica, que se sigue 
para encontrar el verdadero número, es la siguiente : mul­
tipliqúese cada número supuesto por la equivocación del 
otro: y si los errores son de una misma naturaleza, esto 
es, ambos por esceso, d ambos por defecto, la diferencia 
de los productos se divide por ¡a diferencia de los errores-, 
pero si los errores son de naturaleza diferente, esto es, uno 
por esceso y otro por defecto, se dividirá la suma de los 
mencionados productos por la suma de los errores. Apli­
cando esta regla á nuestro caso, tendremos que multi-

Toito I. 2 5
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plicar el primer número supuesto, que es 12 , por la equi­
vocación tí error 20, que origina el segundo, lo que da 
240. También deberemos multiplicar el segundo númeio 
supuesto 84 por 10, error que da el primer número su­
puesto 12; y el producto será 840. Y como los errorts 
aquí son de diversa naturaleza, pues el primero es por 
defecto y el segundo por esceso, deberá sumar dichos 
productos; lo que dará 240-1-840=1080; y esta suma 
la dividirá por la suma de los errores, esto es, por 
104-20=30; y como dividiendo 1080 por 30, resultan 
36, queda encontrado lo que buscaba ; y he obtenido el 
mismo resultado que dití la regla de falsa posición sim­
ple (197 c.), y también el mismo que dití el método 
general algebráico tí analítico ( 156 1?).

197 e. Ahora, loque falta, es demostrar la regla prác­
tica que se acaba de enunciar y aplicar.

Para esto, observará, que si espresamos por a; el ver­
dadero número que buscamos; por a, b, los dos núme­
ros supuestos, y por ce y S las dos equivocaciones, si la 
condición que se ha de verificar, la podemos espresar por

—. x, siendo m y re números enteros, se verificarán
, . ni m m m
las ecuaciones —.x——.a-i-a-, —,x~—./;4-6; tí

« » nn

... .ni m m ni , „trasladando será —.x------- .a—a-, -—.x------.b=
« n n n

formando proporción con estas dos ecuaciones será
m m ni m m m

a:t::—.x——a:— .x---- - ,b:\—.(a—a):—.(x-b)::x-a\x-¡>\
n » n n n n

que da (§1 79 ) ax—ab=z€x—€a-, y trasladando se tie­
ne ax—6x=ab—6a-, tí (a—<S).x=ab—Qa-1 de don­

de ( 148)
ab—Sa
a-e ecuación que espresa exactamen­

te la regla que acabamos de dar.
Aquí hemos supuesto que los errores a y S eran am­

bos positivos, esto es , de de una misma naturaleza. Si
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ambos errores fuesen negativos, que son también de una 
misma naturaleza entre sí, se verificaría también la mis­
ma regla. En efecto, si suponemos negativos los dos er­
rores ay £, el valor de x, que acabamos de obtener, 
será ( 112 )

__ —-----Sa_—a b+Sa_—(ai—Sa) ab—€a
X~ -a----- € ~ —a + S ~ —(a—?) = a—g 5

luego siempre se verifica, que cuando los errores ó equi­
vocaciones son de una misma naturaleza ó tienen un mis­
mo signo, la diferencia de los productos se ha de dividir 
por la diferencia de los errores.

197f ^,1S s' errores o equivocaciones son de na­
turaleza diferente, como en el caso de que uno de los 
errores a ó 6 sea negativo y el otro positivo, entdnces el 
verdadero valor de x se encuentra dividiendo la suma 
de dichos productos por la suma de los errores ó equivoca­
ciones. En efecto, si suponemos negativa la a, tendré- 
mos que el valor hallado ántes para x, será

_——Sa__—(ab-t-Ga)__ab-t-Ga
—cc—S —-(«+<?) a + g

Si supusiéramos negativa la <?, tendríamos (112)
_ccb------Ga ab+Ga

a---- G a+G
Resultados que conducen á la misma regia.

*97 g- Así en el Tratado Elemental, como en lo que 
liemos dicho (197c), vemos que esta regla supone que 
la condición, que se ha de verificar, sea proporciona] con

*> y P°r eso la hemos supuesto espresada por ’-^-.x-,
n

pero hay muchísimas cuestiones en que el resultado de 
la condición que se ha de verificar, no se puede suponer 
proporcional con x. Lo que vamos á comprobar con la 
primera cuestión délas resucitas (§ 169), que conduce 
r la ecuación *2—9*=—14; que , descomponiendo en 
tactores el primer miembro, se tiene x.(x—9)=—^(r); 
donde vemos que lo que multiplica á x, es x—9; valor
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que depende del que supongamos á x¡ lo que no se ve­
rifica cuando el factor que suponíamos multiplicar á x, para

196

satisfacer á la cuestión , era el — , en que los núme-
n

ros m y n representaban ntímeros, cualesquiera sí, pero 
conocidos y determinados, y que no dependiesen del va­
lor de x.

Y así, aplicado el procedimiento de la regla de falsa 
posición, tanto simple como compuesta, á dicha ecuación, 
no sacaremos de ningún modo los números 7 y 2, que 
allí hemos encontrado, y que son los que satisfacen á di­
cha cuestión y ecuación.

Veámoslo : supongamos que el número supuesto sea el 
15; esto es, que # = 15; en este caso a2—225; y 
92=135. Por lo que x2—92=225—135=90; el re­
sultado debía ser —14 ; el valor 90 supera á o en 90; 
y como o supera (105) al —14 en 14, resulta que el 
90 supera al —14 en 104.

Si quisiéramos aplicar el procedimiento de la regla 
de falsa posición simple, diríamos: el ptimer miembro de 
la ecuación por el supuesto x— 15, se nos convierte en 
90; ¿qué valor deberá tener x para que dicho primer 
miembro sea —14? La cual se escribirá así,

9o: '5 14:*:
i5X—iq

90
donde vemos que el valor de 2 dista mucho de ser el mi- 
mero 7, ni el número 2; y que ademas de ser muy di­
ferente el valor numérico, es también diferente su natu­
raleza, pues este resultado es fraccionario y negati vo, y los 
dos números 7 y 2, que satisfacen á la cuestión, sou en­
teros y positivos.

197/2. Apliquémosle el procedimiento de las dos fal­
sas posiciones-, y como acabamos de ver que el supuesto 
15 da un error -+-104, tomarémos para otro número su-

', y 93=80;puesto el 20; y tendre'mos que ar‘=20~:
luego será „x~—92=400—100=220.

Por la misma consideración de ántes, el 220 supera
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al —14 en 234; luego el error aquí es -t-234, que es 
también por esceso.

Para aplicar la regla ( 197 d y e), multiplicaré el pri­
mer mi mero supuesto 15 por la segunda equivocación ó 
error que es 234; y el producto será 3510; el producto 
del segundo número supuesto 20 por la equivocación o 
error del primero, que es 104, será 2080; y como aquí 
los errores tienen un mismo signo, debere'mos dividir la 
diferencia de los productos, por la diferencia de los er­
rores, esto es, 3510—2080=1430, lo deberé dividir
por 234—104=130; y haciendo la división, resul­

ta 143°__ M3_ii 
¡3° 13

número bien diferente de los 7

y 1 que satisfacen á la ecuación propuesta.
Resulta pues comprobado, que la doctrina de la fal­

sa posición, simple ó doble, solo se puede aplicar á cuestio­
nes en que el primer miembro de la ecuación ú que con­
duzcan sea proporcional con el número buscado-, lo que no 
hemos visto aclarado como corresponde en ningún libro.

197Í. Para dar á conocer el procedimiento, que á 
ello nos debe conducir, observaremos que el primer miem­
bro de la (ec. 1 § 197 g)i guarda la razón compuesta de 
sus dos factores x, y x—9; el primer factor es pro­
porcional á x; y el otro es proporcional á x—9. Es­
te x—9 no es proporcional á x-, pero aumenta con x, 
y disminuye con x-, resulta, pues, que de los dos facto­
res, el uno es proporcional exactamente con x , y el otro 
crece y mengua cuando x, lo que origina el que se aproxi­
ma masa ser proporcional con x, que si fuese absoluta­
mente independiente de x.' Luego en la razón compuesta 
que guarda el producto x.(x-g), la parte dominante es 
la de ser proporcional á a;; por lo que, si aplicamos á 
dicha ecuación alguna formula qye esté fundada en ser el 
primer miembro proporcional á x, dicha fórmula dará 
valores aproximados; ó la propiedad que esprese dicha 
fórmula se verificará con una cierta aproximación, respec­
to del primer miembro. Ahora bien, toda ecuación se pue­
de poner bajo una forma análoga. En efecto, la ecuación 
general (1 § 170 q), trasladando el término L al según-
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do miembro, y descomponiendo en factores lo que que- 
da en el primero, sacando fuera de un paréntesis Ja a-, 
que es común en los términos que quedan en dicho primer 
miembro, se convierte en

x.{xn~l+Ax’‘—'-:-+-Bs"—3....... -kK)——L.
Donde vemos, que el primer factor es proporcional á tí 
y el otro, aunque no es esencialmente proporcional con x, 
varía con x-, luego siempre la parte dominante de Jas va­
riaciones del primer miembro es el ser proporcional á x\ 
y cuantas fórmulas apliquemos á dicho primer miembro, 
que estén sacadas en el supuesto de la proporcionalidad 
con a:, darán resultados que , aunque no serán exactos, se 
aproximarán á los verdaderos. Y en esto se funda la parte 
mas esencial de mi nuevo método.

197 j- En las profundas y sérias meditaciones, que me 
ha costado hallar el mencionado procedimiento, he teni­
do que luchar con varias proposiciones que, á primera vis­
ta , parecen evidentes, y que en realidad no lo son. Tales 
por ejemplo una en que incurre Mr. Bourdon pág. 539 de 
la 7? edición de su Algebra, hecha en el ario de 1Ü34, y 
es como sigue.

rcA fin de estrechar mas los límites de esta raíz, ha­
gamos en la ecuación

(>3—$x—3=0), *=2+4 = 2,5;
y se halla por resultado -4-0,125. Por otra parte, 2 
puesto en lugar de *, da —5. Así, Ja raiz está com­
prendida entre 2 y 2,5.

55Actualmente, si se atiende á que el resultado de la 
sustitución de 2,5 difiere menos de o, que el resultado 
de la sustitución de 2, se debe inferir de esto, que la 
raiz está mas cerca de 2,5 que de 2:?. Esto no es ver­
dadero en todos los casos; porque como, en general, hay 
tantas raíces como unidades tiene el esponente, podrá su­
ceder que el número que da mayor error numérico, se 
acerque mas á una de las raíces que el número que da 
el menor error numérico se acerca á otra.

Para aclarar esto, supongamos qee se traslade al pri­
mer miembro el —14 del segundo de la (ec. 1 § 197g)> 
lo que nos dará x2—9*-f-i4=o; y que se sustituyan
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3or a; los diferentes números naturales i,a,3,4,5,6,7,8,etc. 
[o cual nos dará la tabla siguiente:

Supuestos Errores

X— I. . . . -t-6
X—2. . . .
*=-3. . . .
* = 4- • • • 6
x = 5- • • • -6
x—6. . . . —4
x-7. . . .
x — 8. . . .

&. &.

Donde se observa, que el supuesto 1 da -t-6 de error- 
y el supuesto 3 , da —4 de error. Cualquiera que sea el 
sentido en que se tomen las cantidades negativas respecto 
de las positivas, menos distancia ó diferencia hay del va­
lor -4 al cero, que del +6 al cero: y sin embargo, 
el número r y el número 3, que producen errores tan di­
ferentes, distan igualmente de la raiz 2. Los números 4 
y 5 dan ambos el mismo error en magnitud y en sentido; 
y sin embargo, aunque el 4 y el 5 distan igualmente de 
las raíces 2 y y, no obstante el uno lo hace por esceso y 
el otro por defecto. Luego el aserto de Mr. Bourdon no 
es exacto.

Otra de las cosas, que se suele reputar como evidente 
por los Autores, es que, un error ó equivocación por esce­
so indica siempre que el número supuesto que le produce, es 
mayor que el verdadero-, y que un error por defecto es 
siempre indicio de que el número supuesto era menor de lo 
que le corresponde, lo cual no se verifica.

En efecto, el supuesto x=.i, da un error -t-6; y 
sin embargo 1 es menor que el 2 y que el 7, que son

(°) Ponemos aquí el signo ± al 0, y abajo el + , por las 
rM0lli¡5 «['“Estas en los párrafos 479 y 480 de la segunda edi-
CI<Ml ^ H T- E. que contiene el Cálculo Diferencial é In-
!f«ral.
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los verdaderos valores de x, ó las verdaderas raices de 
la ecuación.

El supuesto 3 da el mismo error que el supuesto 6; 
y aunque hay la misma distancia del 3 al 2 que dtl 6 
al 7, se verifica que en el uno, por ejemplo, en el 3, es 
por escesG y en el 6 es por defecto.

Los supuestos 4 y 5 dan los mismos errores; y se ve­
rifica que el 4 escede á una de las raices en dos unidades; 
y al 5 le faltan las mismas unidades para la otra raiz 7. 
Todo esto proviene ele que los Autores incurren en los in­
convenientes, que mencionamos en la nota dtl § 365 del 
Tomo 2.0 P. I T. E.

Por esta causa, mis investigaciones han sufrido graves 
entorpecimientos, hasta que por un asiduo y constante 
trabajo, me he convencido de que dichos asertos, que to­
man por evidentes los Autores, no tienen la competente exac­
titud; y á fuerza de constancia y penalidades, he logrado 
hallar un método general y sencillo, que hasta el presente 
no reconoce ningún vacío ni tiene límites, para encontrar 
todas las raices reales de las ecuaciones numéricas, aun las 
que se resisten dios procedimientos mas sublimes de la Aná­
lisis, inclusos los que suministra el Cálculo Infinitesimal.

197 A’. Para dar ¿conocer dicho me'todo, principiaré 
hallando la diferencia, que hay entre un número supues­
to y el verdadero, en el caso de ser la espresion propor­
cional á x, ó que se le puede aplicar la regla de falsa 
posición doble. Piemos supuesto que, tomando para x, 
nn valor a, se ha obtenido un error ó equivocación es- 
presado por a-, y también hemos supuesto que tomando 
para x otro valor ¿, ha dado un error o equivocación 
espresado por ?.

Los errores ay? pueden ser iguales enteramente, 
como hemos visto en los de la ecuación anterior; pues 
los supuestos 1 y 8 dan ambos -t-6 de «rror ; los 3 y 
6 dan ambos —4 de error; y los supuestos 4 y 5 do" 
ambos el mismo error —6. Pero en general, los supon­
dremos desiguales para evitar una discusión que nos dis­
traería; pues en el caso de ser iguales los errores, haremos 
otro supuesto, y consideraremos los dos números que pro­
duzcan errores diferentes.

200
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Supongamos también que a sea el número que dé el 
menor error numérico, esto es, el error que prescindien­
do del signo, tenga ménos unidades; y puesto que produ­
ce un error o equivocación os, resulta que a no será 
(170 c) raiz de la ecuación; y por consiguiente entre a y 
el verdadero valor de x, habrá una diferencia, que es- 
presarémos por D ; y será a-t-D—x-, que, trasladando, 
se tiene D=x—a.

Si por x sustituimos el valor hallado (197 e) , será

ab—Ga a.b—Ga—aa-k-Ga txb—a a a(b—a)
u— a—G a—G a-G a—G '

Aquí observamos, que el factor b — a del numera­
dor es la diferencia de los números supuestos; en la cual 
hace de sustraendo el número supuesto, que da el menor 
error; y que el denominador a—G es la diferencia de 
los errores , estando por minuendo el menor. Nada se sabe 
de cierto acerca de si b será mayor ó menor que a; pero 
como vamos en el supuesto de que a es menor en unida­
des que G, resulta, que obtendríamos alguna mayor sim­
plificación en el uso continuado de esta fórmula, si hicié­
ramos que en el denominador estuviese os porsustram- 
do; lo cual se consigue mudando los signos al numerador 
y denominador, qué equivale á multiplicar ambos térmi­
nos por —1 ; lo que no altera (118 esc.) el valor del que­

brado; y así tendrémos (U); cuya espre-
b—CC

sion ó formula podre'mos traducir en regla, diciendo: que 
cuando se han hecho dos supuestos, se puede hallar la dife­
rencia entre el número que produce el menor error numé­
rico y el verdadero valor de la incógnita, multiplicando 
dicho menor error por la diferencia entre los dos números 
supuestos, haciendo de minuendo el que produce el menor 
error numérico, y dividiendo este producto por la diferen­
cia de los errores„ haciendo de sustraendo el menor error 
numérico; pero teniendo mucho cuidado de atender á los 
signos tanto de los errores como de los números suput-s- 
tos, para saber el siguo que deba tener la D, áfin de 

Tomo I. iü
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que, agregada al valor de o, nos resulte el verdadero 
valor ríe

197 /. Si esta formula la aplicamos á una Ccnadon, 
en que se verifique la proporcionalidad con x, tendremos 
para D un valor exacto; si la aplicamos á una ecuación 
en que no se verifique la proporcionalidad con x, no lia- 
llarémos un valor exacto; peto en virtud de lo espuesto 
(197 i), deberemos tener un valor aproximado.

Para comprobar todo esto , lo aplicaremos á la misma cues­
tión, (197 d).

De suponer x= I 2, provino el error —10; suponiendo 
,r=84 1 resultó un error de -(-20. El que da menor error nu­
mérico es el 12; por consiguiente , para encontrar lo que se de­
be agregar al 12 para queso convierta en el valor de x, prac­
ticaremos la regla anterior, multiplicando el menor error numé­
rico —10 por la diferencia entre el 12 y el S4 > estando el 13 
por minuendo; luego se deberá multiplicar por 12—84=—'2; 
y se tendrá —10X=72=-|-720.

Esto lo deberemos dividir por la diferencia de. los errores, 
pero tomando el menor error numérico por sustraendo ; luego lo 
deberémos dividir por 20—(—10)=(§ 112)20-(-l0=30. Y co­
mo dividiendo +720 por 30, resulta 24, este será el valor 
de D, y por consiguiente x=a+D=12 + 24=36.

Luego nos lia resultado para x el mismo valor que ya he­
mos obtenido por otros tres métodos (§§ I5G, 197 c y 197 d).

197 ll. Aplicada la formula (U§ 197&), que espresa 
el valor de D, á una ecuación en que no se verifique la 
proporcionalidad con x , no tendremos un valor exacto pa­
ra D ; pero nos resultará un valor aproximado.

Apliquemos este procedimiento á la ecuación a:J+2.r=S0; 
cuyas ralees sabemos (109.. 2.a) que son ,r=8 ; x=—10; y 
que se. puede transformar en x. (.r + 2 .) = 80 : el primer 
miembro 110 se puede suponer proporcional á .r ; pues lo es cu 
razón compuesta de x, y de x+'-i ; luego, aplicada la menciona­
da fórmula (U § 197 4:), no dará un valor exacto para U; pero 
lo dará aproximado.

Para mayor sencillez y uniformarnos con el uso general, tras­
ladaremos tollos los términos al primer miembro, y será 

a:’+2.r—80=0 (2).
Supongamos á x un valor cualquiera arbitrario ; pero dis­

paratado, para ver la excelencia del método ; y sea por ejemplo 
;b=1000 ¡ con lo cual, el primer miembro se convrrlirá cu
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1000’+2X 1000-80=1000000+2000-80=1002000-80=...

+1001920;
uego el error es +1001920.

Supongamos ,r=50; y dicho primer miembro se convertirá en
50’+2X 5 0—89=2500+100—80=2600—80=+2520, 

uc será el error.
Aquí vemos, que el número supuesto, que da el menor error 

' numérico, es el 50. Para averiguar lo que le deberemos añadir ó 
■litar, á lia de que se convierta en el verdadero, á lo cual 1 la— 
íamos corrección, deberemos multiplicar el menor error nume- 
iro por la diferencia de los dos números supuestos, tomando por 
niiiuendo el 50; luego deberemos multiplicar el +2 520 por 
51)- 1000=—950 ; lo que nos dará +2 520X—950=—2394000.

Este producto lo deberemos dividir por la diferencia de los 
errores; pero haciendo de. sustraendo el menor; luego deberemos 
lividir por +1001920—2520=999400.

, , . -. -2 394000 -2 3940
Lueeo la corrección será ------------------=-------------- =—2,4.

999400 9994
Por lo que D=—2,4; y agregando este valor al número su- 
mrsto 50 , que es el que da menor error numérico , tendremos 
11— 2,4=47,0; el cuál deberá acercarse á alguna de. las rafees, 
ñas que los números 50 , y 1000; y observando que las mices 
le dicha ecuación (169... 2.a)-son ,t=S, y .c=—10, queda 
omprobado perleetamente.

Ahora se. toma este valor 47,6 por tercer número supuesto; 
f se sustituye en el primer miembro de la misma ecuación; el 
mal se convertirá en (4 7,6)’+2X47,6—60 ; y como 
47,6)*=47,6X47,6=2265,76; y 2X47,6=95,2; dichopri- 
n rmiembro se convertirá en 2265,76+95,2—S0=+228ü,96 
pie es el error. ,

Para encontrar la corrección , que se debe hacer al 47,6 , mul- 
liplicaré el menor error +22 80,96 por 47)0—50=—2,4;
' resulta 2280,96X—2,4=—5474,304. Esto lo dividiré
wr 2520—2280,96=239,04; y se tiene

239,04
Agregando esta corrección al tercer número supuesto 47)0, 

miremos para otro valor mas aproximado a una de las raíces 
( >G—22,48=25,1 2 , que en efecto está va mucho mas cerca

+S y de —10.
Tomemos este valor 25,12 por cuarto número supuesto, r

a
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sustituyéndole en el primer miembro Je la misma ecuación se con­
vierte en (331,01.}4+50,?4—80=+601,2544» 'lue esel error.

Para encontrar la corrección, que se debe hacer al 25,12, 
multiplicaremos el menor error +001,2544 I,or 
2 5,12-47,6=—22,43 ; lo que. da —13516,198912.

Esto se debe, dividir por 2280,96—60 1,2 5 44=16,79,7 0 56; 
y resulta —8 para la corrección-, la cual, agregada al 25,12, 
da 25,12—8=17,12, que ya se acerca mas al 8 y al - 10.

Tomemos este valor 17,12 por quinto número supuesto -, y 
sustituido en el primer miembro de la misma ecuación, le redu­
ce á +247,3344) que. es el error ó equivocación.

Para encontrar la corrección que debo hacer al 17,12 , mul­
tiplican? +247,3344 por 17,12—25,12=—S; lo que 
da —1978,6752; y dividido eslo por
001,2544—247,3344=353,9200 , resulta —5,59; que agre­
gado al 17,12 se. obtiene 17,12—5,59=11,53 ; que se acer­
ca ya mucho al 8.

Tomemos este valor 11,53 por sesto número supuesto; y sus­
tituyéndole en el primer miembro de la misma ecuación, se con­
vierte en 76,0009, que es el error.

Para encontrar la corrección , multiplicaremos eslo por 
1 1,53—17,12 =—5,59; loque da —42 + 845031; eslosc 
debe dividir por la diferencia de los errores, que es 1 7 1,3335; 
y se obtiene —2,4-S; que, agregada al 11,53, le. convierte en 
9,05; que se aproxima ya mucho al 8.

Tomemos este, valor 9,05 por séptimo número supuesto; y 
sustituido en el primer miembro de la ecuación, le convierte rn 
+ 20,0025, que es el error ó equivocación.

Para encontrar la corrección, que debo hacer al número 9,05; 
multiplicaré esta equivocación +20,0025, por 

9,05—1 1,53=—2,48; y obtengo —49,6062. Eslo lo di­
vido por 76,0009—20,0025=55,9984; loque da —0,88 
para la corrección; que, agregándola al 9,05, se tiene 8,17, que 
ya escode en muy poco al 8.

Tomo este valor 8,17 por octavo número supuesto ; y sustitui­
do en el primer miembro de la misma ecuación, le convierte cu 
+ 3,0889, luego este será el error.

Para encontrar la corrección, que debo hacer al S, 1 7, mul­
tiplicaré +3,0889 por 8,17—9,05 = —0,S8 ; dividiendo d 
producto —2,718232 por 20,0025—3,0889=16,9136; ob­
tengo para la corrección —0,16 ; que, agregada al 8,1 7, da 8,01.

Ahora, en cualquier cálculo que encontrásemos por resollado 
8,01, si la unidad á que se refería este número no era de muelo
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consideración, deberíamos despreciar la centésima, «pie hay ade­
mas del 8, y tomaríamos este número por resultado.

Sustituyendo este número 8 en el primer miembro de la misma 
ecuación,se convierte en 8a+2X8—80=64+16—80=80—80=0;
V como este es el segundo miembro, resulta ( 1 70 e) que 8 es una 
de las raices de la ecuación, como en electo ya sabíamos ( 169.,2.a).

Para encontrar la otra, dividiremos el primer miembro de la 
misma (ec. 2) por 8, y ejecutándolo como aquí se ve;

a.-’+2 x—SO ¡ .r— 8 
—.r’+8 a: | x+1 0

0 + 10.r— 80 
—,l0;c+S0

Ó Ó

Obtengo por cociente ,r+10; que igualado con 0 da .r+10=0.
Y trasladando, se. tiene x= —10 (pie es la otra raíz. Luego hemos 
hallado por este nuevo método los mismos resultados que antes 
(109....2.a).

197 m. Este método es lo mas admirable y maravilloso que se. 
puede imaginar; pues, ademas de no reconocer hasta el presente 
ningún límite, ni restricción por parte del grado de las ecuaciones 
ni por la magnitud de los coeficientes, ni por estar la incógnita ba­
jo l'orma trascendente, nada importa por otra parle el que uno. 
se equivoque. Todos los métodos del mundo, en padeciendo una 
equivocación, lo que es sumamente fácil, mayormente cuando se. 
hacen cálculos numéricos, ya lodo lo que venga después es inútil, 
y conviene empezar de nuevo desde el parage donde se cometió el 
yerro. Así se ha verificado en los complicadísimos cálculos numé­
ricos,que yo ejecuté al hallar la relación del diámetro á la circun­
ferencia tanto por Geometría, según se vé (§ 505 T. I T. E.), co­
mo por el Cálculo Infinitesimal (§ 647 T. II); y también en los 
cálculos que hice para la construcción (le la curva ó trayectoria, 
que trazaban las granadas arrojadas por los Franceses á Cádiz en 
el sitio de la guerra déla independencia, como puede verse en mi 
Compendio de Mecánica práctica.

Mas aquí nada importa, repito, el equivocarse-, porque el 
mismo método conduce al verdadero resultado sin necesidad de 
inutilizar lo ya hecho, y á veces sin causar inconveniente algu­
no. Verifiquemos todo esto en la misma (cc. 2) que acabamos 
de. resolver.

Supongamos que, al encontrar la corrección que produce el
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sesto número supuesto 11,53,'cu voz de hallar que está correc­
ción ora —2,4-8, hubiésemos puesto que era —4>4^- Entóneos, 
agregada al número supuesto 11,53 , hubiera dado 
1 1,53—4,48=7.05.

Hubiéramos tomado este número 7,05 por séptimo número 
supuesto; y sustituido en el primer miembro de la misma ecua­
ción, hubiéramos obtenido —16,197 5.

Esta equivocación ó error sale por defecto; y para encontrar 
la corrección' que se debe hacer al 7,05, multiplicaremos esta equi­
vocación —16,1975 por 7,05—1 1,53=—4i4®> lo que da 
— 16,1975x—4>4S=+72,5648. Esto lo dividiré por 

76,0009—( — 16,197 5 )=76,0009+16,1975=92,1984;
, 72,5648y resulta ^ ^ ^ =0,7 87 para Ia-correccion; que, agregán­

dola al 7,05, se tendrá 7,0 5+0,7 87=7,837.
Tomemos este valor 7,S37 por octavo número supuesto ; y 

sustituido en el primer miembro de la ecuación, le reduce á 
—2,90 743 I, (pie será el error.

Multiplicando esto por 7,83 7—7,05=0,7 87, resulta 
—2,288148197 ; y dividiendo por

—16,197 5—(—2,90 743 1)=—16,1975+2,907 431 =
—13,290069,

se. tiene +0,171. Agregando esto al último número supuesto 
7,83 7 , resulta 8,008.

Donde vemos, que.podiendo despreciarse, ya las ocho milésimas 
que resultan de mas, obtenemos el mismo número 8; y sella en­
contrado con el mismo número de supuestos.

Si en vez de haber tomado —4i48. por —2,48, hubiéra­
mos tomado solo —1; entonces agregado esto al 1 1,53, hubié­
ramos tenido 10,53.

Tomando este valor 10,53 por séptimo número supuesto, y 
sustituido en el primer miembro de la misma ecuación , se nos hu­
biera convertido en ' +51,9409 ; multiplicando esto por 
10,53—11,53=—1, resulta = — 51,9499; y dividiéndolo 
por 76,0009—51,9409=2-4,0600, se obtiene, =—2,15. 
Agregando esta corrección al 10,53, resulta 8,38.

Tomando este valor 8,38 por octaco número supuesto; y sus­
tituido en el primer miembro de la ecuación , lo reduce á +6,9844- 
Multiplicando esto por 8,38—10,53=—2,15 , se halla 
— 15,01646; y dividiendo eslo por 5 1,9 499—6,9S44:=44)9-'G5,

1 resulta —0,33. Agregando esta corrección al 8,3 8 sera 8,05.
Y como las cinco centésimas , que hay de mas, las puedo des-
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preciar, si la unidad á que se refiere el «limero no es de mucha 
importancia, resulta que tendré el número 8, para raiz de. la ecua­
ción como por el método anterior.

Si en vez de despreciar las 5 décimas, tomáramos el 8,05 por 
noveno mímei-p supuesto, hubiéramos obtenido 0,9025 de error; 
y —0,0^8 para la corrección; que, agregada al 8,05, da 8,002 
que se diferencia mucho menos del 8.

Queda pues comprobado, que en este método, aunque 
por distracción ó por La fragilidad humana , cometamos 
descuidos, y a en mas ó en menos, el método es tan suma­
mente apreciable, que nos conduce por síú los verdaderos 
resultados, sin necesidad de corregir ni enmendar los cál­
culos anteriores-, prerogativa tan singularísima, que es 
necesario verla para creerla. Unicamente podrá suceder 
en los casos mas desventajosos, el tener que hacer uno 
o'dos supuestos mas, cuyo inconveniente será menos gra­
ve, en la mayor parte de las ocasiones, que el tener que 
rehacer los cálculos posteriores al en que se cometió el 
descuido o' yerro etc.

197/1. Esta circunstancia nos proporciona otra de 
mucho inayorinteres todavía; y es, que, pues no importa 
el poner de mas ó de rnénos en el error ó equivocación ó 
en los números que sirven para encontrar los errores ó 
las correcciones, podemos siempre despreciar gran parte 
de los guarismos decimales, sin que esto produzca incon­
veniente ; y que al mismo tiempo nos sirva para hacer las 
simplificaciones, en términos que podamos encontrar los 
resultados , en la mitad, tercera ó cuarta parte del tiempo.

Para que esto quede bien aclarado, volvamos á con­
siderar los cálculos de esta ecuación, para indicar las 
abreviaciones que se podrían haber hecho.

En la resolución, que acabamos de dar, no hemos 
querido hacer ninguna abreviación, ni aun Jas de las de­
cimales, esplicadas (notas de los(j§ 92 y 94), para hacer 
el método mas asequible á toda clase de personas; pero 
el que guste puede hacer uso también de dicha abrevia­
ción y sacar aun mas ventaja. Entendido esto, reflexio­
nemos acerca de lo que nos hubiéramos podido ahorrar 
en la resolución de la ecuación antecedente.

La primera corrección, que encontramos, fué —2,4.

90 7
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Aquí no debimos despreciar el guarismo decimal 4, por 
que no sabíamos si nos hallábamos muy lijos o muy ar­
ca de la raíz; y por eso hemos encontrado por medio de 
ella el tercer número supuesto 47->6 > y así no l'eInos 
hecho mal en tomar por tercer número supuesto el nns-
mo 47,6.En vez de tomar por cuarto número supuesto el 25.15, 
deberíamos haber tomado el 25 solamente; y entonces 
hubiéramos hallado con mucha mayor sencillez la cor­
rección. _

En general, al hacerla multiplicación de las decima­
les, se pueden suprimir algunas sin necesidad de practi­
car el método (nota del §92); y al hacer la división de 
las decimales, para encontrar mas breve el resultado apro­
ximado,sin necesidad de practicar el método (nota del t) 94)1 
podemos suprimir en dividendo y divisor igual mime 10 ue 
guarismos decimales, y aun de guarismos enteros, si es­
tos son muchos y los que se quieren hallar en el cocien­
te son pocos.

Por ejemplo,.al encontrar la corrección, que se del.e hacer al 
cuarto número supuesto , liemos tenido que multiplicar
+601,2544 por —22,48, nos hubiera bastado multiplicar
+001,2 5 por —22,48; y aun mejor por —2 2,5; y luego,
en vez de dividir -13516,198912 por 1679,7056, nos hu­
biera bastado dividir la parte entera por la parte entera; esto es, 
haber dividido -13516 por 1679; lo que nos hubiera da­
do el cociente 8; y luego 0 en el lugar de las décimas, lamban 
nos hubiera bastado suprimir el último guarismo de los enteros, 
V dividir 1351 por 167, v hubiéramos tenido igualmente b por 
cociente entero, y cero en las décimas. Para que en esto no quede 
el mas mínimo rastro de duda, recordaremos que el cociente no 
se altera (6I....4.0) aunque dividendo y divisor se partan por un 
mismo número. Por esta causa, el cociente de dividir 
13510,198912 por 1679,7056, será el mismo que el de es­
tos números corriendo la coma á la izquierda un número cual-

. .1 _ .1______ _ l„ Tiarin ílprimal . SlU»1"
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tos números comr.uuu ».« « — -i

quiera de lugares; suprimiendo después la parte decimal, f
. 1 •» milíloH . lo fine

quiera cíe-jugar*» , ------* —1
mimos en ambos una cantidad menor que la mudad, lo que • 
ra electivamente el cociente; pero esta alteración nunca se u 
sensible basta que lleguen á servir de dividendo parcial las uni­
dades. Luego, en procurando que. entre el ultimo guai ism , 1 ' 
se conserve en dividendo y divisor, y el guarismo que querau.o
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jprociar en el cociente, quede uno ó dos lugares de rnas, pode­
mos prescindir de los otros guarismos ; lo cual proporciona mu­
ellísimas ventajas en la práctica, como se verá en lo sucesivo.

lili vez de. tomar el 17,12 por quinto número supuesto, 
nos ahorraríamos la mitad del cálculo tomando solo el 17; y 
así sucesivamente.

En general, la corrección solo conviene que tenga un 
guarismo decimal, á no ser ya las últimas; sobre cuyo 
punto advertimos, que el calculador hallará con el uso 
muchas mas abreviaciones; pero en caso de duda, y de 
que el calculador no lo vea con claridad, es mejor seguir 
el método largo; pues á veces se consigue en ménos tiem­
po; á causa de no exigir ninguna otra atención particular 
del espíritu, y poderse uno entregar á la práctica ordi­
naria. Por esta causa, al esponerel método, con el fin de 
hacerle independiente lo mas posible de las partes subli­
mes, usare' de muy pocas abreviaciones para que esté mas 
i los alcances de todos.

Como la diferencia entre los dos números supuestos, 
que dan los dos menores errores, es la corrección ante­
rior, ya con el mismo signo que ella tenga cuando el 
menor error provenga del menor de los dos números su­
puestos, ya con un signo contrario, en el caso de ser el 
número menor de los supuestos el que da el menor error 
numérico, podríamos ahorrarnos también en muchos ca­
sos hacer esta resta.

Sentado esto, ya no tenemos que hacer otra cosa mas, 
que manifestar el drden con que se debe proceder para di­
rigirnos al verdadero resultado con los menores rodéos po­
sibles; y voy á poner el que me parece mas adecuado, por 
lo que hasta ahora he observado en las ecuaciones re­
sueltas. A proporción que se vayan resolviendo mayor nú­
mero de ecuaciones es probable que se encuentren, algu­
nas modificaciones á la siguiente.

Regla general para, la resolución de toda clase de ecuaciones 
numéricas por este nuevo método.

197p. Como las sustituciones de los números i y 2 
resultan hechas con mucha facilidad, conviene principiar 

Tomo I, 2 7



q | q /LGF.RR A.

por ellas; y en virtud de todo lo que precede, podrémos 
Cifrar este nuevo método en la regla práctica siguiente.

Ante todas cosas debemos observar, que en este mé­
todo no se necesita ni aun preparar (167) la ecuación, ti 
decir, que se puede aplicar indistintamente, ya tenga o' 
no coeficiente el término de la incógnita que lleva mayor 
espolíente , que es el que se llama primer término de la 
ecuación. El ordenarla (120) por las potencias descen­
dentes de la incógnita no es tampoco necesario, ni aun 
hacer que el primer término sea positivo; pero la supon­
dremos ordenada, porque esto conduce á la claridad ; y 
también el que se hallen todos los términos en el primer 
miembro, siendo cero el segundo miembro: en cuyo ca­
so se procederá de esta manera :

1 o Sustituyase 1 en vez la incógita en el primer miem­
bro de la ecuación; y véase en lo que se convierte dicho pri­
mer mié libro. Si el resultado es o, el 1, que se sustituyo 
por x, será raíz de la ecuación. Si dicho resultado no es 
o, el número , que se obtenga . será el error ó equivoca, ion 
que se ha cometido de suponer que 1 sea el verdadero va­
lor de x. Si el signo de dicho resultado es positivo , o lo 
que es lo mismo, si tiene el signo -+-, se dice que el error 
ó equioocacion es por esceso; y si el resultado tiene el 
signo -, entónces el error ó equivocación se dice , que
es por defecto. ,

2 0 Sustituyase después 2 por x en el primer mirmnr 
de la misma ecuación-, si, ejecutadas todas la.s operacio­
nes resulta o, el número 2 será raíz de la ecuación -, si 
n , lo es, no lo será. Y dicho resultado espresara el error 
á equivocación que se ha cometido: siendo por esceso, si 
tiene el signo +, y por defecto si tiene el signo —

0 Si las sustituciones de los números 1 y 2 aiesen 
un mismo error numérico, lo que podrá suceder en algu­
nos casos, se procederá á sustituir 3 por x en el primer 
miembro de la mencionada ecuación; y se averigúala 
error ó equivocación, que produzca, en los mismos térmi- 
q ue se acaba de espresar.

4 0 Hecho esto, deberémos observar cual de los mime 
ros 'supuestos I y 2 da menor error numérico, es decir, 
que tenga ménos unidades, cualquiera que sea su signo,)
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procederemos d encontrar la corrección que se le dehe hacer 
para aproximarse al verdadero. Esta corrección se halla, 
practicándola regla siguiente: multipliqúese el menor er­
ror numérico por la unidad positiva, si el espresado me­
nor error numérico proviene del supuesto n ; y por ¡a uni­
dad negativa si dicho menor error numérico proviene del 
supuesto 1 , atendiendo siempre ú la regia lie los signos; 
y divídase el producto por la diferencia de los dos 'erro­
res; tomando por sustraértelo el menor error numérico , es 
decir, el que tenga tnénos unidades-, y teniendo mucho cui­
dado con los signos. El cociente, que se obtenga, es lo que 
se llama la corrección que se agregará con su signo al 
número de que provino dicho menor error-, y haciendo la 
reducción ú simplificación , que convenga, se tendrá un 
resultado, que será el verdadero valor de x , ó de la raíz 
de la ecuación, si esta es de primer grado; y si no lo 
es, se tendrá un valor mas aproximado ú .alguna de las 
raíces, que todos los números supuestos.

En el cuso de haber hecho el supuesto 3. si el error 
de este es menor numéricamente que el del 1, se multipli­
cará dicho error del 3 por 2 ; y el producto, se diviuirá 
por la resta que resulte de quitar del error del I, el del 
3, teniendo mucho cuidado con los signos ; y el cociente se­
rá la corrección que se debe hacer al 3. Y si el error del 
1 fuese numéricamente menor que el del 3, se multiplicará el 
error del 1 por —2, y el producto se dividirá por lo que 
resulte de restar el error del 1, del enor del 3; y el co­
ciente espresará la corrección que se debe hacer al 1.

Cuando las ratees son menores que la unidad, y los 
coeficientes de la ecuación son muy grandes, la corrección 
que resulta para el 1 es muy pequeña; y agregada al 1, 
suele dar por resultado cero en enteros, y varios nueves 
en los lugares decimales. Entonces se toma para tercer 
numero supuesto un solo 9, esto es 0,9, y se continúa por 
el método general que vamos á espresar.

5° El valor que nos resulte, después de agregada 
la corrección al número supuesto que produce el menor er­
ror numérico, y hecha la reducción, destrucción ó sim­
plificar ion , se tomará por tercer número supuesto (ó 
por cuarto si fué necesario hacer el supuesto 3), supri-

o
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tniendo algunas cifras decimales, ó poniendo en vez d» 
ellas una unidad mas al último guarismo que se conserve, 
si el primero de los que se suprimen es 5 ó mayor que 5. 
Se sustituye este número supuesto por x en el primer miem­
bro de la mencionada ecuaciónsi dicho primer miembro 
se reduce á o por esta sustitución, aquel número supues­
to es raíz de la ecuación; y si dicho primer miembro no 
se reduce á cero, el número, que resulte para dicho primer 
miembro, espresará el error ú equivocación que se comete 
de suponer aquel número por x, y se deberá tener cuidado 
de espresar el signo del valor que resulta para el men­
cionado primer miembro, aunque sea el signo pues es­
to es muy esencial.

Para encontrar la corrección, que se debe hacer al 
número supuesto, que da el menor error numérico de to­
dos, multiplicaremos el espresado menor error por la di­
ferencia entre los dos números supuestos, que producen los 
dos menores errores, pero poniendo siempre por minuen­
do el número, que produce él menor error numérico de 
todos y y el producto se dividirá por la diferencia de los dos 
menores errores, tomando siempre por sustraendo el me­
nor error numérico de todos, y poniendo muchísimo cuida­
do en atender á la regla de los signos ( 11 a ). El cocien­
te que se obtenga, espresará la corrección que se debe ha­
cer al número que produce el menor error numérico, de 
todos-, la cual se agregará con su signo al espresado nume­
ro que produce el menor error numérico ; y hecha la re­
ducción , destrucción á simplificación que convenga, .se ob­
tendrá un número, que se acercará á una de las raíces 
de la ecuación propuesta, mas que cada uno de los an­
teriores.

6.° Este resultado, ya como se ha obtenido, ya su­
primiendo alguno ó algunos guarismos decimales, o bien 
anadiendo en vez de ellos una unidad al ultimo guarís- 
mo que se conserva, si el primero de los que no se toman 
en consideración es 5 ó mayor que 5, se tomará por otro 
número supuesto, y se sustituirá en el primer miembro de 
dicha ecuación. Si le reduce á o, será raíz de ella; y s‘ 
no le reduce á o , el número que resulte será el error- 
para encontrar la corrección, que se debe hacer al nume
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ro que haya producido el menor error numérico de todos, 
se multiplica dicho menor error por la diferencia entre 
los dos números que producen los dos menores errores, po­
niendo siempre por minuendo el. número, que produce el 
menor de todos los errores; y el producto se dividirá por 
la diferencia de los dos menores errores, poniendo Siem­
pre por sustraendo el menor de ellos.

El cociente, que se obtenga, será la corrección, que 
se debe hacer al número que haya producido el menor de 
todos ¡os errores, se agregará á dicho número; y hecha 
la simplificación, se tendrá un valor que se deberá apro­
ximar á alguna de las raíces de la ecuación, mas que ca­
da uno de los números supuestos anteriores.

y.° Se continurá del mismo modo hasta que se haya en­
contrado un valor, que sustituido por x en el primer miem­
bro de la ecuación propuesta, dé cero por resultado; en 
cuyo caso, este número será rain exacta de la ecuación; 
ó hasta que se halle para x un valor tan aproximado co­
mo el calculador jungue que le conviene-, en cuyo caso, es­
te valor será una rain aproximada de la, ecuación.

G.° En el caso de que un error salga con el signo con­
trario á los anteriores, entonces hay precisamente l § 1705) 
al ménos una raíz real comprendida entre los dos núme­
ros mas próximos de los que producen errores de signos 
contrarios-, y para encontrar la corrección, se multiplica­
rá el menor error numérico dé los dos de signos contrarios 
procedentes de los números supuestos mas inmediatos en­
tre sí, por la diferencia entre dichos dos números supues­
tos mas próximos de los que producen errores de signos 
contrarios , poniendo siempre por minuendo el número su­
puesto que produce el menor error numérico; y el produc­
to se dividirá por la diferencia de los dos errores de sig­
nos contrarios, que provienen de los números supuestos mas 
próximos entre sí, tomando siempre por sustraendo el me­
nor error numérico de los dos-, y el cociente que resulte 
será la corrección-, la cual se añadirá al número supuesto 
que produzca el menor error numérico de los dos errores 
de signos contrarios, procedentes de los dos números su­
puestos mas próximos entré sí. Lo que resulte se deberá to­
mar por otro número supuesto-, si esta sustitución reduce
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á cero el primer miembro, dicho número supuesto será ¡a 
raíz, de la ecuación-, si dicho primer miembro no se redu­
ce á cero, el resultado de la sustitución será el error que 
da el citado número supuesto, y cualquiera que sea el sig­
no que tenga, como los dos errores anteriores eran desig­
nas contrarios , este que sacumos ahora será de signo con­
trario á uno de ellos: y la corrección se deberá hacer á 
aquel número supuesto que produce el menor de los dos er­
rores de signos contrarios, procedentes de los dos números 
supuestos mas próximos entre si-, lo que se ejectuaru por 
la regla, que acabamos de dar-, y se continuará del mis­
mo modo hasta encontrar un valor que reduzca á cero el 
primer miembro de la ecuación, en cuyo caso este número 
será raiz de ella. Si esto no se consigue, y el calculador 
juzga que el valor ya encontrado le basta para su objeto, 
suspenderá allí sus operaciones, y tendrá una raiz apro­
ximada de la mencionada ecuación.

En algunas ocasiones, aun cuando se tengan dos valo­
res que hayan dado errores de signos contrarios , se pue­
de llegar al verdadero resultado, encontrando la come­
dón por medio de los dos números supuestos que dan me­
nores errores, como veremos (§§ 197 hh, 197 ii eos. 21 y 21 ’), 
y á veces se halla el resultado con menos supuestos-, mas á 
pesar de esto , conviene encontrar la corrección por medio 
de los dos supuestos que producen errores de signos con­
trarios, procedentes de números supuestos mas próximos 
entre sí-, pues de este mudo no sólo nos vamos aproximando 
á la raiz, sino que se presenta á nuestra vista su apro­
ximación, pues siempre se va viendo entre qué números de­
be hallarse. Por manera, que la tenemos siempre como en­
carcelada entre los dos números mas próximos entre sí, que 
producen errores de signos encontrados, y esto ¡ios hace 
caminar con un paso seguro hasta obtener lo que busca- 
mis. Si queremos, en este caso, llegar al resultado por el 
camino mas breve, cuando se observe que los errores de 
signos encontrados difieren mucho entre sí, harémos su­
puestos intermedios entre los dos números que los producen, 
hasta que dichos errores tengan igual número de guaris­
mos ; y cuando hayamos conseguido esto, hallarémos la 
corrección, valiéndonos de l 'S dos supuestos, que dan errores

214



AtRKnn a. 915

de signos contrarios, procedentes de los dos números su­
puestos mas próximos entre sí, y la corrección se hallará 
al número de estos dos, que produzca el menor de los dos 
errores de signos contrarios.

Conviene percibir muy bien esto ; porque hay ocasio­
nes, como se verá (§¡qydd ec. 16) en que, la corrección 
no se halla, valiéndose de los números que producen los 
dos menores errores; pues allí se observa que los errores 
3.0, 4.0, 5.0 y 6.°, van creciendo numéricamente, y sin 
embargo se halla Ia corrección por medio de este error y 
el que resulta positivo que es mayor que todos.

9.0 En general, la equivocación ó error, que se debe 
obtener desde el tercer supuesto en adelante, debe ser 
menor, al menos, que una de las equivocaciones ó errores, 
que dan los dos números supuestos, que han servido para 
encontrar la corrección; y en el caso de que la sustitución 
de un número supuesto, calculado por dos anteriores, pro­
duzca un error mayor y del mismo signo (*) que los dos 
errores que han servido para determinarle por medio déla 
corrección , ó un error igual al anterior, entonces hay dos 
circunstancias que considerar.

1? Si el mayor error, que se obtiene, es el del tercer 
número supuesto, que se ha deducido pór la corrección ha­
llada por los supuestos 1 y 2 (ó 1 y 3, cuantío se haya he­
cho este tercer supuesto) , entonces puede ser esto indicio 
de que, teniendo las raíces valores numéricos muy grandes 
respecto de los números supuestos 1 y 2 , sea tan corta 
la diferencia que produzcan estos números en los erro­
res, que no basten para Encontrar la corrección opor­
tuna, que conduzca á un número que dé un error me­
nor que uno ó los dos de los errores anteriores; y tam­
bién puede provenir de estar muy próximas las raíces: en 
este caso, conviene tomar para primeros supuestos, núme 
ros que disten mas entre sí.

2- Si el salir un error del mismo signo y mayor que 
los anteriores , ó igual con el último, fuese después de ha-

(’) Si fuese mayor numéricamente , pero de signo contrario á los 
errores anteriores , ya teníamos como encarcelada una raíz real al ntc- 
n°s; y por lo espueslo n.° 8.° determinaríamos una raíz.
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ber dado otras equivocaciones menores, entónces aquello ti 
indicio de que la ecuación propuesta tiene rutees imagina­
rias en que la parte real ó el factor que multiplique i 
yj- i no se halla muy distante de alguna de lar raíces-
Si se obtienen correcciones, que cambien la ley de los nú­
meros supuestos, es indicio de que hay varias raíces, que 
no se diferencian mucho de dichos supuestos; y cu ando u 
advierta que ya siguen un orden constante, tanto los erra­
res como las correcciones, es indicio de que ja aquellos nú­
meros supuestos están como en la esfera de actividad de 
una sola de las raíces-, y que, yéndose acercando ca­
da vez mas á ella, se conseguirá muy pronto el deter­
minarla.

io.0 El procedimiento, qne se debe seguir en todas es­
tas circunstancias para conciliar la exactitud y seguridad 
con la sencillez y brevedad, es el siguiente. Tómense por 
números supuestos el 10, el loo, el iooo* ó en general 
la unidad seguida de ceros, hasta que la equivocación o 
error que resulte , varíe-de signo, ó que por la naturaleza 
de la ecuación se vea que, con sustituir mayores números 
jamás se conseguirá que el error ó equivocación cambie de 
signo. Si se logra obtener cambio de signo, en muchos ca 
sos se podrá continuar el método combinando de dos en do 
varios de los errores con sus respectivos números supuestos 
pero lo mas seguro y breve en general es tomar como do 
supuestos primitivos los dos números mas próximos entrt 
sí de los que producen errores de signos contrarios, halla­
do por ellos la corrección que-se debe hacer al número di 
dichos dos supuestos, que produce menor error numérico. 
Y se continuará el método, tomando siempre para deter­
minar la corrección los dos números supuestos mas próxi­
mos entre los que producen errores de signos contrarios. 
Cuando los números supuestos que producen errores de sig­
nos contrarios, disten ó se diferencien mucho entre si, po­
drá el calculador hacer algún otro supuesto intermedio pa­
ra encontrar errores de signos contrarios, cuyos númeroi 
se hallen mas próximos entre si: elijiendo, para estos su­
puestos intermedios, números redondos , esto es, que se com­
pongan ó de decenas solqs, o de centenas solas, ó de tsf
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llares solos etc., para que se obtenga el resultado con me­
nos molestia.

Sise quiere conseguir el objeto con la mayor brevedad, 
se deberán hacer supuestos intermedios entre los números 
que producen errores de signos contrarios, hasta que los 
errores tengan igual número de guarismos en enteros-, y, 
después que esto se haya logrado, se continúa el método put­
ei procedimiento que acabamos de manifestar.

Si suponiendo x=io, a-=ioo, a=iooo etc., no 
se consigue cambio de signo, se sustituirán por x en di­
cho primer miembro los números _i, —io, —Ico,
—iooo etc., hasta que se logre que cambie de signo la 
equivocación ó error, ó se vea por la naturaleza de la ecua­
ción , que jamás esto se logrará. Luego que se haya conse­
guido cambio designo en el error ó equivocación, se eleji- 
rún, para seguir el método, los números mas próximos en­
tre sí, que dan los errores ó equivocaciones de diferente sig ■ 
no-, y se continuará como se ha dicho (U9) hasta encontrar 
un valor exacto de la raíz, ó un valor tan aproximado co­
mo el calculador juzgue conveniente.

Si no se logra cambio de signo en el error por estos 
supuestos, es serial ó de que no hay ninguna raíz real en 
aquella ecuación, o que las hay en número par; y sus va­
lores se hallan comprendidos entre dos de los supuestos he­
chos, esto es, entre los números i, io, loo, 1000, etc., 
—i, —io, —ioo, —iooo etc. Y para determinarlas, 
procederémos del modo siguiente.

ii.° Fórmese la ecuación derivada de la ecuación pri­
mitiva-, lo que se consigue multiplicando el espártente de la 
incógnita en cada término, por Su coeficiente, disminuyen­
do cada esponente en una unidad, suprimiendo el térmi­
no constante de la primitiva é igualando á cero todo este 
conjunto de términos. Se resolverá esta ecuación derivada, 
encontrando sus raíces reales por el procedimiento anterior-, 
lo cual será mas fácil, pues la ecuación derivada resulta 
siempre un grado inferior á la primitiva. Los valores, que 
se obtengan para las ralees de la ecuación derivada, se 
sustituirán en la ecuación primitiva-, si diesen resultados 
de signos contrarios á los que se hayan obtenido por los 
°lros supuestos, se tomarán para dos primeros números 
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supuestos respecto de esta combinación, aquellos dos 
meros mas próximos entre sí, de los que produzcan e,ru- 
res de signos contrarios; y con e//os se continuará hasta 
encontrar las raíces reales que contengan, «‘ean exactas, 
se«n aproximadas. Y si ninguno de estos valores produce 
mudanza de signo.es señal de que ya no existe ninguna 
raíz real en la ecuación.

No se necesitan encontrar todas las raíces de la ecua­
ción derivada; pues, según se vayan encontrando podran 
sustituirse estos valores en la ecuación de que se ha encon­
trado la ecuación derivada; si da error de signo contra­
rio á los anteriores, por medio de este y el que corres­
ponde al número mas próximo de los conocidos de sig­
nos contrarios, se hallará una de las raíces; después, 
en vez de seguir sacando los valores de la ecuación'de­
rivada para sustituirlos en la principal, será generalmen­
te mas breve tratar de hallar las demas raíces de la pro­
puesta. como vamos á manifestar.

i2.° Obtenida ya. por los procedimientos anteriores una
de las raíces. se divide todo el primer miembro de la ecua­
ción dada por x ménos el valor hallado para la raíz, si
ha sido un número positivo; ó por x mas dicho número 
si este ha resultado negativo-, cuya operación se practica 
del modo esplicado (120). El cociente que obtengamos, se 
igualará con cero; y por el mismo procedimiento . que aca­
bamos de espresar (1? al ni), hallaremos una raíz de 
esta última ecuación, que será también raiz de la primiti­
va; dividiremos el primer miembro de la ecuación, que aca­
bamos de considerar, por x ménos esta segunda raiz, si 
se obtuvo para ella un valor positivo, ó por x mas di­
cho valor, si se obtuvo un valor negativo.

13.° El cociente que obtengamos, le igualarémos con 0; 
y p'or el mismo procedimiento se hallará una raiz de esta 
última ecuación, que también será raiz de todas las ante­
riores , inclusa la primitiva; y continuando del mismo nu­
do llegarémos'por último, si la ecuación tiene reales taf 
sus ralees, ú un cociente del primer grado, ó de dos tér­
minos, en que el uno contenga la incógnita y el otro sea 
un número; y este será la última raiz de la ecuación,pe’* 
ion un signo opuesto al que tenga en dicho cociente. 1
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lo cual se aclarará por la resolución de las cuestiones en 
que vamos á entrar (*).

1975. Hemos aplicado el método á la ecuación ((i)§ 
!97 S) iue nos hadado dos números positivos 2 y y para las 
raíces-, lo hemos aplicado (197 ll) á la (ec. 2), queda 
un número positivo y otro negativo. Ahora nos duijinms 
á aplicarlo á otras ecuaciones, también del segundo gra­
do, en que se manifiesten las demas circunstancias que pue­
den ocurrir, cuales son: las de ser negativas las dos ral­
ees, presentar las circunstancias que se han espresado en 
el número 9? de la regla, la de ser inconmensurables las 
dos raíces, y la de ser imaginarias ; y como los resulta­
dos que obtengamos por este nuevo procedimiento se pue­
den hallar por lo espuesto al tratar de las ecuaciones del 
segundo grado, tenemos un medio de comprobación-, y ha­
llándose nuestros resultados idénticos con los que dan los 
procedimientos conocidos, se concebirá con claridad y exac­
titud , que nuestro nuevo método debe inspirar una com­
pleta confianza, aunque en los demas casos no se pueda 
comparar con los resultados de los otros métodos, por 
ser ellos insuficientes: bien que por otra parte no se

(•) Para manifestar la utilidad que trae la consideración de la ecua­
ción derivada de la propuesta, recordaremos , que cuando por la susti­
tución de los números 1, 10, 100 etc. y —1, —_'0 > —100 etc. no 
se consiguen errores de signos contrarios, se debe inferir que o no Hay 
ninguna raiz real en aquella ecuación , ó que las noy en numero par , y 
sus valores se bailan comprendidos entre dos de los supuestos hechos; y 
para determinarlas, liemos dicho que se recurra á la ecuación derivadas 
riñe , siendo por una parte de un grado menos elevado que la ecuación 
propuesta , presenta alguna mayor sencillez para encontrar sus raíces , y 
si la propuesta es de grado par, que es en las que mas generalmente ay 
nue acudir al recurso de la derivada , esta es do grado impar que siem­
pre tiene ( 1'0 i-.-l-° ) aI menos una raiz real. Ademas, por lo teoría 
de los máximos y mialmas , resulta (II § 16G y siguientes) que las rat­
ees de la ecuación derivada son los valores que tiene la incógnita pn-a 
los mayores y menores valores del primer miembro de la ecuación piu- 
pucsta -, V como eslos valores mayores ó menores del primer miembio, 
cuando este no es cero , son justamente los mayores y menores voloics 
que pueden tener los errores, resulta que por la resolución de la ecua­
ción derivada, venimos en conocimiento de si existen casos en la p o- 
pucsta de haber errores que sean ó mayores que los que le prccci.c y 
siguen inmediatamente, ú menores que los que le preceden y siguen in­
mediatamente : y si los hav, v se llegan á determinar, tendremos I ñu­
te, dentro de ios cuales deberán hallarse las raíces, si es que las na,. 
Sobre cuyo punto se harán algunas otras aclaraciones cu la segunda no­
ta del $ 107 dd.
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necesita semejante comprobación con ningún otro proce­
dimiento estrado-, puesto que, por los resultados que ob­
tengamos, volver éraos á formar las primitivas acuacio- 
nes; y por lo mismo este nuevo método reúne cuantas 
circunstancias son apetecibles; pues que, después de ha­
ber descompuesto las ecuaciones , hallando sus raíces, 
las volveremos á recomponer, que es la prueba mas de­
cisiva de su exactitud.

En seguida, pasare'mos á resolver ecuaciones indistin­
tamente de todos los grados.

l‘J7 r. Sea la ecuación .r'“+3 2.r+87=0 (3).
Para aplicarle la regla , supondremos x=i; y sustituyendo 

este valor en cj primer miembro, da
1°+32X 1 + 87=1+32+87=110 («*) , 

pero como debía dar 0, resulta una equivocación ó error de +1 10.
Tomemos por segundo número supuesto el 2 ; y sustituyén­

dole en el primer miembro de dicha ecuación, se convertirá en 
2’+32X2 + 87=+155 ; que es el error.

Aquí el supuesto que da menor error es el 1 ; y para encon­
trar su corrección , multiplicaré el error +110 por la unidad 
negativa y tendré —110. Esto Jo dividiré por la diferencia de los 
errores que es 155—1 10=45; y tengo —2,4 para la cor­
rección ; que , agregada al 1, da 1—2,4=—1,4.

lomo este valor —1,4 por tercer número supuesto ; y 
sustituyéndole en el primer miembro de dicha ecuación, resulta 

(—'.4)’+32x—1,4+87 = 1,96-44,S+S7=+44,16.
Como este error es menor que lodos, bailo la corrección al —14. 
Para esto multiplico su'error por la diferencia entre los dos nú­
meros supuestos que dan los menores errores, que son 1 y __1,4,
poniendo por minuendo el que da el menor error numérico ; lue­
go deberé multiplicar el 44,16 por —1,4—1=—2,4 y obten­
go 105,984; (ll,c dividido por la diferencia de los dos espre- 
sados errores, que es 110-44,16=65,84; y resulta —1,6

( ) En comprobación de que nada importa el padecer por esto método 
alguna equivocación, vamos á dejar correr este descuido, que cometimos 
en un principio. En efecto, la suma de los números 1+52+87 es 

’ y “° A'o echamos de ver esta errata hasta volver á repa­
sar los cálculos; y como aun con este yerro, liemos obtenido e! resulta, 
no verdadero, no liemos querido corregirle ex-profeso, tanto para que'e 
compruebo mas la verdad de nuestros asertos ( lf>7 m ) , cuanto para que 
los principiantes aprovechen asta ocasión de enmendar el veno, y seguir 
ñor SI el calculo. • J
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para la corrección ; que , agregada al —1,4 , se tiene 
— 1,4—1 ,G=—3.

Tomo este valor —3 por cuarto número supuesto-, y sus­
tituido en el primer miembro de la ecuación, le convierte en 

(— 3)a+32X—3+87=9-96+S7=96-96=0.
Y corno dicho primer miembro se reduce, á cero, que es lo mismo 
que hay en el segundo miembro, se infiere (1 70 c ), que —3 es 
raiz de la ecuación.

Dividiendo (120) su primer miembro por ;r+3 , resulta 
por cociente .r+29; que igualado á 0, y trasladando , se tie­
ne .r——2Í), que es la otra raiz, como deberán verificar los 
principiantes, resolviendo dicha ecuación (3) en virtud de lo es- 
puesto (1C8).

197 ir. Apliquemos nuestro método á la ecuación 
x*—2,r—9564S3=0 (4).

Suponiendo x=l , y sustituyendo este valor en su primer 
miembro, se convierte, en —9564S4 , que será el error.

Sustituyendo 2 por x en dicho primer miembro, resulta 
—9.3G4S3 de error-, y como es menor que el anterior, deberé 
bailar la corrección al 2. Para esto, multiplico su error por la 
unidad positiva ; y el producto será —9564,8,3. Dividido esto 
por la diferencia de los dos errores , que. es

-956484--------956483= (§ 112) -956484+956483=-!,
resulta para la corrección +956-483. La cual, agregada al 2, 
da 9564S5.

Tomando este valor 956485 por tercer número supuesto, 
da de error un número de doce guarismos, que es muchísimo ma­
yor que los errores anteriores, que ninguno pasa de seis guarismos. 
Esto indica que. nos hallamos en la circunstancia 1.a del número 
ljn de la regla, esto es, de ser las raices sumamente grandes en 
comparación de los números supuestos I y 2. Lo cual se com­
prueba solo con ver el tercer término de dicha ecuación que tie­
ne seis guarismos ¡ y asi deberemos sustituir por x los números

100, 1000 etc. hasta ver si logramos cambio de signo en 
el en or.

El supuesto .r=10, da —956403 de error; ,r=100, 
da —9466S3; .T=1000, da +41517 de. error-, que, sien-
do ya positivo, indica (§170 s) que hay afínenos una raiz real 
comprendida entre. 100 y 1000; es decir, que hay una raiz ma- 
5'°'que 100 y menor que 1000.

l’ara continuar el método, se podrán combinar de. diferentes 
nados los números supuestos; pues podemos combinar el snpurs-

I » con el supuesto 1000, que dando errores de slgircs con-
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Icarios , indican que la raiz que buscamos se llalla entre 1 y 1000; 
lo que en electo se verifica, pues que sabemos que se halla entre 
100 y 1000. También podríamos combinar el supuesto 10 con el 
1000; pues que dando ambos errores de signos contrarios, no hay 
duda en que la raiz se halla entre 10 y 1000; pero lo mas bre­
ve es buscar la raiz entre 100 y 1000.

No obstante, como es conveniente hacer ver la exactitud y 
excelencia singular del método, empezaremos por lo mas desventa­
joso; pues si por este medio hallamos el verdadero resultado, es 
una prueba de la prerogativa singular del método. Para combinar 
el supuesto 1 con el supuesto 1000, observaremos que el error 
que da el 1000 , siendo numéricamente menor que el del 1, de­
bemos hallar la corrección al 1000. Para esto, multiplico el error 
41517 por 1000—1=999; lo que da 41475483. Estolodi- 
vido por la diferencia de los errores del 1 y del 1000, que es 
—956484—41517=—998001 ; y resulta —41,5 para la cor­
rección; la cual, agregada al 1000, da 1000—4 ^»5=95 8,5.

Tomemos este valor 958,5 por tercer número supuesto; y 
sustituido en el primer miembro da —3967 7,7 5 de error, que 
siendo de signo contrario a! del 1000, se infiere que al menos 
una raiz real se baila entre 958,5 y 1000; y como el error 
del 958,5 es menor, debo hallar la corrección al 958,5. Para 
esto, multiplico su error —39^777,75 por la diferencia entre 
los dos números supuestos, mas próximos entre sí, que producen 
errores de signos contrarios, esto es, por 958,5—1000=—4 * 
lo que da 1646626,625. Esto lo divido por la diferencia délos 
dos errores de signos contrarios que corresponden á los dos núme­
ros supuestos mas próximos entre sí, que ( 1 1 2 ) es 81194» ' :l> 
y obtengo 20,2 para la corrección; la cual, agregada al 958,5, 
da 97 8,7.

Tomando este valor 978,7 por cuarto número supuesto; y 
sustituido en el. primer miembro, da —586,7 1 de error; que 
siendo de signo contrario al del 1000, se infiere que una raiz 
al menos sc.balla entre 978,7 y 1000. Y como el error del 
978,7 es menor, debo bailar la corrección al 978,7. Pata es­
to, multiplico su error —586,71 por la diferencia de los dos 
números supuestos mas próximos que producen los errores de sig­
nos contrarios, que, poniendo siempre por minuendo el que da 
el menor error numérico, es 978,7—1000=—21,3; loque 
da +12496,923. Esto lo divido por la diferencia de los dos er­
rores de signos contrarios que corresponden á los números mas 
próximos entre sí, que son los 978,7 y 1000. Luego defiere di­
vidir por 41517-----586,71=41517 + 586,7 1=42103,71; v
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obtengo 0,29 para la corrección; que, agregada al 97 5,7, «la
278,99. . .

Tomemos 979 por quinto número supuesto¡ y como suslilui­
do por x en el primer miembro de dicha ecuación, le reduce a 0, 
inferimos ( 170 e), que el número 979, es raiz de la (ec. 4). Di­
vidiendo (120) el primer miembro de dicha (ec. 4) por x—979, 
resulta por cociente *+977; que; igualado á cero , y trasladando, 
se tiene *=—97 7. Luego las dos raíces son *=979 y *=—97 7.

Hallando la corrección, que se debe hacer al 1000, por el 
error del 100, resulta para la corrección —37,8; que, agre­
gada al 1000, da 1000—37,8=962,2.

Tomando este valor 962,2 por tercer número supuesto, da 
—3257 8,56 de error. Para encontrar la corrección al 962,2, 
se multiplica por —37,8; y se divide, por 74095,56; y resulta
+t6,9 para la corrección; que, agregada al 962,2, da 979,1,
que. podemos ya tomar por 979.

Donde aparece comprobado, que es siempre mas ventajoso elc- 
jii por primeros números supuestos aquellos que son mas próximos 
entre los que producen errores de signos contrarios; y que el mé­
todo es tal, «pie, aunque se elijan otros cualesquiera de los que 
producen errores de signos contrarios, llegamos á obtener el mis­
mo resultado, aunque con algún trabajo mas.

Veamos lo que resultaría empezando por los supuestos negati­
vos. Supongamos x=—1, y el primer miembro se convertirá 
cu 1+2—956483=—956480, que será el error.

Suponiendo *= — 10 , resulta —956363 de. error.
Suponiendo x=— 100 , da —946283 jlc error.
Suponiendo *= — 1000, se tiene +45517 de error-, y

como este valor es ya positivo, es indicio seguro é infalible (§ 1 70 s) 
de que al menos uno de los valores de * ó una de las raíces de 
la (ec. 4 ), se halla entre el —100 y el —1000. Y para en­
contrar su valor por el camino mas breve y sin rodeos, debere­
mos hallar la corrección al —1000, teniendo en consideración 
el supuesto —100. Para esto, multiplico 45517 por
-1000---- 100= —1000+100=—900 ; y saco —40965300.
Esto lo divido por —946283—45517=—991800; y resulta 
41,3 para la corrección; que, agregada al —1000,-se tiene—958,7.

Tomando —958,7 por tercer número supuesto, se tiene 
—35459,91 de error; que, multiplicado por 41,3, da 
-1464494,283 ; y dividido esto por
45517------ 35459,91 = 80976,91 , resulta —18,08 parala
corrección. La cual, añadida al —958,7, se tiene 

—95S.7 — 1 8,08= — 976,7 8.

S2J
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Tomando este valor —976,7 8 por cuarto número supues­

to, resulta —9430,-2716 de error, y—0,18 para la confec­
ción; que, agregada al —976,78, resulta —976,96, que 
reputándolo por —97 7, tenemos la raíz negativa de la ecua­
ción ; y dividiendo el primer miembro por ar+977, se obtiene 
por cociente x—979 ; que igualado á cero, y trasladando, resul­
ta a.-=979, que es la otra raiz; donde aparece la fecundidad y 
exactitud del método; pues obtenemos por este, medio los mismos 
resultados de antes. Los discípulos deberán resolver la (ec. 4 ) por 
la regla (168), y hallarán los mismos resultados queso acaban 
de obtener.

197 s. Pasemos ya á una ecuación ciiyas dos raices sean in­
conmensurables; y sea por ejemplo la x’-—2=0 (5).

Suponiendo ,x-=l, resulta —1 de error.
Suponiendo ,x=2, resulta 2 de error. Por lo que se de­

be hallar la corrección al 1. Para esto, multiplico su error por 
la unidad negativa, y tengo +1 ; dividiendo esto por la diferen­
cia de ios errores que es 2 ——l=2+l=3 , resulta 0,333 pa­
ra la corrección; que, agregada al 1, da 1,333.

Tomo 1,33 por tercer número supuesto; y sustituido en 
el primer miembro de la (ec. 5) da —0,2311 de error; y como 
es de signo contrario al del 2, infiero que entre 1,33 y 2 hay 
al menos una raíz real; y siendo menor el error del 1,33, hallo 
la corrección á este número, multiplicando su error —0,2311 
por la diferencia de los dos números supuestos mas próximos en­
tre sí, de los que producen errores de. signos contrarios, que es 
1,33—2=—0,67, loque da +0,1 54837; y dividiendo este 
producto por la diferencia de los dos errores de signos contrarios 
procedentes de los números supuestos mas próximos, que. es 
2-------0,23 11=2+0,23 1 1 =2,23 1 1 , obtengo para la correc­
ción +0,0693; que, agregada al 1,33, da 1,3993.

Tomando 1,4 por cuarto número supuesto, da —0,0-4 
error; y como es de. signo contrario al del 2, infiero que entre 
1,4 y 2 hay al menos una raiz real, y siendo menor el error 
del 1,4, hallo la corrección á este número. Para esto, multipli­
co su error —0,0-4 por 1,4—2=—0,6, y obtengo el produc­
to +0,02-4; que dividido por 2------ 0,04=2+0,04=2,04, re­
sulta +0,012 para la corrección; que, agregada al 1,4, 1,1

1,412.
Tomando este valor 1,412 por quinto número supuesto, da 

—0,006258 de error. Para hallar la corrección que se debe ha­
cer al 1,412 multiplico su error por 1,412—2=—0,588 ; ydi- 
vidiendo el producto +0.0036S 1904 por la diferencia de los
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errores de signos contrarios procedentes de mi meros supuestos mas 
próximos entre si, que es
2-----0,006258=2+0,000253=*,000258, da 0,00183 para
la corrección; que,- agregada al I /, | 2, da l,|l.'IS3. 

lomando 1,414 por spsto número supuesto, da 
0,000644 ile error. Para encontrar la corrección, que se de-?

Lr hacer al 1,414, multiplico su error por 1,414_2=— 0 5S6-
y dividiendo el producto +0,0003/7384 por
2----0,000644=2+0,000644=2,000644, hallo 0,00018 para
la corrección; que, agregada al 1,414 da 1,414 1 8 que Po- 
ilnnos reputar en 1,4142, qqe es la raíz cuadrada del 2, lomada 
positivamente, como en efecto debe ser; pues que ¡a ( ec. 5) tras­
ladando el 2 al segundo miembro y despejando la ,r (§ 15) ), dq 
*=±/2 ; y «trayendo la raíz cuadrada (164) se tiene ¿=1,4/42.

Para encontrar por nuestro método la raíz negativa, no hay 
mas que dividir el primer miembro de la (ec. 5) por 
x—1,4142, lo que da por cocienle ir+1,414 2 ; siendo tal 
la exactitud que, para destruirse con el —2, resulta 
+ 1,99999275 &.; . y trasladando se tiene a.—-1,4142 ; que 
es la segunda raíz. ’

Propongámonos otro ejemplo de ralees inconmensurables; pe­
ro que ademas ofrezca la dificultad «presada (9.° de la regla), y 
sea por ejemplo la x?—2213=0 (0).

El supuesto .r=l, da —2212 de error.
El supuesto a;=2, da —2209 de error. Como este es

numéricamente, menor que el anterior, hallaré la corrección al 2. 
I'ata lo cual, multiplico su error por la unidad positiva; lo quo 
o por producto -2 209. Esto lo divido por la diferencia da 

»s dos errores, que (112) es
-2212---- 2209=—2212+2209=-3 ; y oblengo 7JO para
la corrección; que, agregada al 2, da 7 38.

Tomemos este valor por tercer número supuesto; y sustilui- 
'o i'ii el primer miembro de dicha ecuación , resulta un error de 
VÍ2|31; el cual, siendo mayor que. los dos anteriores, indica 
'I"os hallamos en el caso que espresa el número (9.°) de la rc- 
"'' (°)- l>ai'a continuar el método, supondré .r=IO, lo que

,oi 1 1” ,a cdlc,|on anterior no echamos de ver , que , aunque este cr- 
¡ ello, 2 u"1'll'C os precedentes , sin embargo teniendo signo contrario 

res“!v''1' P°r «I ""nlc'o B.» de la regla, sin necesidad 
r,, ■ 41 lo; procedimientos de su numero 9.» pin embarco , lanío na- 
riinr'iu'+ue/ a dcl 'nótodo , como para que se' ejercite,Mos
Wlniil ■1’ co".llllliarcu|o4.poe el procedimiento del número 9.°, C\- 
del nUn/erfc í^deTa1’re-b “ <1UC ,cs,,eWan csla 8cuaciP“ por el método 

'Tomo I. a"on-
29
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Ja __2113 de error; suponiendo *=100 resulta +7 <87 de

•.' _ ...o»iliucl ‘i nm* ln<¿da —‘¿113 oe crrui — .
error; v siendo este ya positivo, manifiesta por las mismas 
razones, dadas respecto de la (ce. 4), 1»' hay al menos un 
valor de .r comprendido entre 10 y 100, es decir, que 
uno de los valores de x es mayor que 10 y menor que IU0. 
De estos dos errores, el que tiene menor valor numérico es el 
_o 113- v tomando por números supuestos el 10 y el 100,
deberé hallar la corrección al número 10. Para esto .multiplico 
su error por I0-I00=-90, lo que da 190170. fisto la 
divido por 7787----- 2113=9900; y obtengo 19,2 parala
corrección ; que, agregada al 10, da 2 9,2.

Tomando este valor 29,2 por tercer numero supuesto, hallo 
-1 360,30 de error; que , siendo de signo contrario al del 00, 
indica que entre 29,2 y 100 se halla al menos uña ra, real; 
v como el error del 29,2 es menor, debo encontrar la correc­
ción al 29,2. Para esto, multiplico su error -1360,36 pie 
29,2-100=—70,8. Y dividiendo el producto +963ll,/SS 
por la diferencia de los dos errores de signos contrarios que 
proceden de números mas próximos entre sí, que es
77S7____ 1360,36=9147,36 , hallo 34,7 para la corrección;
la cual, agregada al 29,2, da 63,9.

Tomando este valor 63,9 por cuarto número supuesto hallo 
1870,21 de error; que, siendo designo contrario al del -J, 
indica, que entre 29,2 y 63,9 se halla al menos una raíz rea ; V 
como el error del 29,2 es el menor , hallo la corrección al
Para esto, multiplico su error —1360,36 por
29 2_63^9--_3^,7 ; y dividiendo el producto 4'- •
por” la diferencia de. 'los dos errores de signos contrarios, 
que proceden de. números mas próximos entre, si, que «
1870,21--------1360,36=—3230,57, resulta +14,6 Para 1:1
correccional 29,2; que, agregándosela, da 43,8.

Tomando el 43,S por quinto número supuesto, <la 
—29-4,56 de error ; que , siendo de signo contrario al de 63,J, 
indica, que entre 43,8 y 63,9 hay al menos una raíz real; y co­
mo el error del 43,8 es menor, hallo la corrección al &,b. ¡ ’ 
ra eslo, multiplico su error —294,56 por 43,S - >’
V dividiendo el producto 5920,656 por la d.lerenc.a de 
dos errores de signos contrarios que. proceden de immeios ^ 
próximos entre sí, que. es 1870,21 294,56-2 164,/ ^
sulla +4,03 para la corrección; que, agregada al 43>8,
vierte en 47,83. . .1,

Tomando este valor 47,83 por scslo número supue., 
+74,7089 de error; y —0,81 para la corrección al 4
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_1(,1 agregándosela) resulta 4'>03 ; y como la verdadera raí* 
J,i 9313 se halla ( 164) que es 47t°4> la puedo reputar ya 
por exacta.

Dividiendo #*—2213 por ar—41,02 resulta por cocien­
te .r+47,02 ; que, igualado á cero, da #=—4',02 para 
la oirá rais.

197 I. Propongámonos ahora una ecuación, «pie solo tenga 
raices imaginarias; y sea la mas sencilla de su especie, á saber 

#’+l=0 (7).
Para aplicarle el método, supongamos X= 1 ; lo que da 2 de 
ef-ror. El supuesto #=2 da 5 de error. Por consiguiente , debe­
mos buscar la corrección al 1. Para eslo, multiplico su error 2 pol­
la unidad negativa; loque da —2 por producto. Dividiendo esto 
por 5—2=3, di para la cort'ecciou — 0,61 ; la cual, agregada 
al 1, da 0,3 3.

Tomando este valor 0,33 por tercer número supuesto , da 
+ 1,1089 de error ; y como es menor que los anteriores, hallaré 
la corrección al 0,3 3. Para eslo, multiplico su error por —0,07; 
y dividiendo su producto por la diferencia de. los errores, resulta 
para la corrección —0,S8; que, agregada al 0,33, da —0,5 5.

Tomando este valor —0,55 por cutirlo número supuesto, da 
1,3025 de error; el cual siendo mayor que el producido por el 
supuesto 0,33, conviene hallar la corrección que se debe hacer a 
este. Para lo cual, multiplico su error, que. es 1,1089, por — 0,S8y 
y dividiendo el producto por la diferencia de. los errores, resulta 5 
para la corrección; la cual, agregada al 0,33 , da 5,3 3.

Tomando este valor 5,33 por quinto número supuesto, da nn 
error mayor que. lodos los anteriores; lo cual indica que nos ha­
llamos en el caso del núm. 9.° de la regla. Para indagar si hay 
alguna raiz. real, supondremos #==10; lo que da un error de. 
101; si supusiéramos #=100, el error seria 10001, y su­
poniendo #=1000, #=10000, etc. siempre tendríamos errores, 
que irían creciendo indefinidamente ; luego en este sentido no se 
debe esperar cambio de signo , ni por consiguiente, ninguna raiz. 
leal.

Suponiendo #=—10, resulta 101 de error; suponiendo 
#=-100, da 1000 l de error 5 y Como suponiendo #==—1000, 
#=—10000 etc. iríamos obteniendo errores mayores y todos 
positivos, tampoco por este lado podemos esperar cambio de signo 
en el error.

Calculando la ecuación derivada , resulta ser 2#=0, que da 
#-|=0. Y como suponiendo #=0 , el error que resulta , es 1 
con signo positivo, que es el mismo que el signo de todos los de-

o



2 88 aí.geiirA.
mas errores, debernos inferir que la ecuación propuesta no licite 
ninguna raiz real ; por lo que las dos serán imaginarias, lo que en 
efecto así se. verifica ; pues trasladando y cstrayeudo la raiz , como

si: ha dicho (151)* se tiene x=dzy1'— ¡ ; que, separando los 

valores, da x=-\-\/—1, x——\/—1.

Del misino modo, hallaríamos que las raices de las ecuaciones 
a:a+20=0, .ra+1000=0 , y en general ,xa-f- un número 
cualquiera /fc=0 , eran todas imaginarias.

Apliquemos ahora nuestro método ala ecuación x*— 14ar=— 5i(¡ 
que sabemos por lo demostrado ( 109... 3.a y 170), que sus dos 
raices son imaginarias ; veamos cómo nos lo manifiesta nuestro 
método. Para esto, la pondremos bajo esta forma

, a:3—14a;+54=0 (8).
Suponiendo ,r=l , da 4l de error; suponiendo ,r=2 , da 

30 de error. Para encontrar la corrección al 2 , multiplico 30 
por 1 , lo queda 30. Este producto lo divido por 41—30=11; 
lo que da 2,7 para la corrección; que, agregada al 2 , da 4,7.

Tomando 4)7 por tercer número supuesto, da 10,29 de 
error. Para encontrar la corrección al , multiplico 10,29 
por 4>7—2=2,7 ; lo que da 27*783. Esto lo divido por 
30—10,29=19,71 , y obtengo 1,4 para la corrección; que, 
agregada al 4,7, da 0,1.

Tomando este valor 6,1 por cuarto número supuesto, resul­
ta 5,SI de error. Para encontrar la corrección al 0,1, multi­
plico 5,SI por 0,1—4,7 = 1,4 ; loque dá 8,134- Este pro­
ducto lo divido por 10,29—5,81=4,48 , y obtengo 1,8 para 
la corrección; que, agregada al 0,1, da 7,9.

Tomando este valor 7,9 por quinto número supuesto, da 
5,81 de error , que presenta la particularidad de ser el mismo 
que el anterior. Por lo cual , en realidad no sabemos á cual de los 
dos números supuestos 6,1 ó 7,9 debemos hallar la corrección. 
Pero, á cualquiera de. ellos que. la apliquemos, como ha de servir 
de divisor la diferencia de los errores, resulta (pie siendo estos 
iguales , dicha diferencia es cero; y no habiendo divisor no se 
puede continuar (° ). Lo cual nos da á conocer que nos hallamos 
en el caso que espresa el núin. 9.° de la regla; y como con suponer

f\ ) ¡tías adelante veremos , que cuando el divisor es cero , el cocien­
te es infinito ; y entonces siendo la corrección infinita es un indicio de 
que no tiene lugar lo que buscamos.
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.*=10, *=100, *=1000 etc.; j x——10, *=—100,
*=—1000 ele., no lograremos jamás mudanza de signo, hallaremos 
lá ecuación derivada« qjic es 8a.*—14=0; la cual; da aS¿-¡^=7.

Sustituyendo en la ecuación (8); en vez de x, el valor 7 , se 
nos convierte en +89; que siendo positivo como los demás, no 
liay cambio de signo; y debemos inferir que las dos raíces de di­
cha ecuación son imaginarios ¡ como así debía verificarse.

Resolución de las ecuaciones de tercer grado.

197 u. La primera ecuación , que. resolveremos, será la de 
Radon , de que. ya nos hemos ocupado (170/); la cual, poniendo 
x en vez de y , por ser mas cómoda en los cálculos , resulta ser 

.r3—2x— 5=0 (9).
Para aplicarle rl método, supondremos *=1 ; y su primer 

miembro se convertirá en (l)3—2x1—5; y como ( I )3= 1 X1X1 = 1, 
y — 2Xl=— 2, esla espresion será 1—2—5=1—7=—G, que 
será el error del 1.

Supongamos *=2; y dicho primer miembro se convertirá 
en 8— i—5=8—9=—1. Luego el error ó equivocación es —1, 
que tiene menor valor numérico que el —6, qué dio el I. Pa­
ra encontrar la corrección al 2, multiplico el ei+or —I por la 
unidad positiva; lo que da —lX+t=—1. Eslo lo debo dividir 
por la diferencia de los dos errores, sirviendo de sustrarndo el nu­
méricamente menor ; luego el divisor será (§ 112)

—G—(—1)=—G+l=—5;
por lo que la corrección será 0,2 ; y como este, resollado tiene el 
signo positivo, lo debemos añadir al 2 , que fue el que dió menor 
error numérico, y resulta 2+11,2=2,2.

Tomando osle valor 2,2 por tercer número supuesto; y 
sustituyéndole en el primer miembro de dicha ecuación, se con- 
vrrtirá en 10,64-8—4,4—5=+l,848, que es el error ó equi­
vocación ; y como éste es mayor que. el —1 que dio el supuesto 2, 
debemos averiguar la corrección, que se dehe hacer al 2. Para os— 
,0i multiplico su error —1 por 2—2,2=—0,2 ; lo que da 
— ¡X—0,2=+0,2. Eslo lo divido por la diferencia de los dos
menores errores, que (112) es 1,248------ 1 = 2,248. Luego
dicha corrección será =0,0889; que, añadida al 2, da 
8,0889.

Tomemos 2,OSO por' cuarto número supuesto ; y sustitu­
yéndole en el primer miembro de la ecuación, se convierte en 
—9,001709031 ; luego este será el error ; y como tiene menor
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valor numérico que todos los anteriores, deberé linllar la correc­
ción al 2,030. Para esto, multiplico dicho error por 
2)0S9—2=0,080i y tengo —0,005407443759. Esto lo divís­
elo por la diferencia de los dos menores errores, tomando por 
sustracudo el menor de todos ; que es

— 1------- 0, Of. 1 70903 1=—0;9332 30909;
-y obtengo 0,00585 para la corrección; que; agregada al 2,089; 
da 2,09485.

Tomando este Valor 2,09485 por quinto número supuesto, 
da +0,003332455159125 de error; que siendo de■ signo con­
trario al del supuesto 2,089, indica que la miz es mayor cpie 
2,089 y menor que 2,09485. Y como el error de este es nu­
méricamente menor que el del 2,089, debo hallar la corrección 
al 2,09485. Para esto, multiplico su error, suprimiendo los 
seis guarismos últimos, y quedando reducido á 0,003332+55, 
por 2,09485—2,089=0,005S5 , y obtengo 0,0000299.'|; 
dividiendo esto por la diferencia de los dos errores, que, toman­
do llueve guarismos decimales cu ambos, es

—0,00170903 1—0,003332455=—0,065101486 , 
hallo —0,0002994 para la corrección; que, agregada al 
2)09485, da 2,0945500.

Tomando este valor 2)0945506 por sesto número supues­
to da —0,000009839274S9S385784 de error ; que, siendo 
negativo , y positivo el del 2,09485 , indica que entre 
8,0945506 y 2,09485 , hay al menos una miz real; y como 
ti error del 2,09-45506 es menor que el del 2,09485 , debo 
hallar la corrección al 2,0945506. Para esto , multiplico su 
error, suprimiendo los seis últimos guarismos y quedando reduci­
do á —0,0 00009 S 39 2 7 489 8 por 2,0945500—2,09485 = 
—0,0002994 , O' obtengo por producto el número 

0,0 0 0 0 0 0 0 0 2 9 4 5 S 7 S 9 0 4 4 61 2 ; 
esto lo divido por la diferencia de los dos menores errores, <|nr, 
tomando en ellos únicamente los doce primeros guarismos deci­
males, es
—0,000009839 27'|—0,0033 32455159=—0,003342 294433, 
resulta 0,0000008814 para la corrección; que , agregada al 
2,0945500, da 2,0945514814.

Esle valor se separa del que liemos visto (170 i) bailó teu­
tón solo en una unidad decimal del oclavo lugar; y comprueba 
exactamente lo que dice. La grange pág. 31 de sil Tro lodo sobre 
la resolución de las ecuaciones numéricas de lodos los grados, de 
ser menor que 2,09455 149 y mayor que. 2,09455147; Pl|lS' 
el guarismo que en nuestro resultado ocupa el oclavo lugar, es ¡Ú
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np jusiamente se halla entre el 9 y el 7 ele los valores encon­
trados por L/igrange. Sabemos por otra parle, que nuestro re­
saltado es exacto hasta el décimo fugar decimal; pues habiendo 
calculado otro número supuesto , la corrección no tiene ningún 
valor en el espresado lugar decimal.

iy7 V. Nculón no calculó mas que esta raiz de su ecuación, 
dando á entender con su silencio que las otras dos eran imagina­
rias. Lngrangp por sus investigaciones, pág 29 de, su citada 
6|irj deduce que Jas otras dos raíces son imaginarias. Noejlro 
método también nos demuestra lo misino. En electo , si, en virtud 
de lo que.se previene (12.°) de. la regla, dividimos (120) el pri­
mer miembro de. la (ce. 9), por x—2,094551/¡.Si4, é igua­
lamos á cero el cociente, resulta

**+2,0945514814^+2,387 1459O823=v0 (9').
Para aplicarle el método, supongo *=1 lo queda +5,4816973896 
de error.

El supuesto „r=2, da +10,576248871 de error. El me­
nor de estos es el (pie proviene, del 1 ; luego deberé hallar la cor­
rección, que corresponde á este número. A cuyo electo, multi­
plico dicho menor error por la unidad negativa; y tomando 
solo seis guarismos decimales, da por producto —5,481697. 
Esto lo divido por la diferencia de los dos errores; que, 
tomando también únicamente seis guarismos decimales, es 
10,5762.48—5,481697=5,094551; lo que. da —1,07 para 
U corrección aj l; y agregándosela, resulta -0,07,

Tornando —0,07 por tercer número supuesto, y aprecian­
do únicamente los primeros seis guarismos decimales de los coefi­
cientes numéricos, resulta 2,24542 7 de error ; que siendo me­
nor que todos, debo hallar la corrección al —0,07. Para esto, mul­
tiplico dicho menor error por —0,07 — 1=—1,07; y tengo
__2.402606S9. Este producto lo divido por la diferencia de los
dos menores errores, que. es 5,48 I 697—2,24542 7=3,2362 . 0; 
loque, da —0,74 para la corrección; que, agregada al —0,07, 
da —0,07—0,74 = —0,81.

Tomando —0,S I por cuarto número supuesto, y aprecian­
do únicamente los seis primeros guarismos decimales, se . tie­
ne + 1,346659 de error; y como es menor que todos, se ha­
lla la corrección al —0,81. Para lo cual, multiplico su error
1,346659 por —0,81-----0,07=—0,81+0,07=—0,7.+ y
dividiendo el producto —0,99652766 por la diferencia de los 
dos errores, que es 2,245427 — I,34665'9=+0,S9S76S, re­
sulta —0,11 para la corrección; que, agregada al —0,81, se
tiene —0,92.
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Toraandt» —0,92 |>or i/iiín/o número supuesto, y aprecian-, 
<lo únicamente los seis primeros guarismos decimales, se licuó 
+ 1,220676 de error ; y como es menor que todos., se halla la 
correccional ■—0,92. Para lo cual, multiplico su error por 
—0,92------- 0,81=—0,92+0,31 =-0,1 1 ; y dividiendo.el pro­
ducto —0,13493436 por la diferencia de los dos errores, que 
es 1,346659—1,226676=0,119983, resulta —0,12 para 
la corrección; que, agregada al —0,92, da —1,04.

Tomando —1,04 por sesto número supuesto, apreciando 
únicamente los seis primeros guarismos decimales , se tiene 
+ 1,2904146 de error.

Como este error es mayor qué el del —0,92, deho lia- 
llar la corrección al —0,92. Para esto, multiplico su error
1,226676 por —0,92------- 1,04=—0,92+1,04=0,12; y
dividiendo el producto 0,147201 12 por la diferencia de ios dos 
menores errores, que. es 1,2904 146—1,226070=0,0037380, 
resulta 2,3 para la corrección; que, agregada al —0,92, da 
-0,92 + 2,32=1,4.

lomando 1,4 por séptimo número supuesto, resulta 
1 >14 (7 7 333.417 de error; que , siendo mayor que los tres úl­
timos y del mismo signo, indica que. la (ec. 9') se halla en el 
caso del número 9.° de la regla.

Para examinar si hay alguna rais real, supondremos 
.r= 10, .r=100, ,t= 1000 &.; . y como se van obteniendo er-
rores cada vez mayores y positivos, así como suponiendo 
x——1 > x=—16, x=—100, ,r=—1000, &c. no hay es­
peranza de que haya cambio de signo.

Apliquemos el procedimiento de la ecuación, derivada. En vir- 
tnd de lo espueslo (l l.°), )a ecuación derivada de la (ec. 9'), to­
mando los cinco primeros guarismos decimalrs del segundo lérmi- 
110, es 2.r+2,09455=0, que da (§150) ,r = —1,047275. 
Sustituyendo este valor por x en la (ec. 9') se obtiene 
+ 1,33335861641955 de error ; que, siendo positivo, como lo­
dos los valores que. de ella se. han sacado, 110 hay cambio de sig­
no; por lo que la esprfsada ( ec. 9') no tiene ninguna raiz real, 
y las dos serán imaginarias, como en efecto así se verifica. Los 
principiantes se pueden convencer de ello ti priori; pues si toman 
solo dos guarismos decimales en los coeficientes, y resuelven dicha 
(cc. 9') por la regla ( 163), obtendrán

,r= — 1,04±Z(~— !,04r— -',38=— 1,04 .

Donde es digno de observarse que las irregularidades que se 
nolan en los errores, se verifican en la proximidad del supuesto
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— 1,04* que cs justamente la parte real de las des raíces imagi­
narias.

197 x. Pasemos ahora á la resolución de la ecuación á (pie 
Mr. Lngrange aplica su método en la pag. 33 y siguientes de su 
citada obra.

Dicha ecuación cs x3—7x+7=0 (10).
Antes de aplicarle nuestro método, convendrá que los discí­

pulos vuelvan á leer lo que liemos dicho (§§ 170;c, 1 70/) sobre 
el método de Lagrangc, para que se pueda comparar con el nues­
tro, y deducir con claridad las consecuencias oportunas.

Sustituyendo 1 por x en el primer miembro de la (ec. 10) 
se tiene ( 1 )’—7.1 + 7 = 1 — 7+7 = + l, que cs el error ó equi­
vocación.

Suponiendo a"=2, el mismo primer miembro se convierte en 
(2)!—7.2 + 7=8—14+7 = 15—14=+I ; y como dicho primer 
miembro debía ser 0, nos hallamos aquí con un error +1; 
que es el mismo que dio el supuesto 1 ; y en .virtud de lo espresa- 
do (3.° ) de la regla, inferimos que hay mas de. una raiz, cuvos 
valores se hallen próximos al 1 y al 2 ; lo que. en efecto es así, 
pues por lo espresado ( 170 x), resulta que una de las raíces es 
menorque x=l,05)23, y otra menor que x=l, 35714, ha­
llándose ambas entre el 1 y el 2.

Previas estas indicaciones, deberemos continuar según previene 
la regla, suponiendo .t=3; y sustituyendo 3 por x en el primer' 
miembro de la (cc. 10), se convierte en +13; y como debía ser 
0, tenemos un error ó equivocación de +13.

Ahora está á nuestro arbitrio, pues que los supuestos ,t=1 
y x=2 producen un mismo error, el elegir uno de ellos. Mas 
para entregarnos decididamente al método, sin usar de ninguna 
parcialidad, liarémos igual operación con los dos números, em­
pezando, como si los dos supuestos hubieran sido los del 2 y del 3.

El supuesto ar=2, da 1 de error; y el ,r=3 da 13. Pa­
ra encontrar la corrección al 2 , que es el que da menor error, 
multiplico su error 1, por la diferencia de los dos números su­
puestos 2 y 3, esto cs, por 2—3=—1; lo que da —1. Es- 
*0 lo divido por la diferencia de los dos menores errores, que es 
13—1 = 12 ¡ y obtengo —0,0833. Suprimiendo lostreses, apre­
saré sólo —0,0 8. Agregado esto al 2, que fué el que dió me- 
»or error , será 2—0,0S=1,92.

lomemos 1,9 por cuarto número supuesto; y sustituido en el 
primer miembro déla ecuación, será ( 1,9 )3—7 X 1,9+7 ; v 
como (1,9)3=1,9X1,9X1,9=6,859, y -7x1,9= — 1 3,3,
la espresion anterior se convertirá en 6,859—1 3,3+7=-J-0,559, 
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■ A m-or Para enconlrar la corrección al 1,9, nmlti-
q„c sera el error.^ rara ^ y_2=_0,,. lo que da -0,0559. 
pilco su error 0,559 P ^ obtengo -0,127 pava
Eslo lo divido por 1—0,5->J-U, + > »
la corrección; que,pregada ^ rosulla

, 0 , -‘5'. ¡ de error. Para hallar la corrección al l,/7, mull,- 
+0’1 1113 5 23 ñor la diferencia enlrc los mínanos 1,-7
PlÍ7 !T es -»‘,í 3 ; lo que da -0,0208029. Dividid 
y ’ ’ '1, .lu ’.-rucia de los dos menores errores, que n

-S m * -r™ c:zz“í

Tomando 1,697. P° ^ la corrección a
0,908035873 de erroi , y P‘ C97_l,72=¿—0,023 ;
1,607 , multiplico este «‘«Mpor la diferenciad
dividiendo el piodui , M) 040412127, ohleng
los dos menores errores, que es +0,0q0.| 1 - J
—9,004585 para la corrección; que , pregada al 1,697,

1,6924! o , octavo número supuesto , d
Tomando t.6J»4 P p .allallar ,acorreccional 1,692 

+0,0006021370^ dec^ ^)(§^__0,0046; y oblen;
'"ÍSKSSOSIO^ Dividido ésto por la diferencian 
—0,0.00002/l> Jo a -t o nh'J /, 339 3 5926. residía,rc los dos menores errores, que es °.0®g J ^ da 
_0,000372 para, la corrección; que, agtegada al 1,09-1,

1,692028 692028 por noveno número supues-
t Ijam:l+0>(J006l'o3725556059525 de erro, Para encontrar 
la’ corrección al 1,692028, multiplico este error por

^orr^rcíon, V02S

da 1,6920215. (lp bs raicM de. la (ec. 10) «

.¿Si ^ saca t J
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lo guarismo decimal; y como nuestra corrección ha consistido ya 
en el lugar sexto decimal, aparece qué debemos estar por nuestro 
resultado. Podríamos haber omitida el último supuesto; pues ya 
(I anterior 1,(5024 convenía con el de Lagremge en los tres 
primero,s guarismos decimales que eran exactos; pero hemos que­
rido eslendernos aun mas de lo necesario, para que. resalle mas 
la ventaja de nuestro método; y el que guste tomarse la molestia de 
pasar la vista por la obra de Lagrangc', ó por lo que liemos es- 
t,arlado de ella (§§ 1 70 ¿ y 170 j) se convencerá, á no poderlo 
dudar, de que menas trabajo cuesta la resolución completa fmr 
nuestra melado, i/uc tas primeras trasforniaciones «■ operacones 
preliminares, i/uc exige el método de Lagrangc; y si se atiende á 
que nuestras operaciones las pueden practicar toda clase de perso­
nas, sin profundos ni sublimes conocimientos, no se podrá menos 
de convenir en cuanto liemos asegurado acerca de las ventajas de 

nuestro método.
197 J. Para encontrar las ciernas raiccs por él, dividiremos 

(120), el primer miembro de la (ec. 10), por x ménos el calen­
de la raiz hallada , esto es, por x—1,69202 I 5 ; é igualando 

el cociente á cero , da
**+1,01)2021 5a;—4,1370632435377 5=0 (I 0')- 

Siendo digno de notarse, que se obtiene para destruirse con el 
término constante 7, el número 6,99999096; de lo cual 
debemos inferir ; 1° que el número 1,6920215 es una raiz 
verdadera de la ecuación ; pues dividido el primer miembro por x 
con este valor negativo, resulta un cociente tan exacto; y - que 
este cociente igualado á 0 dará las otras dos ralees, aplicándole 
este mismo método, pues que. sabemos que son reales.

Supongamos pues en la espresada (ec. 10') x—i , y su pri­
mer miembro se convertirá en —1,44504174 tomando úni­
camente ocho guarismos decimales.

Suponiendo .r=2, resulla 3,2469798 de error. Aquí ob­
servo, que el error del supuesto 1 es negativo, y el del supuesto 
2 es positivo; lo cual indica ( 1 70 s) , que entre 1 y 2 hayal 
minos tilia raiz real; y como el error del 1 es el menor, debo 
hallar la corrección al 1. Para esto, multiplico su error por I; 
loque da -f !,4 j áO.j I 74. Esto lo divido por la diferencia de los
dos errores, que (I 12) es

3,2)69798------1,4450417 4=4,69202154,
f obtrngo 0,3 para la corrección ; que , agregada al 1, da 1,3.

Tomando 1,3 por tercer número supuesto, resulta 
—n,24743529353775 de error. El cual, siendo de signo ron- 
bario al error del 2 , indica, que al ménos una raiz real se. baila

o
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entre 1,3 y 2. Y como el error del 1,3 es menor que el del í, 
debo hallar la corrección al 1,3. Para esto, multiplico su error 
que, tomando solo siete guarismos decimales (96) es -0,24/4353, 
4.01- la diferencia de los dos números supuestos mas próximos en­
tre los (pie producen errores de signos encontrados, que es
113__2=—0,7 ; lo que da +0,1/32047 1; y dividiendo esto
por la diferencia de los dos errores de signos contrarios, proce­
dentes de. los números supuestos mas próximos entre sí, que, to­
mando solo siete guarismos decimales, es
3,2469798-----0,2474353=3,4944151 , resulta 0,049 para
la corrección ; que, agregada al 1,3, da 1,349.

Tomando 1,35 por cuarto número supuesto, da 
—0,0202342 103775 de error; que , siendo de. signo contrario al 
del’2, indica que entre 2 y 1,35 hay al menos una raiz real; y 
como el error del 1,35 es menor, hallo la corrección á dicho 
número, multiplicando su error por 1,35—2=—0,65; y di­
vidiendo el producto, que, lomando solo seis guarismos decima­
les, es 0,013142, por la diferencia de los dos errores de sig­
nos contrarios, procedentes de los números supuestos mas 
próximos entre sí , que, tomando siete guarismos decimales, es
3,2469798-----0,0202342=3,2672 140, da +0,004 Pl,ala
corrección; que , agregada al 1,3 5, da 1,3 54-

Tomando este valor 1,354 por quinto número supuesto, 
da __0,0 167 50133537 7 5 de error; que siendo de signo con­
trario al del 2, indica que. entre. 2 y 1,3 54 hay al menos una 
raíz real; y como el error del 1,354 es menor, se. hallará la 
corrección á dicho número. Para lo cual, tomando los ocho pri­
meros guarismos decimales del error, tengo .—0,0167 5013; 
que multiplicado por 1,354-2=-0,646 , da +0,01081058398; 
esto lo divido por la diferencia de los dos errores de signos contra­
rios procedentes de los números supuestos mas próximos entre 
sí, que, tomando únicamente siete guarismos decimales, es
3,2469798-------0,0167501=3,2637299 , da 0,003 parala
corrección; que , agregada al 1,354, 1,35/.

Tomando 1,3 57 por sesto número supuesto, resulta 
+0,00045S93 19225 de error; que, siendo positivo, indica que 
entre 1,35-4 Y 1,357 haY al »«:'ios «na raiz real de la ecua­
ción. Para hajíar la corrección al 1,357 , que da menor enor 
numérico, multiplico su error, apreciando únicamente ocho gua­
rismos decimales, por 1,357— !,354=+0,003 ; y dividiendo 
el producto 0,00000137679 por Indiferencia de los dos er­
rores de signos contrarios, que povieúen de los números supes- 
tos mas próximos entre sí, que , apreciando únicamente siete g'u
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rismos decimales , es —0,0) 6750 I—0,0004589=-0,017209, 
,1a —0,00006 para la corrección; que, agregada al 1,3 57,
da 1,357—0,00006=1,35694.

Tomando esle valor 1,3 5694 P01' séptimo húmero supues­
to, resulta +0,00017457427 2 2 5 de error ; que, siendo posi­
tivo, indica que entre 1,354 Y 1.35694 hay al menos una raiz 
real de la ecuación. Para hallar la corrección al 1,35694, ‘l,,e 
da menor error numérico, multiplico su error, apreciando única­
mente ocho guarismos decimales, por 1,35694—1,3 54=0,00294; 
y dividiendo el producto 0,0000005132358 por la diferen­
cia de los dos errores de signos contrarios, que provienen de los 
números supuestos mas próximos entre si, que, apreciando úni­
camente siete guarismos decimales, es
—0,0167 501—0,0001745=—0,0169246, se tiene —0,00003 
para la corrección; que, agregada al 1,35694, da 

1,35694—0,00003=1,35691.
Tomando 1,35691 por oelaeo mimen} supuesto, resulta 

0,00006240021435 de error; que, siendo positivo, indica que, 
entre 1,354 >’ 1,35691 hayal menos una raiz real. Para hallar 
la corrección al 1,3 5691, que da menor error numérico, multi­
plico su error, apreciando únicamente ocho guarismos decimales, 
por 1,35691 —1,3 54=0,00291; y dividiendo «el producto 
0,000000163584 por la diferencia de los dos errores de signos 
contrarios, que provienen de los números supuestos mas próximos 
entre sí, que, apreciando únicamente ocho guarismos decima­
les, es —0,01675013—0,00006240=—0,01681253, resulta 
—0,0000097 para la corrección ; que, agregada al 1,35691, 
da 1,3569003.

Tomando este valor 1,3569003 por noveno número su­
puesto, resulta 0.0000220673S399 de error; que, siendo po­
sitivo , indica que entre 1,354 Y 1,3569003 hay al menos una 
raiz real. Para hallar la corrección al 1,3569003, que da me­
nor error numérico, multiplico su error, apreciando únicamente 
ocho guarismos decimales, por 1,3569003—1,354=0,0029003} 
v dividiendo el producto 0,0000008400267 8 por la diferencia 
délos dos errores de signos contrarios, que provienen délos núme­
ros supuestos mas próximos entre sí, que , apreciando únicamente 
ocho guarismos decimales, es. —0,0167 5013—0,00002 206= 
—0,0167 7,219, resulta —0,000005 para la corrección; que 
agregada al 1,3 569003, se tiene 1,3 569003—0,000005 = 
1,3568953. Este valor concuerda con el segundo que hemos 
puesto (170 x) de Lagrangc en los dos primeros guarismos, sien­
do menor que él, como debe asi verificarse en virtud de lo allí ma-
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nifestadojy el nuestro tiene la ventaja de. ser exacto lo menos has­
ta el sesto guarismo decimal; pues la corrección no ha tenido va­
lor hasta dicho guarismo.

19; r. Para encontrar la tercera rniz , dividiremos el primer 
miembro dé la (ec. 10'), por x—1,3 5 6 S 9(i3 , y resulta por co­
ciente .r+3,04 8'i.l 75 ; que , igualado á cero, y trasladando, se 
tiene x=—3,0 ¡ 81 175; luego la segunda raiz de la (ec. 10') y 
por consiguiente la tercera raíz déla (ec. 10) es —3,04S 1 175. 
La que saca Lagrange es —3,04918; y por lo mismo nuestra 
raiz conviene con la suya en los dos primeros guarismos decima­
les; pero la de Lagrange no puede menos de e ar equivoca­
da desde, el tercer guarismo en adelante; pues que, según lo 
espuesto (170 x) el valor obtenido por Lagrange debía ser 
numéricamente menor que el verdadero. Lo cual procede de 
que Lagrange calcula solo dos denominadores en el quebra­
do continuo. Aparece, pues, de lodo esto, que nuestros re­
sultados van conformes con los de tan sabio Autor, sin mas di­
ferencia que el ser los nuestros mas exactos, y haberlos obtenido 
con menos fatigas, y siguiendo procedimientos mas elementales.

197 aa. Aquí podríamos dar por concluido nuestro trabajo, 
relativo ala espresada (ec. 10); pero con el fin de no dejar ningún 
cabo suelto y comprobarlo todo con los hechos mas positivos , de­
bemos ahora proceder á encontrar las mismas raicijs de la (ec. 10), 
partiendo de los supuestos .r=l y x—3 que se hicieron (197 x).

El supuesto ;c=l da t de error. El supuesto x=3, dio 
13 de error. Para encontrar la corrección al 1 , que es el que da 
menor error, multiplico su error 1 por 1—3=—2, que es 
lo que hemos dicho en el número 4 ° de la regla, y obtenemos 
—2 por producto. Dividido esto por la diferencia de los errores, 
que.es 13—1=12, resulta —0,17 para la corrección; que, aña­
dida al 1, da 1-0,17=0,83.

Tomando 0,8 por cuarto número supuesto, da 1,912 de 
error; y como es mayor que el del 1 y menor que el del 3, de­
bo hallar la corrección al 1 por medio de los dos-supuestos 1 y 
0,8. Para lo cual, multiplico el error del 1, que es 1, por 
1—0,8=0,2; Jo que da 0,2; y dividiendo esto por 
1,912—1=0,912, se halla 0,21 para la corrección ; que, agre­
gada al supuesto 1, da 1,21.

Tomando 1,2 por quinto número supuesto, da 0,32S de 
error; que. siendo menor que los anteriores, hallaré la corrección al 
1,2, multiplicando su error 0,32S por 1,2—1=0,2; loque 
da 0,0656; dividiendo estopor 1—0,32S=0,672, resulta 
0,0946 para la corrección; que, añadida al 1,2, da 1,294<>-



íigebra. 239
Tomando esto valor 1,294.6 por sestn número supuesto, da 

0,1075355t»G53G de error. Para encontrar la corrección, mul­
tiplico este error por 1,2946—1,2=0,0946; lo que da 
0,0101726640943056. Este, producto lo divido por la diferen­
cia de los dos menores errores, que es 0,221464433464, y ob­
tengo 0,04614 para la corrección; que, agregada al 1,2946, 
da 1,34074.

Tomando 1,341 por octavo número supuesto, resulta 
0,024494821 de error; que como es el menor, deberé hallar la 
corrección al 1,3-41. Para esto , multiplico su error por la dife­
rencia de los dos números que produjeron menores errores, que es 
1,341 — 1,2940=0,0404, lo que da 0,00(1365596944; y 
dividiendo esto por la diferencia de los dos menores errores que 
es 0,(} 8 30467'4536, obtengo 0,0136869 para la corrección; 
que, agregada al 1,341, da 1,3546869.

Tomando 1,355 por noveno número supuesto, da 
0,002823875 de error; que, siendo el menor, deberé hallar'la 
corrección al 1,3 55. Para esto, multiplico dicho error por 
1,35.5—1,341=0,014; y obtengo 0,00039534250; .pie, di­
vidirlo por la diferencia de. los dos menores errores, que es 
0,021670946, resulta 0,001824 para la corrección; que, agre­
gada al 1,355, da 1,336824; valor que coincide con el que 
obtuvimos (197/) en cuatro guarismos decimales,, y que es inú­
til continuar mas adelante.

Aquí observamos que hemos sacado primero la segunda raiz 
déla (ec. 10). Esto proviene, de que la raiz que antes obtuvimos 
por primera fue 1,692415; la cual se acerca al número supues­
to 2 mas que. al número supuesto 1, y mas también que lo que 
la raiz 1,356824 se acerca al 1.

\ ahora, como los dos supuestos de que liemos partido eran 
1 y 3, la raiz 1,356S24 se acerca mas al 1, que al 3, y 
se acerca también mas al 1 que la 1,692415 se acerca al 3. 
Lo cual manifiesta la maravillosa escelencia del método.

Dividiendo el primer miembro de la (ec. 10) por ¿c—1,356824, 
igualando á cero el cociente, y aplicándole nuestro método, se ob­
tendrán las otras dos raices, que ya hemos encontrado, y que acon­
sejamos á los principiantes lo ejecuten por sí mismos.

197 bb. Todas las ecuaciones, de que hasta aquí nos hemos ocu­
pado, pueden resolverse, y en efecto se han resuelto con mas ó me­
nos penalidades por métodos ya sabidos; pero lasque, ahora vamos 
a considerar, con dificultad podrán resolverse por ninguno de 
los métodos conocidos, á no ser empleando un tiempo, fatigas y 
niolestias sumamente eslraordinarias.
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Sea primero la ecuación

*3—979.t’—954529*+934483891=0 (11 ).
Para aplicarle el método, supondremos x=l; y sustituido 

este valor en el primer miembro, se convierte en 933 528384, 
que será el error. Sustituido 2 por X , en el mismo primer miem­
bro, se convierte en 932570925 que será el error-, y comees 
menor que el anterior, debo hallar la corrección al 2. Para es­
to, multiplico su error 932570925 por 1, y obtengo 
932570925. Dividido esto por la diferencia de los dos meno­
res”, que es 933528384—932570925=957459, resulta 
974,006 para la corrección; que, agregada al 2, se tiene
976,006. .

Tomemos 976 por tercer número supuesto; y sustituido en 
el primer miembro de dicha ecuación, da 817859 de error; 
y como es el menor de todos, debo hallar la corrección al 976. Pa­
ra esto, multiplico su error por 976-2=974 ; lo que da por 
producto 796580666. Dividido esto por la d.lerenc.ade los 
dos menores errores, que es 932 570925-817 859=931 7 53066, 
resulta 0,8 para la Corrección; la cual, agregada al 9/6,
da 976,8. ,

Tomando 97 7 por cuarto número supuesto-, y sustituyéndole 
en el primer miembro de la (ec.l 1) se convierte en 0; de donde 
se deduce (1 70 c) que el número 97 7 es una raiz de la (ce. 11).

Ahora, dividiendo el primer miembro de. dicha ecuación por 
x__1)77, é igualando á 0 el cociente, resulta

x1—2x—950433-0 ;
y como esta ecuación la tenemos resuelta (197 rr) , pues es la 
(ec. 4), resulta que las tres raíces de la (ec. 11 ) son 

«=97 7, «=979, y «=—97 7.
197 ec. Pasemos ahora á la resolución de las ecuaciones de 

tercer grado, que contienen una raiz real con dos imaginarias.
Sea primero la ecuación «3— 1 7.r’+96«— 162=0 (12).
El supuesto «=1 da -82 de erro,* el supuesto «=2 da 

—30 de error. Como este es numéricamente menor que. el del I, 
hallo la corrección al 2. Para esto, multiplico su error —30 
por 1 ; lo que. «1a —30. Este producto lo debo dividir por la 
diferencia de los dos errores, que. es
__82____ 30=—824-30=—52, y obtengo 0,57 para la cor­
rección al 2 ; que, agregándosela, da 2,:>7. ,,

Tomando 2,6 por tercer número supuesto, resulta 1+
de error; y 0,24 Para la corrección; que, agregada al 2,0, 
da 2*84-

Tomando 2,8.4 por cuarto número supuesto , se obtiene
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_3,568896 de error; y 0,13 para la corrección; que, agre­
gada al 2,84, le convierte, en 9,9-7. Como este miníelo se acer­
ca ya tan ¡o al 3, tomare 3 por quinto número supuesto; y co­
mo sustituido en el primer miembro Je reduce a 0, deduzco 
(l<0 f), que 3 es una de las ruices de la ecuación ; y dividiendo 
su primer miembro por x,—3, é igualando á coro e| cociente, re­
sulta x‘—,/;a-t-54=0; cuyas dos raíces liemos visto ya (197 t) 
que. son imaginarias; pues esta ecuación es la ( 8 ) que allí liemos 
resuelto.

Sea abora la ecuación ar3+a:a+a;+l=0 (13).
El supneslo x=i da 4 de. error. El supuesto ;i-=2 da 15 

de error; luego deberemos bailar la corrección al 1; y resulta 
ser —0,36; que, agregada al 1 , da 0,64.

Tomando este valor 0,6 ; por tercer número supuesto re­
sulta 2,311744- de error , y —0,49 para la corrección al 0,6.4í 
que, agregándosela , da 0,15.

Tomando 0,l!> por cuarto número supuesto, resulta 1,175875 
de error ; y —0,5 para I3 corrección ; que, agregada al 0,15, 
da —0,35.

Tomando —0,35 por quinto número supuesto, resulta 
0,729625 de error; y —0,8 para la corrección ; que, agregada 
al -0,35, da -1,15.

Tomando —1,15 por sesto número supuesto, resulta —0,34S375 
de. error; y como es de signo contrario al error del —0,35 , in­
dica que entre —0,3 5 y—1,15 liay al menos una raiz real; y 
siendo el error del —1,15 el menor, bailo la corrección al—1,15, 
Para esto, multiplico su error —0,3483 75 por

— 1,15-------0,35=—1,15+0,35=—0,80;
y dividiendo el producto 0,27870000 por la diferencia de los 
dos errores de signos contrarios procedentes de los números su­
puestos mas próximos entre sí, que es

0,72962 5-------0,34837 5=1,07S000;
resulta +0,26 para la corrección; que, agregada al —1,15, 
da —0,89.

Tomando —0,89 por séptimo número supuesto, resulta 
0,197769 de error ; y como es de signo contrario al del —1,15, 
indica que entre —1,15 y—0,89 hay al menos una raiz real; 
y siendo el error del —0,89 numérica mente uiieijor, bailo la cor­
rección al —0,89. Para esto, multiplico su error 0,197769 
por —0,89 1,15=—0,89 + 1,1 5=0,26; y dividiendo el pro­
ducto 0,051.41994 por —0,348375—0,t97769=-0,546l44, 
se baila ' —0,009 para la corrección ; que, agregada al —0,89, 
«la -0,899.

Tomo I

241

31
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Tomando —0,899 por octavo número supuesto, obtengo 

+0,18263 de error; y —0,011 para la corrección al -0,899; 
que, agregándosela, da —0,91.

Tomando —0,91 por noveno número supuesto, residía 
+0,163529 de error; y —0,09 para la corrección al —0,91; 
que , agregándosela , da precisamente —1.

Tomando —1 por décimo número supuesto , resulta que el 
primer miembro se convierte en 0; luego —1 es raiz de la (ec.13); 
y dividiendo su primer miembro por x-------- l=.r+l , e igua­
lando á 0 el cociente , se obtiene .ra+l=0 ; cuyas raices hemos 
hallado (197 t) que son imaginarias; pues esta ecuación es la (7) 
que allí hemos resuello; y por lo misino las tres raices de la (cc.13)

son .t=—1 , x=+\/—1 , y x=—s/—\.

Sea también la ecuación *5—20a:’+l 38a;—324—0 (14)-
Suponiendo .r=l , resulta —205 de error. Suponiendo .r=3,

Ja —120 de error; y como este es numéricamente menor, halla­
ré la corrección al 2. Para esto, multiplico su error por I, lo que 
da por producto —120. Esto lo divido por la diferencia de los 
errores —205--------120=-S5; y obtengo 1,4 para la cor­
rección; que, agregada al 2 , da 3,4.

Tomando este valor 3,4 por tercer número supuesto, resul­
ta __ 46,696 de error; y como es numéricamente menor que
los anteriores, debo hallar ía coreccion al 3,4- Para esto , mul­
tiplico su error por 1,4; y el producto —65,3744 1<> d'v'd" 
por la diferencia de los dos menores errores, que es —73,304; 
lo que da 0,89 para la corrección ; la cual , agregada al 3,4,

da 4,29.
Tomando 4,3 por cuarto número supuesto, resulta un error 

de __ 20,893 , que siendo numéricamente menor que. todos, de­
bo hallar la corrección al 4,3. Para lo cual , multiplico su error 
por 4,3—3,4=0,9 ; y dividido el producto 1S.8037 por
—46,696--------20,S93=— 25,803 ; se tiene 0,7 3 para la
corrección; que , agregada al 4s-5* 5,03.

Tomando 5 por quinto número supuesto, resulta —9 de 
error; y +0,57 para la corrección; que, agregada al a,

da 5,57.
Tomando 5,6 por sesto 

de error; y 0,268 para la

número supuesto, resulta — 2,78( 
corrección; que, agregada al 5,6,

da 5,868.
Tomando 5,87 por séptimo número supuesto, resulta 

—0,815997 de error, y 0,11 para la corrección ; que , ago­
rada al 5,87, da 5,98.



ALGEBRA. 545
Tomando 6 por •ctavo número supuesto , y sustituido rñ el 

primer miembro de dicha ecuación, la reduce á 0; lo cual ma­
nifiesta que el G es rail de la mencionada ecuación; y dividiendo 
el primer miembro por x—6, é igualando á 0 el cociente, se 
tiene 14«:+54=0; cuyas dos raicea son imaginarias (197 t 
ce. 8).

Pasemos ahora á la ecuación
x}-22*’+166a;—433=0 ( 15).

Suponiendo ar=l, da —287 de error; suponiendo a:=2; 
da —180 de error ; y resulta para la corrección al 2, que es el 
que da menor error, +1,6; que, agregándosela , da 3,6.

Tomando 3,6 por tercer número supuesto, resulta —7 2,864 
de error-, y +1 piara la corrección; la cual, agregada al 3,6,
da 4,6.

Tomando 4)6 por cuartosnúmero supuesto, da —36,584 
de error, y +1 para la corrección; que, agregada al 4,6, da 5,6.

Tomando 5,6 por quinto número supuesto , da —35,704 
de error; y +0,4 para la corrección; que, agregada al 5,6, 
da +6.

Tomando este valor 6 por sesto número supuesto , resulla 
— 12 de. error ¡ y 0,1 para la corrección ; que , agregada al 6, 
da 6,1.

Tomando 6,1 por séptimo número supuesto, resulta —11,080 
de error, y +0,4 para la corrección; que, agregada al 6,1, 
da 6,5.

Tomando 6,5 por octaoo número supuesto, da —7,S75 de 
error; y +0,0 parala corrección; la cual , agregada al 6,5, 
da 7/t.

Tomando 7,4 por noveno número supuesto , resulta —3,006 
de error-, y +0,5 piara la corrección; que, agregada al 7,4, 
da 7,0.

Tomando 8 pior décimo número supuesto, resulta que el 
primer miembro es cero ; por lo cual el número 8 es (170 e) raía 
de la ecuación.

Dividiendo el primer miembro de la (cc. 15) por x—8, é 
igualando á cero el cociente, se llalla .t’—14-c+54=0 , cuyas 
raices sabemos ya ( 107 t ec. 8) que son imaginarias.

>97 dd. Las ecuaciones que nos hemos propuesto resolver, 
Jas elejimos ex-profeso, no piara disminuir las dificultades, como 
suele hacerse generalmente, sino mas bien con el fin de aumentar­
las, piara enseñar al modo de vencerlas. Por esta causa , nos vamos 
á proponer para última ecuación del tercer grado, una que nos su­
ministrará ocasión, no solo para acabar de comprender la regla

o
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(197 p)i sino para dar á conocer, que esta doctrina se halla enla­
zada con la mas sublimo de. las ¡ViaIomáticas.

Y sea la *3—750?.++i04956.r--404622=0 (16). 
Suponiendo .r=l, residía —307172 de error. Suponien­
do á:=2, se tiene —224730 de error; y resolta 2,7. para 
la corrección al 2; que, agregándosela, da '¡,7.

'romándo 4,7 por tercer número supuesto, resalla
■^-7 7055,007 do error; y 1,4 para la corrección ; que, agre­
gada al 4,7, da 6,1,

Tomando 6,1 por cuarto número suptiesio, resulla
—434-98,889 paca el error, y +1,4 para la corrección; que, 
agregada al 6,1, da 7,5.

Tomando 7,5 por quinto número supuesto, resulla 
—39298,875 para el error, y 13 para la corrección; que, agre­
gada al 7,5, da 20,5.

Tomando 20,5 por sesto número supuesto , residía 
i—1399225,625 de. error; que, siendo numéricamente mayor 
que lodos, indica, que nos hallamos en el caso del número 9.° de 
la regla; por lo que. supondremos (10.° de la regla) x= 10 , lo 
que da —104762 de error; x= 100, da —5763 ilc
error; .+==1000, da —6402443622 de error ¡ x= 10000, 
da +2503491 55378 de error; y como ya sale positivo, es 
indicio seguro (170 s) de que entre 1000 y 10000 hayal 
menos una raiz real.

Consideremos como dos primeros supuestos, el 1000 y el 
10OOO. Y para encontrar la corrección, que se delie hacer al 
1000, que es el que produce menor error, multiplico su error 
—6.402448622 ' por 1000—10000=—9000; lo que da 
57622037598000. Esto lo divido por la diferencia de. los erro­
res de signos contrarios procedentes de. los números supuestos mas 
próximos entre sí, que. es

26O349I55373-----6402448622=256751604000;
y obtengo +224 para la corrección; la cual, agregada al 1000, 
da 1224.

Tomando 122-4 Por torcer número supuesto, resulta 
—928497 S 2 S6 de error; y como este es negativo y el del lüüOO 
es positivo, sabemos de cierto (170 s) que una raiz al menos se 
llalla entre 122q y 10000. Por lo que. hallaré la corrección al 
12 2-4 que es el que da menor error que el 10000. Para este, 
multiplico el error del 1 224 , que es —9284978286 por la 
diferencia de los dos números mas próximos entre sí, que produ­
cen errores de signos contrarios, que es 1 224 —10000=— 87/0; 
y dividiendo el producto +8 M S4969437936 por la dileren-
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fcia de los dos errores de signos contrarios, procedentes de los 
números supuestos que distan mi nos entre sí , que es
a:,o349 1 55:>7a------ y28497 82Sü—+25963\ I 3 3664 > resulta
314 para la coirecciou; la cual, agregada al 1223, da 1 538.

'lomando este, valor 1538 por cuarto número supuesto, re­
sulta — 139885 17 530 de error! y cotilo todavía es negativo, 
se verifica que el número buscado es mayor que. 1 538 y menor 
que 10000 i y siendo el error del 1538 menor que el del 
10000 , se debe bailar la corrección ai 1 538. l'ara esto, mul­
tiplico sil error —18958317580 por 1 5 3 8—10000=—S4 (Í2; 
y dividiendo el producto +1 1 SI 1 5282938800 por la diferen­
cia de los errores procedentes de los números supuestos mas pró­
ximos entre sí , que eS
250349155378----- 13958317530=264307472908, da 447
para la corrección; que, agregada al 1538, se tiene 19S5.

Tomando este valor 1985 por quinto número supuesto, re­
sulta —2 I 5499.894 I 2 de error ; que, siendo de signo contra­
rio al del 10000, indira que entre 1985 y 10000 liayal 
menos una rain real; y como el error del 1985 es menor, debo 
hallar la corrección al 1985. Para esto, multiplico su error 
—21549989412 por 19S5—10000=—801 5 ; y dividiendo 
el producto -f 172723065137 180 por la diferencia de los er­
rores procedentes de. los números supuestos mas próximos entre sí,
que. es 2503-49155378----- 2 1 5499894 1 2=2 7 1 899 1 44790,
resulta +636 para la corrección; que, agregada al 1985 da 
2621.

Hemos ido haciendo supuestos en los mismos lérminos que sa­
len los valoíys por la corrección, porque Como de lo que tratamos 
es de dar á conocer el método, conviene seguirle sin interrupción; 
pero también es parle del método el que se bagan supuestos in­
termedios hasta que los errores salgan con un mismo número de 
guarismos. Si esto lo hubiéramos hecho', antes de hallar la cor­
reccional 1000, hubiéramos encontrado el resultado con mucha 
mas brevedad. Pero, ahora, que ya se ha practicado el método en 
cinco supuestos, y que nos hallamos aun en el caso de que el er­
ror del 1985 tiene once guarismos y el del 10000 tiene do­
ce guarismos, liaremos supuestos intermedios hasta que los erro­
res que produzcan los números supuestos que dan errores de sig­
nos encontrados, -tengan el mismo número de guarismos.

Tomando, pues, 6000 por sesto número supuesto, da 
—5362266862 2 de error ; que, siendo negativo y el del 10000 
resultando positivo, indica que entre 6000 y 10000 se. halla 
al menos una raíz real; y como el error ilcl 10000 tiene toda-
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vía un guarismo mas, eBjo como supuesto intermedio *=SüflO.
lomando, en electo, 8000 por séptimo número supuesto, da 

+ 3239 124'3378 de error; que, siendo positivo, indica que en­
tre 6900 y 8000 hay al menos una raiz real; y como los er­
rores del 6000 y 8000 tienen igual número de guarismos, do­
liéremos proceder á encontrar la corrección al 8000, que os 
el (pie da menor error numérico. Para esto, multiplico dicho er­
ror 3239I2';3378 por la diferencia de los dos números mas 
próximos entre sí, que producen errores de signos encontrados, que 
es S000—6000=2090. Y dividiendo el producto 
64 7 82486 / 56000 por la diferencia de los dos errores corres­
pondientes, que es

— 5362 266862 2—323912433 78=—86013912 000 , 
resulta —753 para la corrección ; que, agregada al 8000, 
da 8000- 753=7247.

Tomando 7 247 por octano número supuesto, da 
—12895250530 de error; que, siendo negativo, indica que 
entre 7 24 7 y S000 hay al menos una raiz real de la ecuación; 
y como el error del 724'7 es numéricamente menor, hallo la cor­
rección á dicho número , multiplicando su error por la diferencia 
de los dos números supuestos mas próximos entre sí, que producen 
errores de signos contrarios, que es 7247—S00í)=—753; y 
dividiendo el producto +970712 3649090 por la diferen­
cia de los dos errores correspondientes, que es

32391 243378—(—-12SS¡i§50530 )=4528649.390S , 
resulta 214 para la corrección; que, agregada al 72-4", 
da 7461.

lomando 74.61 por noveno número supuesto, resulta 
1611610S72 de error; que, siendo negativo, indica que en­

tre. >481 y S000 hay al menos una raiz real de la ecuación; 
y como el error del 7461 es numéricamente menor, hallo la cor­
rección á dicho número, multiplicando su error por la diferencia 
de los dos números supuestos que produjeron los errores de signos 
contrarios mas próximos entre sí, que es 746I—8000=—539; 
y dividiendo el producto + 86865846000S ; por la diferencia 
de los dos errores correspondientes, que es 
32391243378------ 161 1610872=34002854250, resulta 32 pa­
ra la corrección; que, agregada al 7461, da 7493.

Tomando 7493 por décimo número supuesto, resulta cero 
de error; por lo que inferimos que el número 7493 es ( i 7 0 f) 
una de las raices de. la espresada ecuación.

Para encontrar los demás, dividiré el primer miembro de la 
«citación por x— 7493 ; c igualando á cero el cociente, resulta
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«•—14*+ 54=0; cuyas Jos raicea liemos visto (197 t ec. 8), que 
son imaginarias.

Puraque se vea la fecundidad de este método, vamos ahora £ 
manifestar, que hay diferentes medios de obtener el resultado porun 
camino mas breve', que se presenta con facilidad al calculador.

En efecto, el error del 1000 tenía diez guarismos; y el del 
10000 tenía doce. Y desde luego se. nos presenta que podemos ha­
cer un supuesto intermedio entre 1000 y 10000, que nos 
dará un signo encontrado con alguno de los de estos números, y 
tendremos números mas próximos entre los cuales se halle al 
menos una raiz real.

Suponiendo ,r=5000 resulta —62150624692 de error; 
y como es negativo, manifiesta que el valor de .r es mayor que 
5000 y menor que 10000. Podemos, pues, proceder á encon­
trar la corrección al 5000, combinando su error con el del 
10000, lo que nos da por corrección 994,7; la cual, agrega­
da al 5000, resulta 5994,7.

Tomando 5995 por tercer número supuesto , da 
—5371 251 1 197 de error. Y como es negativo, indica que la 
raiz es mayor que. 5995, y menor que 10000; y hallán­
dola corrección al 5995 se obtiene 707 ; que, añadida al 
5995, da 6702.

Tomando 6702 por cuarto número supuesto, da 
— 35455016730 de error; y se obtiene. 409 para la correc­
ción ; que, agregada al 6702 , da 7111,

Tomando este valor 7111 por quinto número supuesto, re­
sidía—19278325622 de error y 204 para la corrección; que, 
agregada al 7111, da 7315.

Tomando este valor 7 315 por sesto número supuesto, resul­
ta —9506426522 de error ; y 98 para la corrección ; que, 
agregada al 7 315, da 7413.

Tomando 7413 por séptimo número supuesto, da 
—438790280 de error; y 44 para la corrección; que, agre­
gada al 7413, da 7457.

Tomando este valor 74 5 7 por octavo número supuesto, da 
—20876S4558 de error, y 21 para la corrección; que, agre­
gada al 7457, da 747S.

Tomando este valor 7478 por noveno número supuesto, 
resulta —837436692 de error; y 8 para la corrección ; que, 
agregada al 747 8, da 7.486.

Tomando este valor 7486 por décimo número supuesto, 
da — 491543122 de error; y 4,9 para la corrección; que, 
agregada al 7486, da 7-490,9.
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Tomando 7491 por undécimo número supuesto, da 

—112014522 de error; y 1 para la corrección; que, agrega­
da al 7491 , se tiene 7492.

Tomando este, valor 7/¡92 por duodécimo número supuesto, 
da —41 1-6^70 de error; y 0,4 para la corrccc'on; que, 
agregada al 7492, da 7492,4.

Tomando 7492,4 por décimo tercero número supuesto, 
resulta —33618730,896 de. error; y 0,3 para la corrección; 
que, agregada al 749-,4 'Ia 7492,7.

Tomando 7493 por décimo citarlo número supuesto; y sus­
tituido este valor en el primer miembro de la (ec. 16), la reduce 
á 0; por lo que se inüere que el número 7493 es (170 e) 
una de sus raicea.

Luego liemos encontrado la misma raíz por otra 
combinación de números supuestos; y si continuára­
mos haciendo otras combinaciones y otros supuestos in­
termedios llegaríamos siempre al mismo resultado con 
me'nos fatigas. Todo lo cual corrobora la escelencia é 
importancia de este nuevo me'todo (*).

- (°) En las páginas IX y X del prólogo de la segunda edi- ' 
cion del Tomo II P. II de mi Tratado Elemental de. Matemáti­
cas, que contiene el Cálculo Diferencial é Integral, manifesté, que 
en todas ocasiones había procurado cuitar el escollo en que ha­
blan cuido algunos escritores , según d’ Aleinbert, por creer que 
¡es resultaba mas ventaja do. poner alguna piedra en lo mas alto 
del edificio científico, que de facilitar la entrada. Y siguiendo 
constante en mi propósito de preferir siempre las investigacio­
nes que conducen á resultados útiles , tanto en las Ciencias como 
en las Artes y en todas las circunstancias de la vida, mi objeto 
principal, en cuantas investigaciones me he propuesto, ha sido 
el simplificar los métodos , para que la instrucción se generalice 
y propague cual conviche, mayormente entre nosotros. Y en hi 
parte , que ahora llama nuestra atención, me parece no haber 
sido del todo infructuosos mis esfuerzos ; pues creo haber simpli­
ficado la resolución de las ecuaciones numéricas hasta el punto de. 
resolverse las mas difíciles, por los discípulos de las Escuelas 
normales, de los que algunos carecían de todo conocimiento de 
lectura catorce meses antes.

Mas, teniendo en consideración por otra parte , que se. criti­
ca á iSculon, y con ratón, el haber ocultado el camino que había



Resolución de las ecuaciones de cuarto grado.

197 ee. Nos propondremos por primera ecuación de 
4° grado la
*‘—996**-— 9 3 7 8 8 6 ,ra-f-9 5 0 710 8 8 4.r — 1 5 8 8 6 2 2 614 7 =6 ( 1 ;)

Supongamos x=i-, y sustituido este valoren el pri­
mer miembrode dicha ecuación, resulta —14936454144

seguido en sus descubrimientos, me ha parecido conveniente ha­
cer aquí algunas indicaciones acerca del medio que me ha con­
ducido á este importantísimo procedimiento , por el influjo que 
esto puede tener en los progresos de las Ciencias.

A pesar de lodo el grado de sencillez, con que lo expongo, in­
dependientemente de lodo conocimiento sublime; sin embargo, 
para llegar d este grado de simplicidad, he sido conducido por 
las mas profundas meditaciones sobre los puntos de mayor tras­
cendencia i y todo esto se halla enlazado con las ideas que me 
condujeron d los nuevos é importantes resultados, que obtuve > 
publiqué en la segunda edición del espresado volumen, y que es­
pecifico en su prólogo bajo los números 2.°, 4.0, 6.° y 7.0 y 
P"I " dar alguna idea sobre este particular, me valdré de la opor­
tunidad de este ejemplo, haciendo algunas reflexiones acerca dd 
miuhcon que he redactado la regla (197 p). Queda demostrado 
(197)) no ser cierto lo que suponen los Autores , de que un er­
ror menor indica que el valor que lo produce se halla mas próxi­
mo al verdadero valor de la incógnita; lo cual lo comprobamos 
allí con los resultados de la ficc. 1); y aquí en la fice. 16) se vc 
que. los menores errores son los que producen los supuestos 0, i 

los guales distan bien considerablemente del verdadero 
calor 7493 de la incógnita. Sin embargo, una gran parle dc 
nuestra regla estriba en cierto modo bajo el mismo principio. 'En 
efecto, el decir que se busque siempre la corrección al número que 
produce el menor error numérico, supone tácitamente que él es 
d 1"e- sc halla '"as próximo á la verdadera raíz ; y es de la 
mayor importancia el demostrar que nuestra regla no reposa en 
mugan principio erróneo;y el dar á conocer en qué casos un er­
ror menor es indicio de irse acercando el número supuesto al 
verdadero valor de la raíz, y en qué otros sc verifica lo contrario.

1"e Humamos .equivocaciones ó errores, que dan las ecua- 
Joaio 1,
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psra el error. Suponiendo *=2, resulta -13985187475 
de error; y como es numéricamente menor que eluclsu-

dones por los diferentes valores que se supongan á las incógni­
tas „o es mas que determinar los valores ile las ordena les d: 
una curva en que haga de abscisa la incógnita de la ecuación ; y 
que el primer miembro de la ecuación propuesta fuese el valor de 
la ordenada de la curva que se considera. En cuyo caso, los He­
lores de x, que son rafees de la ecuación, serán los que mar­
quen los puntos en que la curca corle al eje de las x, que es d 
denominado de las abscisas. Cuando una curva continua llega 
c(,r(ar al eje de las abscisas, se va arerrando por grados mas .i 
menos sensibles á dicho eje, en cuyo caso las ordenadas van dis­
minuyendo; y cuando la curva pasa del punto en que corta el eje 
de las abscisas, se va separando de dicho eje, y van creciendo 
sus ordenadas , bien sea indefinidamente si no vuelve á cortar al 
espresado eje, ó bien hasta que después vuelcan á disminuir pa­
ra irse acercando la curva al eje de las abscisas si le ha de volver 
á cortar.

Contraído esto ahora á los errores ó equivocaciones , re­
sulta que cuando los supuestos , que se vayan dando á la x, 
se aproximen á los verdaderos valores de la miz , los errores 
equivocaciones irán disminuyendo; luego en este caso se verifica 
con toda exactitud que un menor error es señal de que el valor 
de. la incógnita que lo produce, se halla mas cerca del verdadero 
valor de. la raiz; / por eso hemos querido aclarar esto cuando he­
mos dicho ( 9.° de la regla) que esto se verifica en los valores 
de x que se hallan como en la esfera de actividad de la raiz; pe­
ro cuando, bien sea porque principien los valores de x, ó por­
que hayan pasado poruña raiz, van aumentando los errores 
equivocaciones cuando crecen los valores de x, en este caso, 
verifica lo contrario; esto es , que mientras mayores son los er­
rores ó equivocaciones, Se va uno acercando mas á la raíz.

Pero cuando, por valores sucesivos de la incógnita va resul­
tando, que los errores aumentan numéricamente, si continuan­
do creciendo los valores de x, ha tic haber alguna raiz, llega- 
rd un caso en que los errores ó equivocaciones, de. ir aunan­
do numéricamente., principien á disminuir ; por lo que, dota 
de llegar al valor de la otra raiz, habrá uno de aquellos valo­
res, que se llaman máximos ó mínimos. Todo esto se comprad- 
oerfeotísima mente en la (ec. 16 J; y la doctrina de los niáxin 
Y mínimos ilustra esto de un modo muy satisfactorio,y ratiy-
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puesto i, hallaré la corrección al 2. Para esto, mul­
tiplico su error por la unidad positiva, lo que da

tanto mas su importancia: comprobando que no liemos exage­
rado nada cuando hemos recomendado tanto el influjo de su doc­
trina en el volumen que se ha citado, y con particularidad cu
el (i 601 >

Vcárnoslo. Sea z igual con el primer miembro de la 
(ec. 16 J; y tendremos z=x3—7 5 0 7 x ’+1 0 4 9 5 6x—404 (¡22. 
Para indagar si esta ecuación tiene máximo ó mínimo, hallare­
mos el primer coeficiente diferencial según previene la regla

( § 16S II), y tendremos ■^-=3x:i—1 50 14x+ 10-4956.

Igualando esto á cero , resulta 3x'—1 5U l'4x+l 04956=0; 
que dividiendo por 3, será xJ—5004,67x-)-349'85,33=0; y 
en virtud de la regla ( 168 de este lomo), tendremos

x=+2502,33±:/(2502,33)a-34985,33=+25Q2,3±:

/6226670,09S9=2502,3rh:2/|95,3 ; que, separando los ca­
lores, resulta x=7, y x='|997,6.

Para ver si en estos calores de x hay máximo ó mínimo, 
haremos uso de dos de los tres métodos de verificación que he­
mos manifestado 168 II de este Comp. y § 564 H T. E.J pue­
den emplearse. Para hacerlo ver por el primero, observaremos 
que el supuesto x=6, da de error —44922; el x=7 da 
—374 30; el x=8, da —54910; donde se ve que el error 
correspondiente al supuesto 7 es menor numéricamente que el 
calor que le precede y que le sigue, lo que es señal de ser un 
mínimo; pero como estos valores son negativos, en virtud de lo 
manifestado f§§ 563 / 601 II T. E.J, resulta que el valor cor­
respondiente á x=7 es un verdadero máximo.

Veamos lo que resulta en el otro valor 4997,6. El supues­
to x=4997, da —6212 5562080; el x=4997,6, da 
-63370260748,544; y el x=499S da —62228574570; 
y siendo el error del 4997,6 mayor numéricamente que los 
que inmediatamente le preceden y siguen, es señal de haber má­
ximo; pero como estos valores son negativos, resulta que en vir­
tud de lo éspuesto é§§ 563 / 601 II 'I'. E.) será un verdadero 
mínimo. Pura emplear el tercer método de verificación, hallare­

mos el segundo coeficiente diferencial, que es —=6::—1 50 14-

S¡sustituimos 7 por x, se nos convierte en
a
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—139861 87475. Esto lo divido por la diferencia délos 
errores, que es
—14936454144— i39s5187475=—951266669; y su­
primiendo tanto en el dividendo como en el divisor los 
cuatro últimos guarismos, quedan reducidos el dividendo

j^=42—15014=—14972; que como no desaparece, y es

negativo, indica que cuando x=7, hay máximo, ó loquees 
¡o mismo (§§ 563 y 601 II. T. E.) mínimo negativo; sustituyen­
do 4997,6 por x en dicho segundo coeficiente diferencial, 
se nos convierte en +14971,6 ; que como no desaparece y es 
positivo, manifiesta, que cuando x es igual con 4997,6, el va­
lor de z ó de la equivocación es un mínimo, ó lo que es lo mis­
mo un máximo negativo f§§ 563 y 601 II T. E.J.

lie lodo esto resalla, que mientras los supuestos pasen de 
4997,6, ya por la regla general de ir calculando por los dos 
menores errores, podremos encontrar la verdadera raiz.

El valor 7 de x es justamente el termino real de las ral­
ees imaginarias (169 y 1 70 J del factor x*—14x+5>4=0, y 
este es el motivo de aparecer esas irregularidades. Por lo cual, 
cuando estas se presenten, se ha aconsejado, que se hagan su­
puestos distantes hasta encontrar dos errores de signos encon­
trados ; y luego proceder, siempre hallando la corrección al nú­
mero supuesto que dd el menor de los dos errores numéricos, en­
tre los dos errores de signos encontrados, procedentes de los dos 
números supuestos mas próximos entre si.

Esta regla podria muy bien servir esclusivamente, asi corno 
la de tomar por primeros dos supuestos el 1 y 10, que tam­
bién se calculan con facilidad; pero, en muchas ocasiones, se 
obtendrían los resultados con mas penalidad. Esta especie de 
irregularidad que se nota, es la circunstancia mas recomenda­
ble del método; pues esto indica, que en las inmediaciones de 
los valores que las producen, hay alguna particularidad que de­
be. llamar la atención ; de ellas liemos discutido y aclarado mu- 
chis , al ocuparnos en la segunda edición del espresado volúmen 
de nuestro Cálculo Diferencial é Integral, y son las que allí 
liemos espresado por valores estreñios, valores aislados ; y cuando 
se deben considerar el cero y el infinito como de tránsito donde 
mude la naturaleza de las cantidades; y de que no todo valor 
cero es un mínimo, ni todo valor infinito un máximo, asi co­
mo al tratar de los puntos de inflexión etc. etc.
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4 —1398518; y el divisor á —95126. Practicada la 
división, resulta 14,7 para la corrección; que, agrega­
da al ' 2, da 16,7.

Tomando este valor 16,7 por tercer número supuesto, da 
—271432464,2 559 de error; y como es menor que lodos, ha­
llare la corrección al 16,7. Para esto, multiplico dicho error 
por 16,7—2=14,7, y obtengo —3990792224,56173. Este pro­
ducto lo divido por la diferencia de los dos menores errores, que es 
—13717001410,7441- Suprimiendo en ambos cinco guarismos 
enteros, ademas de los decimales, quedan reducidos, el dividen­
do á —39907, y el divisor á —137170; y ejecutando la di­
visión, resulta 0,2'J parala corrección; que, añadida al 16,7 
da 16,99. , .

Ahora, en cualquier cálculo, que encontrásemos un valor de 
osla naturaleza, si la unidad a que se refiere, no era de una im­
portancia muy extraordinaria, deberíamos reputar la.parte deci­
mal poruña unidad; y en su consecuencia, tomaremos por .cuarto 
número supuesto el 17. Y como sustituido 17 por # en el 
primer miembro de dicha ecuación, se convierte en 0, resulta (1 70 e) 
que 17 es una de sus raices. Dividiendo el primer miembro 
déla (ec. 1 7 ) por x-—17, é igualando a cero el cociente, resul­
ta a:3—979#“—954529#-|-934483S91=0; y como las raices 
de eSla, las tenemos ya sacadas (197 Mr), pues es la (ec. 11 ), in­
ferimos que las cuatro raices de la (ec. 17) son # = 17, 
a=977, #=979 y #=—97 7.

Propongámonos por segundo ejemplo de ecuaciones de cuarto 
grado, la #4—14#3+52#»+28.#-l08=0 (18).

El supuesto #=1, da —4* de error.
El supuesto #=2, da +66 de error. Como estos-erro­

res tienen signos encontrados, inferimos que entre 1 y 2 hay 
al menos una raiz real. Y siendo el error del 1 menor que el 
del 2, se debe hallar la corrección al 1. Para esto, multiplico 
su error — 41 por —1; .lo que da +41: y dividiendo este 
producto por la diferencia de los dos errores , que es 
G6 41 = 107, se obtiene 0,3S para la corrección; que, agre­
gada al 1, da 1,38.

Tomando este valor 1,3 8 por tercer número supuesto; re­
sulta —3,4974<>864 de error; que, siendo negativo, indica, 
que entre 1,3 8. y 2 hay al menos una raiz real; y como el 
error del 1,38 es menor, debo hallar la corrección al 1,38. Para 
esto, multiplico su error —3,49746864 por 1,38—2=—0,62; y di­
vidiendo el producto 2,16§4495568 por la diferencia de los dos
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errores de signos contrarios, procedentes de los dos números mas
próximos entre sí, (pie es +66-----3,49746864=69,49746864,
resulta 0,035 para la corrección ; que, agregada al 1,38, da 1,415.

Tomando este valor 1,41 5 por citarlo número supuesto, re­
sulta +O,0S05272 70062 5 de. error-, y —0,000824 para 
la corrección; que, agregada al 1,415, da 1,414*76 que pode­
mos reputar en 1,414+ que ya conocemos (197 s) ser la raiz 
de 2. Dividiendo el primer miembro de la ( ec. 18) por 
x—1,4142, é igualando el cócienle á cero, resulta 
a;3—12,5858.ra+34,20116164.1-+76,36728279128S=0 (1S'), 

Para mayor sencillez, y sin perjudicar á la exactitud, podre­
mos suprimir los guarismos decimales, que siguen al cuarto, cu 
los dos últimos números; pero en el penúltimo añadiremos una 
unidad al cuarto guarismo; porque el siguiente es mayor que 5; y 
no lo liaremos al cuarto guarismo del último término, porque, aun­
que es 8 el que le sigue, como tiene el mismo signo que el término 
anterior, si* añadiésemos una unidad al cuarto, resultarían dos 
aproximaciones por csceso.

E11 este concepto, quedará reducida la ecuación á
x3— 1 2,5858^’‘-(-34,2012a:+76,3672=0 (ÍS")- 

Suponiendo ,-c= 1, resulta 9S,9S26 de error,
El supuesto .-c=2, da +102,4264 de error; y resulta —28,7 
para la corrección al 1; que, agregándosela, da —27,7.

Tomando este valor —27,7 por tercer número supuesto, re­
sulta —3 1786,947522 de error; el cual, siendo de. signó con­
trario al del supuesto 1, indica que entre 1 y—27,7 hayal 
menos una raiz real; y como el error del 1 es numéricamente 
menor que el del —27,7, se debe hallar la corrección al 1. Para
esto, se multiplica su error 98,9826 por 1-------27,7=28,7;
y dividiendo el producto 2S4<>,80062 por la diferencia de los 
dos errores de signos contrarios , procedentes de los dos números 
supuestos mas próximos entre sí, (pie es
-31786,947522—98,9826=— 31885,930122, resulta —0.0S9 
para la corrección al I ; que, agregándosela, da 0,91 1.

Tomando 0,911 por cuarto número supuesto , resulta 
97,7365315092 de error; que, siendo positivo, indica que en­
tre 0,91 1 y —27,7 liay al ménos una raiz real de la ecua­
ción ; y como el error del 0,911 es numéricamente menor que 
el del —27,7 se debe, hallar la corrección al 0,91 1. Paracs- 
to, se multiplica su error 9 7,7365315092 por
0,911-------27,7=28,611; y dividiendo el producto
2 796,340 105009721 2 por la diferencia de los dos errores de sig­
nos contrarios, procedentes de los dos números supuestos mas p'°'
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ximnj enlre sí, que es —3188:¡,312837092 , resolta —0 09 
parala corrección; que, agregada al 0,911, da 0,821. '

Tomando este valor 0,82 1 por quinto número supuesto, re­
sidía 90,4058397432 de error-, el cual, siendo de signo con­
trario al del supuesto —27,7, indica que entre 0,821 y —27 7 
liay al menos una raiz real; y como el error del- 0,821 es nu­
méricamente. menor que el del —2 7,7, se del.e hallar la correc­
ción al 0,821. Para esto, se multiplica su error 90,4058397432 
P°r_ 0,S2 I 27,7=+28,521 ; y dividiendo el producto 
+2749,58807743 por la diferencia de los dos errores de signos 
contrarios, procedentes de los dos números supuestos mas próxi­
mos entre sí, que es —3 1883,3533617;];32, se tiénc -0,096 
para la corrección; que, agregada al 0,82 1 , da 0,725. ’

Tomando 0,725 por sesto número supuesto, resulta 
94,92373090 de error ; el cual, siendo de signo contrario al del 
supuesto —27,7, indica que enlre 0,725 y —27,7 hayal 
menos una raiz real; y como el error del 0,7 25 es numérica­
mente menor que el del —27,7, se debe hallar la corrección al 
0,725. Para esto, se multiplica su error por
0,/35----- 27,7=28,425; y dividiendo el producto
2698,35784025 por la diferencia de los dos errores de signos 
contrarios, procedentes de los dos números supuestos mas próximos 
cutre si, que es -31881,8762 529, resulta -0,085 parala 
correccional 0,725; que, agregándosela, da 0,G4.

Aquí se observa que las correcciones se van aproximando al 
verdadero valor, porque los errores van disminuyendo ; pero lam­
inen se advierte que dichas correcciones son muy lentas; lo cual 
proviene de que el error del -2 7,7 tiene cinco guarismos y el 
del 0,725 tiene dos; por lo cual, en virtud del n.° S.° de la 
J fgla, pasaremos á hacer supuestos intermedios hasta lograr qiie 
los errores tengan un mismo número de guarismos. Esto lo pudi­
mos haber hecho desde luego; pero hemos querido continuar él 
método para que se conozcan mejor los diferentes medios de lle­
gar al mismo resultado.

Suponiendo *=-15 da -6533,4558 de error; supo- 
me.ndo_ ,r=-10 da -2523,6448 de error; suponiendo ,r=-5
da —534,1838 ; suponiendo x=—3 da 165,5086, ,r=__2
da —47,3784 ; y como ya tiene igual número de guarismos que 
el error producido por el supuesto 0,725, los combinaremos en.

y siendo menor el supuesto del -2, hallo á este la cor­
rección, multiplicando su error —47,37 84 por 
-2-0,72 5=—2,725; y dividiendo el producto +129,10614 
por la diferencia de los dos errores de signos contrarios que pro-
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dnjcron los dos números supuestos mas próximos entre sí, que es 
142,3071309 , resulta 0,9 para la corrección; que, agregada 
ti —2, da —1)1.

Tomando —1,1 por duodécimo número supuesto, resalla 
-}-22,186162 de error; que, siendo positivo, indica que entre 
_2 y __1,1 hay al menos tina raiz real de la ecuación; y co­
mo el error del —1,1 es numéricamente menor, hallo la correc­
ción al —1,1. Para esto, multiplico su error por
__1 i_____ 2 =__1,1+2 =+0,9 ; y dividiendo el produelo
19,967545S por la diferencia de los dos errores de signos con­
trarios , procedentes de los dos números mas próximos entre sí, 
que es -69,564562, resulta—0,2 para la corrección; que,
agregada aí —1,1, <*a —!|3.

Tomando —1,3 por decimotercero número supuesto, resul­
ta 8,44S63S de error; que, siendo positivo, indica que entre
__1,3 y __2 hay al menos úna raiz real; y como el error del
__1,3 es numéricamente menor, hallo la corrección al —1,3.
Para esto , multiplico su error por —1,3------ 2=— 1,3+2=0,7;
y dividiendo el producto 5,9140466 por la diferencia de los 
errores de signos contrarios, procedentes de los dos números mas* 
próximos entre sí, que es —55,82703, resulta —0,113 
para la corrección; que, agregada al —1,3, da —*>413-

Tomando —1,4-13 por décimo cuarto número supuesto, Ai 
+0,0914 de error-, que, siendo positivo, indica que entre
— 1,413 y __2 hay al menos una raiz real; y como el error
del __1,413 es numéricamente menor, hallo la corrección al
__1,413 , mul tiplicando su error por
__1,413-------2=—1,413+2=+0,587; y dividiendo el pro­
ducto 0,0536518 por la'diferencia de los dos errores de sig­
nos contrarios, procedentes de los dos números supuestos mas pró­
ximos entre sí, que es —4'i9654,í resulta —0,0012 para 
la corrección; que, agregada al —1,413, da —l»414®í ciiyo 
valor numérico siendo la raiz cuadrada negativa del 2, inferi­
mos que esta es otra raiz ue la (ec. 18).

Dividiendo ahora el primer miembro déla (cc. 18") for 
a.-+f,4142, 110 podemos ménos de admirar la exactitud del mé­
todo; pues resulta *’— I4.U+54 por cociente exacto, sin ni» 
equivocación en la resta que cuatro diez milésimas. Luego las raíces 
de la (ec. 18) son *=1,4142, y *=-1,414.2; y las otras 
dos son las de la (ec. 8 § 197 t ); y como 1,4142 es la rn« * 
2, resulta que la (ec. 18) tiene dos raices incpiimcnsurah.esy 
dos raices imaginarias.
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"Resolución de los ecuaciones de quinto grado.

197//. La primera ecuación de 5.° grado, á que aplicaremos 
nuestro método, es la siguiente:
xs—101 3.t4—920954vt3 + 966G54946.r3—320483 1 1 1 7 5.r.....

+ 270005844499=0 (19).
Con el fin de resolverla, supondremos x=í; y susliluyen- 

do este valor en su primer miembro, se convierte en 
2389S3260304, que será el error ó equivocación. Supongamos 
,t=2 ; y sustituido este valor en dicho primer miembro resulta 
909828458125 de error¡ y como es menor que el anterior, de­
bo hallar la corrección al 2. Para esto, multiplico su error 
209828458125 por la unidad positiva; lo que. da el mismo nú­
mero, y dividido por la dilercncin de los dos errores, que es 
29154808179, se. halla 7 para la corrección ; que , agregada 
al 2, resulta 9.

'lomando este valor 9 por tercer número supuesto, re­
sulta 5925264214O de. error ; y como es menor que lodos los 
anteriores, debo bailar la corrección al 9. Para esto, multipli­
co su error por la diferencia entre 9 y 2, que es 7, lo que 
da 4*476S494980 ; y dividido este producto por la diferencia 
de los dos menores errores, que es 1505758 I 59S5, resulta 2,7 
para la corrección; que, agregada al 9, da 11,7.

Como el guarismo decimal 7 es ya mayor que 5, tomaré 12 
por cuarto número supuesto, lo que da 23072257375 de 
error; y siendo menor que todos los anteriores, debemos ha llal­
la corrección al 12. Para determinarla, multiplico este error 
por 12—9=3; lo que da 692(67 72125; y dividido esto 
por la diferencia de los dos menores errores, que es 36 I 80384785, 
se tiene 1,9 para la corrección; que, agregada al i<s 
da 13,9.

lomando 14 por quinto número supuesto , resulta 
8288382 105 de. error; y 1 para la corrección al 14; que, 
agregándosela , da 1 5.

lomando este valor 15 por scslo número supuesto, da 
4*68996324 de error; y 1,3 para la corrección; que, agre­
gada al 15, da 16,3.

I ornando este valor 10,3 por séptimo número supuesto, da 
4:>0I4795 1,383 13 de error ; y 0,12 para la corrección; que, 
agregada al 16,3, se tiene 16,42.

lomando este valor 16,42 por octavo número supuesto, da 
Tomo I. 33
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369169751,436909^3* de error; y 0,18 para la corree-
clon- v agregándosela al 16,42, resulta 16,b.

Tomemos este, valor 16,G por noveno numero supuesto-,^ 
sustituido en el primer miembro de la m.sma ecuacon da 
+ 158935*92,90496 de error; y 0,2 para la concuño,,, 
i.iin agriada 1 G,6 * da 10,8.
1 Tomando 1 7 por cJédmo número supuesto, y sust.luycndo- 

,P el primer miembro de la (ec. 19), se convierte en 0; por 
lo tpiu en virtud de lo espuestO (170 e), resulta que 1- es ,,„a

dc 1^::i;::,í.rar t ¿X ^ ^ a, «.
ecuación primitiva ( .9), por —17; é , goal ando a cero el

:S;^7886^950nte84a:-1588622614J;TO(.n 

Y como esta es la (ec. 17), que. tenemos ya resuelta (1 •>' «’M
sus raiees son *=17, * = 977, * = 9tJ í ' '
resulta que la (ec. 19) tiene dos raíces .guales con 1 . ; dos ta ces 

- • e t»•" r una positiva y olía iu-iguales en valor n„meneo a 9p-1
cativa: y por último una raiz positiva igual con ...
e„,1, en virtud de lo espues.o ( 1 70 s), resulta que el primer „ae,„-
liro de la espresada (ec. 19), se podrá d^anuponn-e,^a<: mesdc]

(ec. 19); y quedarán plenisimamentc convcnc,dos de que nuest.a

l< Para 2.° ejemplo de ecuaciones de. 5° grado, ciegue la 

..l5 + ,t4+a.+ l=0 (29).
El supuesto *=1 da +4 *rror- .
El supuesto *=2 da +5. de error; y resulta^ -0,08

para la corrección al 1, que, agregándosela, da +0,J--
Tomando 0,9 por tercer número supuesto, resulta 3, I4&- 

de error; y _0,36- parala corrección; que, agregada al 0,1,

Toiinmdó 0,5 por ruarlo número supuesto, resulta 1
de error-, y -0,4 para la corrección; que, agregada al ,,

^ Tomando 0,1 por quinto número supuesto, resalla

1,1001 I de. error-, y -0,75 para la correccon; que, ag>'„

da al 0,1, da —0,65. resulta
Tomando -0,65 por seslo numero supuesto

0,4 12 127 de error; y -0,449 para la correccon, que, a„
cada al —0,65, da —1,009. i-frsnlU

Tomando -1,1 P>‘‘ séptimo numero supuesto,
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__41 «lu error, V +0,2 para la corrección ; que, agre­
gada al —1,1, da 0,9.

Tomando —0,9 por oclavo número supuesto, resulla 
0,10561 de error; y como es de signo contrario al error del
__Ij, indica que entre —0,9 y —1,1 hay al menos una raiz
nal; V siendo el error del —0,9 numéricamente, menor que el 

—1,1, se debe hallar la corrección al —0,9. Para eslo, 
se.multiplica su error por —0,9------1,1=—0,9 +1,1=0,2; y di­
vidiendo el producto 0,033122 por la diferencia de los dos er­
rores de signos contrarios procedentes de los dos números supues­
tos mas próximos entre si, que es —0,5 102 I, se tiene —0,0G 
para la corrección; que, agregada al —0,9, da —0,96.

Tomando —0,96 por noveno número supuesto , resulta 
0,0740232224 de error; y como es de signo contrario al er­
ror «leí —1,1, indica que entre —0,96 y —1,1 hay al me­
nos una raiz real; y siendo el error del —0,9 numéricamente 
menor que el del —1,1 se dehe hallar la corrección al —0,96. 
Para esto, se multiplica su error por
—0,96--------1,1 = —0,96 + 1,1=0,1 \ ; y dividiendo el producto
0,010363251 1 36 por la diferencia de los dos errores de signos 
contrarios procedentes de los dos números supuestos mas próximos 
entre, sí, que es —0/(38 I 23222se tiene —0,02, para la 
corrección; que, agregada al —0,96, resulta —0,98.

Tomando —l por décimo número supuesto , y sustituido 
en el primer miembro de la ecuación, resulta 0; por lo que — t 
es raiz de. la (ec. 20); y dividiendo su primer miembro por .r+ I, 
c igualando á cero el cociente, resulta ,r'+l=0; cuyas raíces 
podríamos deducir por nuestro método, según lo hicimos en la 
(ec. 7), que eran imaginarias, y también por lo manifestado 
(151); pues trasladando y estrayendo la raiz cuarta, resulta

•

Resolución de las ecuaciones numéricas superiores al quinto grado.

197 hh. Propongámonos la ecuación dtl séptimo gra­
do siguiente:

a7—Ó1 x6—5 8 7*5-t-4 i 777«4+ 0 873 3^—7105993a2....
^055689^-1-253887179=0 (21).

Pira aplicarle el método, supondremos v = i ; y 
sustituido esto valor en su primer miembro, resulta 
243855360 de error. Sustituido 2 por x en ci mis-

O
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mo primer miembro, da 220708125 de error. Y sien­
do este menor que el del 1 , debere' multiplicar el 
error procedente del supuesto 2 por la unidad positiva; 
lo que da por producto el mismo error 220708125. Es­
to lo dividiré por la diferencia entre los dos errores, que 
es 23147235, y obtengo 9 para la corrección; que, 
agregada al 2 , da 11.

Tomando 11 por tercer número supuesto, da —75202560 
de error; que siendo de signo contrario (* *) al del su­
puesto 2, indica que entre 2 y 11 hay al menos una 
-raiz real; y como el error del 11 es menor, hallo la cor­
rección al 11. Para esto, multiplico su error por 11—2=9; 
y dividiendo el producto —676823040 por la diferencia 
de los dos errores de signos contrarios, procedentes de 
los dos números supuestos mas próximos entre sí, que es

(O) E11 la edición anterior 110 advertimos que el signo ele este
error era contrario al del 2 ; y siendo menor que el error del i 
y del 1, continuamos hallando la corrección al 11 como siendo
su error el menor. Este procedimiento nos condujo á las mismas 
raicéis que ponemos en el texto; pero no se encontraron en el ulis- 
ino orden.

Así es, que. después del supuesto 11 , hicimos el 9; luego
los __8,2, y el —2.3, que nos resultó ser raíz'de la ecuación.

Dividido el primer miembro de la (ec. 21) por *+2 3 , resultó

*<’— 7 _\xs+11 15*4+16132*3-2 S2 313 *2-6 12794*.....
+1 1038573=0 (XXI').

E11 la cual, se hicieron los supuestos 1,2, 8,6, 7,6, 6,7 
y 7 resultando que 7 era otra raí/, de la ecuación.

Dividido el primer miembro de la (ec. XXI') por *—7 , ó 
igualado á cero el cociente, se obtuvo

*5_67*4+646*3+20654*a-l37 735,r-1576939=0 (XXI").

La cual, en virtud de los supuestos 1, 2, —22,4, iO,11-, 
10,1, 10,12, 10,14, 10,2, 12 y 13, nos dió, que 13 era 
una de sus raíces.

Dividido el primer miembro de la (ec. XXI") por x—le, 
é igualado á cero el cociente , resultó

.+—54a.-5— 5 6*»+1992 6*+ 1213 0 3=0 (XXI'").
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295910685, resulta —2 para la corrección; que, agre­
gada al 11, da 9.

Tomando 9 por cuarto número supuesto , resulta 
—67502984 de error; que, siendo negativo, indica que 
entre 2 j 9 hay al ménos una raiz real; y como el er­
ror del 9 es menor, hallo la corrección á dicho número, 
multiplicando su error por 9—2=7; y dividiendo el pro­
ducto —472520888 por la diferencia de los dos errores 
de signos contrarios, procedentes de los dos números su­
puestos mas próximos entre si, que es 2818211109, re­
sulta —1,9 para la corrección; que, agregada al 9, 
da 7,1.

Tomando 7 por quinto número supuesto, y sustitui­
do en el primer miembro de la ecuación, le reduce á o; 
por lo que infiero (170 e) que el 7 es una de las raíces 
de la (ec. 21).

La cual, por medio de los supuestos 1, 2, —G,—7, nos 
manifestó que —7 era raiz de la ecuación.

Dividido el primer miembro de la (ec. XXV" ) por x+7, é 
igualando á cero el cociente , obtuvimos

a-3—Gl.r’-f 3 7 la-f 17 329=0 (XXI'T).

Esta, en virtud de los supuestos 1, 2, —89, 10, 100, 
1000, —1, —10 , -100 , —lO/i, —1 1 , -13, nos da por 
raiz el —13.

Dividiendo el primer miembro de la ( ec. XXl,,r) por a+13, 
é igualando el cociente á cero, resulta

a.-’—74x+1333=0 (XXIV).

Laque, por medio de los sujmestos 1, 2, 19, 24, 29, 30,2 
y 31, da á conocer que. 31 es raiz suya.

Dividiendo el primer miembro de la (ec. XXI') por a—-31, 
é igualando á cero el eqcienle, se obtiene x—43=0, que da 
*=43 ; y resultan las mismas caires de la (ec. 2 1). Ademas, se 
advierte en los supuestos hechos, que se van acercando cada uno 
mas á una de. las ralees. Al principio suelen andar divagando 
los valores acercándose unos á una raiz y otros á otra; pero siem­
pre acerrándose á una de ellas mas que lodos los supuestos an­
teriores. Todo lo .cual es un comprobante mas de la fecundidad de 
este admirable y maravilloso método.
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197 íi. Dividiendo su primer miembro por .r—7, c igua­

lando á 0 el cociente, se llene
X(,-\4*5—895.»4+355 12a 5+3 3 7 307x3—4 7\f\ 844#....

— 362697)97=0 (21').
Para aplicarle, el método, supondré #=í , y sustituido este va­
lor en el primer miembro de la (ec. 21'), da —4*164.2560 (le 
error. Sustituyendo 2 por x en el primer miembro , resulta 
—44140729 de error; que , siendo mayor .numéricamente que 
el del 1, hallo la corrección al 1, multiplicando sti error por 
— 1 ; y dividiendo el producto +40642560 por la diferencia 
de los dos errores, que es —3498169, resulta —11 para 
la corrección ; que, agregada al +1 , da —10.

Tomando —10 pov tercer número supuesto, resulta 
+9410143 de error-, que siendo positivo , indica que entre 1 
y —10 hay al menos una raiz real de la ecuación; y como 
el error del —10 es numéricamente menor, hallo la corrección 
al —10, multiplicando su error por —10—1=—H ¡ y 
dividiendo el producto —94IOI43 por la diferencia de los dos 
errores de signos contrarios, procedentes de los dos números su­
puestos mas próximos entre si, que es —50052703, resul­
ta + 2, para la corrección ; que, agregada al —10, da —8.

Tomando —8 por cuarto número supuesto, resulta 
+ 5132515 de error ; que, siendo positivo , indica que entre 1 
y —8 hay al menos una raiz real de la ecuación ; y como el 
error del —8 es numéricamente menor, hallo la coreccion al 
•—S, multiplicando su error por —S — 1=—9 ; y dividiendo
el producto —45192635 por la diferencia de los dos errores de 
signos contrarios, procedentes de los dos números supuestos mas 
próximos entre si, que es —4577 507 5 , resulta +0,99 pa­
ra la corrección ; que , agregada al —S , da —7,01.

Tomando —7 por quinto número supuesto, resulta 0 de 
error-, por lo que inferimos que —7 es raiz de la (ec. 21 ) y 
también lo será de la (ec. 2 1 ).

197 jj. Dividiendo el primer miembro de la (cc. 21') por 
*+7 ; é. igualando á cero el cociente, se tiene 
*5—51.r4—538*5+3927 8*s+62361 *—51S 1 37 1=0 (2 !")■

Suponiendo #=1 , da —5080320 de error. Suponiendo 
*=2 resulta —4904625 de error; que, siendo numéricamen­
te menor que el del 1, hallo la corrección al 2 , multiplicando 
su error por 1, y dividiendo el producto 4^6)4625 por la di­
ferencia de los dos errores, que es —175665 , resulta +25.S, 
para la corrección.;' que, agregada al 2, da 2 7,8.

Tomando 28 por tercer número supuesto, da — 66491J

A'r.GEr.KA.
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de error; que, siendo negativo y menor numéricamente que 
todos, hallo la corrección al 28, multiplicando su error por 
28_2=2(>; V dividiendo el producto — 35488410 por la dife­
rencia de los dos menores errores, que es —43 39090, se tiene 
-J-3 para la corrección ; que, agregada al 2S , da 31.

Tomando 31 por cuarto número supuesto, resulta cero de 
error; por lo que inferimos que 31 es raiz de la ecuación ( 21") 
y también de. las (ecs. 21 y 21').

1 y7 II. Dividiendo el primer miembro de la (ec. 2 1") por 
x— 3 1 , é igualando á cero el cociente, resulta

.id—2ü.c3—1 15S;f’+3380*- +16714.1=0 (21"').
Para aplicarle el método, supondremos a = 1 ; lo que dá +1 (19344 
de error. Suponiendo ,r=2, se lime. +169125 de error-, que, 
siendo positivo y menor que el del 1 , hallo la corrección al 2. 
Para esto, multiplico su error por I , y dividiendo el producto 
169125 por la diferencia de los dos enoics, que es 219 , re­
sulta 751 piara la corrección; que, agregada el 2, da 753.

Tomando 7 51 pior tercer número supuesto, resulta 
3102941664OO de error; que, siendo positivo y mayor que to­
dos, indica, que nos hallamos en el caso del número 9.° de la 
regla.

Suponiendo .*=10, se tiene +7 5141; suponiendo ,r=100, 
da +68925141 : suponiendo .*=1000, resulta +8675S01 57 141 • 
y como iríamos obteniendo valores mayores y positivos de supo­
ner .*=10000, x= 10000U etc. pasaremos á los supuestos ne­
gativos.

Suponiendo ,r=—1, resulta +162524 ,'r error. Supo- 
niendo x=—10, se tiene. +77961 de error. Suponiendo 
a'=— ÍOO, da +II82.4914I de error. Y como suponiendo 
•*=—1000, x=—10000 etc. iríamos obteniendo errores ma­
yores y positivos, procederemos á sai ai' la ecuación derieada de 
la (ec. 21"') ; que, en virtud de lo espuesto (11.° de la regla) es 

4 .c3—60.cJ—2 3 1 (kc + 3 3 70=0 (21'" )'.
Aunque, por nuestro método, no liav necesidad de quitar el 

coeficiente al primer término, sin embargo, como aquí vemos que 
todos los coeficientes se pueden dividir por 4, lo haremos por la 
sencillez que de ello resulta; y la ecuación derieada, que debere­
mos resolver por nuestro método, será

x3—1 Sir*—579.C+84 5=0 (2 1'")".
Suponiendo en elia .r= 1, se tiene. + 2^2 de. error. El 

supuesto ;r=2, da —365 de error.
(lomo estos errores tienen signos diferentes, se infiere que al 

menos una raiz real se halla entre 1 y 2. Y como el error del 1
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es numéricamente menor, liallo la corrección al 1, y encuenlro 
ser 0,4; que, agregándosela, da 1+0,4=1,4-

Gimo aquí no se. necesita un valor demasiado exacto, nos bas­
ta el valor 1,4 para ver si sustituido en la (ec. 9 1"') (|a 
un error de diferente signo que los anteriores. Y sustituyendo 1,4 
por x en la (ec. 21'"), da +179552,2816 de error; «pie, 
siendo positivo como todos los demas, lio nos dice nada relativo á 
si entre estos supuestos se. llalla alguna miz.

Por esta causa , pasaremos á encontrar otra miz do la ecua­
ción derivada. Para lo cual, dividiremos (190) su primer niicin- 
Lro por x—1,4; é igualando á cero el cociente, nos resulta 

a:’— 13,G.i—598,04=0 (21'")'"
Para aplicarle el método, supondrémos x=l; lo que da 

—610,6-4 de error. El supuesto ¿r=2, da —621,24; y 
se obtiene —57 para la corrección al 1; que, agregándose­
la, da —56.

Tomando —56 por tercer número supuesto, se obtiene 
+ 3299,56 de error; y como es positivo y el error del 1 era ne­
gativo, se infiere que, entre 1 y —56 hay al menos una raiz 
real: y como el error de) 1 tiene, tres guarismos en enteros, y 
el de —56 tiene cuatro, liaremos como supuesto intermedio, 
x=— 20; y se obtiene +7 3,96 de error; el cual, siendo po­
sitivo, indica que entre 1 y —20 hay al menos una raiz 
real: y como el error del —20 tiene solo dos guarismos en en­
teros, y el del l tiene tres, haremos todavía como supuesto inter­
medio ,r=—18; lo que da —29,2-4 de error-, el cual siendo 
negativo indica que una raiz al ménos se halla entre —1 8 y —20; 
V como va los errores de. estos números supuestos tienen igual nú­
mero de. guarismos, hallaremos 1a corrección al —18, que rs 
el cpie da menor error. Para esto, se multiplica su error 
—29,24 por —18------2Q= —18+20=2; y dividiendo el pro­
ducto — 5S,'(8 por la diferencia de los dos errores de signos 
contrarios, procedentes de los dos números supuestos mas próxi­
mos entre sí, que es +73,96------29,24=7 3,96+29,24=103,?,
resulta —0,5 para la corrección; que, agregada al —181 
da —18,5

Gimo la corrección es tan pequeña y en los valores de las rai- 
ces de la ecuación derivada no se necesita una exactitud estremada, 
sustituiremos desde luego este valor — t S,5 en la (ec. 21"') 
y obtenemos —2S9.'|0,9375 de error; que, siendo negativo, V 
habiendo resultado positivos los demas, tenemos ya acorralada al 
ménos una «lelas raíces. Veamos ahora cual de los supuestos cal- 

- ciliados es el que mas se. aproxima al —18; y encontramos
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ser (*! supuesto —10, cuyo error es + 779G1; y como
es menor el del —18,5, harémos la corrección á rsle número. 
Para lo cual, multiplicaremos su error +7 7961 por
—18,5-----10=—18,5+10=—8,5. Y dividiendo el prodúclo
+362164,94"6 por la diferencia délos dos errores de signos 
contrarios, procedentes de los dos números supuestos mas próxi­
mos entre sí, que es 106907,9375, resulta +2,5 para la 
corrección ; que, agregada al —1S,5, da —18*5 + 2,5=—1 6.

Tomando —16 por tercer número supuesto respectó dé es­
ta combinación * resulta —95531 de error; que siendo negativo; 
indica que entre —10 y —16 hayal menos una raiz real; y 
conio el error del —16 es menor, hallo la corrección al —16. 
Para esto, multiplico su error —25531 por
— 16----10==—16+10=—6; y dividiendo el producto+1 53 1 86
por la diferencia de los dos errores de signos contrarios, proce­
dentes de lqs dos números supuestos mas próximos entre sí, que es 
+77961 -—25531=+77961+25531 = 103492 , resulta 1 pa­
ra la corrección; que, agregada al — 16, da —15.

Tomando —15 por cuarto número supuesto , respecto de 
esta combinación; se obtiene —1698^ de error-, que; siendo 
designo contrario al del —10, indica que al menos una raiz real 
se baila entre —10; y —15. Y como el error del—15 es menor, 
bailo la corrección al —15. Para esto , multiplico su error
—16984 por —15-----10=—15 + 10=—5. Y dividiendo el
producto +84920 por la diferencia de los dos errorres de sig­
nos contrarios, procedentes de los dos números supuestos mas pró­
ximos entre sí , que es
+77961-----16984=+77961 + 16984=94945 , resulta 0,98
para la corrección al —15 ; que, agregándosela, da 

—15+0,98=—14;02.
Tomando —14 por quinto número supuesto, respecto de. 

esta combinación, resulta —10311 de error ; el cual indica, que 
la raiz se halla entre —10 y —14; y como es menor el error 
del ----14, hallo la corrección á este número. Para esto , mul­
tiplico su error —10311 por -14—-10=—14+10=—4; j 
dividiendo el producto +51244 por la diferencia de los dos 
errores de signos contrarios , procedentes de los dos números su­
puestos mas próximos entre sí, que es
+ 77961------1031 1=+77961+1031 1=88272 , resulta 0;53
para la córcccion al —1 4 ¡ que , agregándosela, (la 
—14+0,53=—13,47.

Tomando --- 13 por sesto número supuesto respecto de
esta combinación , se obtiene cero de error ¡ por lo que inferimos 

Tono I. 34
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( i 70 r) que 1 3 es rail de la (ce. 21"') y también lo será de 
las (ecs. 21, 21' y 21").

tt) 1 ll II. Para encontrar las deinas, dividiremos el primer 
miembro de. la (ce. 21"') por *+13; y practicando la división 
(120)é igualando el cociente á cero, resulta

a;3_33x’— 729.x+1 2857=0 (21").
Para aplicarle el método , supondremos a;=l , lo que da 12096 
de error.

El supuesto .t=2 , da 11276; y se. llalla 7,6 paralaeor- 
reccion al 2; que , agregándosela, da 2 + 7,6=9,6.

Tomando 10 por tercer número supuesto, da 3267 de 
error; y 2,6 para la corrección al 10; que, agregándosela, 
da 12,6.

Tomando 13 por cuarto número supuesto, resulta 0 de 
error-, por lo que (170 e) el 13 es raiz de la ( ec. 21") ; y tam­
bién lo será de las (ecs. 21, 21', 21" y 2 l'").

197 mm. Para encontrarlas demas, dividiremos el primer 
miembro de la (ec. 21") por -r —13; é igualando á cero el
cociente , resulta ¿c’----?0.r---- 989=0 (21').
Para aplicarle el método, supongo x=i, lo que da —1008 
de error; el supuesto a’=2 , da —1025; y se halla —59 
para la corrección al 1 ; que, agregándosela , da —58.

Tomando ----58 por tercer número supuesto, da +3535;
que, siendo de signo contrario al del 1, indica , que entre I y
— 58 hay al ménos una raiz real ; y como el error del 1 es me­
nor, hallo la corrección al 1. Para esto, multiplico su error
— 100S por 1------- 58=1 + 58=59; y dividiendo el produc­
to —5947 2 por la diferencia de los dos errores de. signos con­
trarios, procedentes de los dos números supuestos mas próximos
entre sí, que es 3535 ------1008=4543 , resulta —13 para
la corrección al 1; que, agregándosela, da 1 —13=—12.

Tomando —12 por cuarto número supuesto, resulta —605 
de error; loque indica, queda raiz se llalla entre —12 y —58. 
Y como el error del — 12 es menor, se. halla la corrección al —12. 
Para esto, se multiplica su error por

— 12------ 58=—1 2 + 5S=+/f6 ;
y dividiendo el producto —2 7 830 por la diferencia délos dos 
errores de. signos contrarios, procedentes de los dos números su­
puestos mas próximos entre sí, que es
3535--------605=3535+605=4140; resulta —6,7 parala
correccional —12; que, agregándosela , da ----18,7.

Tomando —19 por quinlp número supuesto, da —3(8 
de error i lo que indica, que la raiz se halla entre —19 y —5?,
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y mulla —3 para la corrección al —19; que, agregándo­
sela, da —19---- 3 =—22.

Tomando —22 por seslo número supuesto, resnlla —65 
de error, y —0,7 para la corrección; que, agregada al —22, 
da -22,7.

Tomando — 23 por séptimo número supuesto, da 0 de er­
ror; por lo que inferimos que —23 es raíz de la (cc. 21v), 
y también lo será de las (ec. 2 1, 2 1', 2 1", 2 i'" y 2 l'v).

197 nn. Para encontrar la raiz que falta, dividiremos el pri­
mer miembro de la (cc. 21v) por .x+23 , ¿igualando á cero 
el cociente, resulta x—43=0 ; que da a:=43. Luego las 
raiccs de la (cc. 2 1) son 7, —7, 31, —13, +13, —23 y 43; 
que. son las mismas que se obtuvieron por el método de la edición 
anterior, aunque con diverso orden según aparece por la nota del 
§ 197 hh.

Pero, aun hay mas que admirar en este método. Si dividimos 
el primer miembro de la (cc. 21'")'" por .r+18,5 ¿igualamos 
el cociente á cero, se obtiene x — 32,1=0; que da a;=32,l, 
que es la tercera raiz de la ecuación derivada de la (ec. 21'"). 
Y si sustituimos este valor 3 2,1 , ó mas sencillamente el —32 en
el primer miembro de dicha (ec. 21'") da ---- 518175 de error-,
el cual siendo negativo, y el del ,r=100 resultando positivo, 
indica que entre 32 y 100 se llalla al ménos una raiz real que 
es la 43 ; y continuando el método, llegaríamos á determinarla 
también por este procedimiento; lo cual es un nuevo comproban­
te de la fecundidad del método.

197 00. Siendo nuestro objeto el que se presenten las mayo­
res dificultades para enseñar el modo de vencerlas, vamos á pro­
ponernos una ecuación, que formaremos ex-profeso aun mas com­
plicada ; y con el fin de que todo se vea con claridad , pondrémos 
de manifiesto su formación.

Tomemos primero el factor ,-r-----7, que da por raiz .r=7.
Elijamos para otra raiz en enteros ,r=S, y tendremos que el 
producto (x—7)(:c—8) igualado con cero, dará las dos raí­
ces reales y en enteros x—1 , y ;r=8. Si dicho producto lo 
multiplicamos por el factor x*—53 , que da las dos raíces 
*=+7,28 , x=—7,28 , y ademas lo multiplicamos petrel fac­
tor x’—61 que da por raiccs a:=7,Sl, X——7,81, ten­
dremos que el producto (x—7 )(.r—S)(.r’—53)(.r’—6 1), igua­
lado con cero, tendrá cuatro raices reales positivas, á saber:

,r=7; ,r=7,28; ,r=7,Sl; y ar=8 ;
que la diferencia de la mayor 8 á la menor 7 es 1 , y 
que las otras están comprendidas entre, dichos valores.
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Introduzcamos, ademas, el factor *"+59, cuyas raicesson

•c=7,68 1^/ —T, y «=-7,681v/—1 en TIC ,'1 coeficicr.lc 
real de la parte imaginaria se llalla también comprendido en­
tre 7 y 8. , , .

Para mayor grado de complicación, introduzcamos todavía 
el factor x’+C I, cuyas dos raíces son
a;=7,Sl/“ y .^-7,81/-!, en que el coeficiente del 
radical imaginario es precisamente igual á una de. las raíces in­
conmensurables. Por manera, que la ecuación, que resulte, con­
tendrá una raiz real y entera 7 ; otra raíz real y en enteros S; 
dos raicea reales, pero inconmensurables, que son ;,2S y .,81; 
que son cuatro, todas reales y positivas; y que se hallan tan pró­
ximas entre sí, que de. la menor á la mayor solo hay una unidad 
de diferencia. Ademas, dos raíces imaginarias positivas en que el

factor real que acompaña al y/-t en una, tiene, un valor 
intermedio entre los dos de las raíces reales, y otra tiene un va­
lor exactamente igual á otra de las raíces; pero también com­
prendido cutre las dos raices reales 7 y 8.

Para valores negativos contendrá dos raices reales pero incon- 
mensurables, á saber: .r=-7,2S, *=—7,81 ; cuya diferen­
cia es 0,53; y ademas, dos raices imaginarias,
una x= — 7,681 y/—1 , 7 otra x=—7,8i/— 1 , deh
misma forma que. las positivas.

Indicando el producto de todos estos tactores , será 
(,r—7 )(*— 8)(xa— 53 )( *’■—6 1 )0*-+59 )(*a+6l )=0; 

que, efectuando las operaciones, se tiene
xi o_ i 5 x9+6 2 x8—9 0.r7—-6 512 x6+10 2 7 2 0.i5—í 0 5 814a:4-

+334890*3+1038531 la*—174533505a:.....
+ 6515917 52=0 (22 ).

Para aplicarle el método, supongo x=i ; lo que. di 
487468800 de error; *=2, da 343120150 de error; y
como es menor que el anterior, hallo la corrección al 2, nm i 
pilcando su. error por 1 ; y dividiendo el producto 34 »1-01 0 
por la diferencia de los dos errores, que es 144 3 4 S G o0, re­
sulta 2 para la corrección; que, agregada al 2, da 4-

Tomando 4 por tercer número supuesto, da 1 12530o 
de. error; y 0,97 7 para la corrección; que, agregada al -|i 
da 4,977. n

Tomando 5 por cuarto número supuesto, da 43700o 
de error, y 0,65 para la corrección; que, agregada al ■'< 
da 5,65.
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Tomando 6 por quinto número supuesto, da +7 802 7 50 
de error; y 0,2 para la corrección; que, agregada al G, da 6,2.

Tornando 6,2 por seslo número supuesto, da 1037 550,1 ele. 
de error; y 0,03 para la corrección ; que, agregada al 6,2, 
da 6,23.

Tomando 6,2 3 por séptimo número supuesto, da 
+903351,4 etc. de error; y +0,539 para la corrección,• 
que, agregada al 6,23, da 6,769.

Tomando 7 por octavo número supuesto, da 0 de error,* 
por lo que inferimos ( 170 e) que 7 es raíz de la (ec. 22).

197 pp. Dividiendo el primer miembro de dicha (cc. 22) por 
;c—7 ; t: igualando á cero el cociente, se tiene

*9_8*8+6*7—iSa.-*—684M+H7 84 *4—22 3 2 6*3.....
+ 17S608.r2+l 1635567*—930S4536=0 (22').

Para aplicarle el método, supongo ar=l ; lo que da 
■—812448OO de error; *=2, da —68622002 de error; 
hallo la corrección al 2, multiplicando su error por 1; y divi­
diendo el produelo —68622002 por la diferencia délos dos 
errores, que (112) es —1262279 8, resulla 5,4 para la 
corrección; que, agregada al 2, da 7,4-

Tomando 7,4 por tercer número supuesto, da —23 8967,5 etc. 
deerror; hallo la corrección al 7,4, multiplicado su error por 
7,4—2=5,4 : Y dividiendo el producto —12904249,6 etc. 
por la diferencia de los dos menores errores , que es 
—68383034,4 etc., resulta 0,19 para la corrección; que, 
agregada al 7,4, da 7,59.

Tomando S por cuarto número supuesto, resulta 0 de 
error; por lo que inferimos que 8 es raiz de la mencionada 
(ec. 22' ), y también de la (ec. 22).

197 qq. Dividiendo el primer miembro de la (cc. 22'5 por 
X—8; é igualando á cero el cociente, se tiene

*®"+6.¿í-G848*4-22|?6*a+l 1635567=0 ( 22").
Para aplicarle el método, supongo *=1; lo que da 

II606400 de error;*=2,- da 1 143733 5 de error; hallo 
la correcion al 2, multiplicando.su error por 1; y dividiendo 
el producto 1 1437335 por la diferencia de los dos errores, 
que es 169165, resulta 67 para la corrección; que, agregada 
al 2, da 69.

Tomando 69 por tercer número supuesto, da 
51429O56.45O4OOO de. error; y como es mayor que todos, indi­
ca que nos hallamos en el caso del número 9,° de la regla. Por 
lo (pie, supongo *=10; lo que da +46922967 de. error; 
*=100, da 100053149.SS57 5567 de error ; y eomo supo-
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niendo ,r=100,0, *=10000, ar=100000 etc., iríamossj. 
cando valores positivos y mayores, inferimos que por valores po­
sitivos de *, no debemos esperar cambio de signo. Suponiendo 
*=—1, se tiene H6O64OO de error; *=—10, di 
46922967 de error; *=-100, da 100053149SS5755G7 
de error; y como van saliendo los mismos errores, que por los va- 
lores positivos de x, inferimos que tampoco por valores nega­
tivos de x podemos esperar cambio de signo ; luego si esta ecua­
ción tiene raices reales, estarán agrupadas en número par.

Por lo cual, hallaremos la ecuación derivada de la (ec 22); 
que, en virtud de lo espuesto ( 11.° de la regla) es 

8 *?+3 G*5—2 7 3 9 2 *3—44 6 5 2 *=0 (2 2 " )'.
Esla ecuación tiene por raiz *=0 ; y suprimiendo la r, 

se convierte en S*tí+36*4—27 392*2~44652=0 (21")".
Si suponemos x=0, en la (ec. 22"), sC obtiene por error 

el último término +1*635567, que siendo positivo, no lia; 
cambio de signo.

Como los coeficientes de la (ec. 22")" no se pueden dividir 
por S, aplicaremos el método á dicha ecuación conforme esti

Suponiendo *=1, se tiene —72000 dc. error; *=! 
da —1 53132 de error ; y como el del 1 es menor, hallo sn 
corrección, multiplicando su error por —1, y dividiendo el pro­
ducto + 7 2000 por la diferencia de los errores, que o 
—81132, resulta —0,8 para la corrección; que, agregada a 
1, da 0,2.

Tomando 0,2 por tercer número supuesto, da —43'4't 
etc. de error; bailo la corrección al 0,2 , multiplicando su erro 
por 0,2 — 1=—0,8; y dividiendo el producto 36596,09fa 
por la diferencia de los dos menores errores, que es — 26252,3&c 
resulta —1,3 pava la corrección; que, agregada al 0, 
da —1,1.

Tomando —1,1 por cuarto número supuesto, da 
—77729,4&c. de error ; hallo la corrección al 1, multiplican
do su error por 1----- 1,1=2,1; y dividiendo el produel
—1 51200 por la diferencia de los dos menores errores, que f 
—5675,4&tc., resulta +26,6 para la corrección; que, agre 
gada al 1, da 27,6.

Tomando 28 por ¡plinto número supuesto, da +476 104^361 
de error, que es ya positivo; y como el supuesto 2 se acerca mas 
28, y da un error negativo, inferimos que entre 2 y 28 hay al ine 
nos una raiz real; y observando que el error del 2 es muchísiro 
menor que el del 2S , haré un supuesto intermedio, cual es 
lo que da +5576148 de error ; que, siendo positivo, indica q'
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e
ñire 2 y 10 Iiay al minos una raiz real; y como el error 
'el 2 es mucho menor que el «leí 10, haré todavía otro su- 
uesto intermedio, como a:=6; lo queda —880860 de 
ror ; que, siendo negativo, indica que cutre 6 y 10 hay al 

líenos una raiz real de la ecuación; y como el error del 6 es 
henor, hallo la corrección al G, multiplicando su error por 
5—10=—4; y dividiendo el producto +3523240 por la di­
ferencia de los dos errores de signos contrarios, procedentes de los 
limeros supuestos mas próximos entre sí, que. es +GG6700S, 
eslilla 0,5.3 para la corrección; que, agregada al 6, da G 53.

Tomando 7 por sesto número supuesto , resulta 
-259232 de error; que, siendo negativo, indica que entre 7 
■ 10 hay al menos una raiz real de la ecuación; y como el er- 
F 1,1,1 7 es menor hallo la corrección á este número, multipli- 
Udo su error por 7—10=—3 ; y dividiendo el producto 
^877696 por la diferencia de los dos errores de. signos contra­
jos, procedentes de los dos números supuestos mas próximos en­
te sí, que es +583548, resulta 0,13 para la corrección; que, 
[regada al 7, da 7,13.

Tomando 7,13 por séptimo número supuesto , da 
1392870,542 de error; que siendo negativo indica que entre 
p 13 y 10 hay al menos una raiz real de la ecuación ; y como 
error del 7,13 es menor, hallo la corrección al 7,13, nil,l_ 

pilcando su error por 7,13-1 0=-2,S7 ; y dividiendo el pro- 
telo +1 127 545,692 76 por la diferencia de los errores desig- 
bscontrarios, proceden les de los dos números supuestos mas pró- 
Liios entre sí, que es 5969024,548, resulta +0,26 parala 
Irrcccion; que, agregada al 7,13, da 7,3G.

■ Tomando 7,4 por octavo número supuesto, resulla 
— 125321,467 de error; que siendo negativo, indica que entre 

y 10 hay al menos una raiz real de la ecuación; y como 
error del 7,4 es menor, hallo la corrección á él, raultiplican- 

• su error por 7,4—10=—2,6 ; y dividiendo el producto 
24345,8142 por la diferencia de los dos errores de signos 
'Icarios, procedentes de los dos números supuestos mas próximos 
Ge sí, que es 5701469,467, resulta 0,06 para la correc- 
"i ; que, agregada al 7,4, da 7,46 

Tomando 7,5 por noveno número supuesto, da 
113421,892 de error; que, siendo negativo, indica que en- 

<,a y 10 hay al menos una raiz real de la ecuación; y 
no el error del 7,5 es menor, hallo la corrección á este „ú- 

ero, multiplicando su error por 7,5—1 0=—2,5; y divi­
endo el producto +283553,73 por la diferencia’de los dos

4
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,™ra de ,iB». con,™», ptocedcñtea de lo,_d.. ntaeeo.
............pntrp si. (rae os 56895o-, s<mas*próx¡mos entre* q«e os 5689569,892 so U; 

ne 0,058 para la corrección; que, agregaba al /,5, da
Tomando 7,6 por décimo numero suPueS‘°’™"3 

— 1002 56,81 3 de error; y 0,065 jara la corrección , que,

^Tomando’V V^' mUncro supuesto, ro* 
85724,3 2 5 de error; y 0,04 ¡.ara la corrección; que, agrega-
daÍ97rr Como Yatorrccción es ya tan 1-T-na ,yonlnsn¡. 

eos de la ecuación derivada no l.ay lanía necesidad de hall 1» 
con una precisión estrena; pasaremos á sustituir«te«
(ec 22") con el objeto de ver s. nos da camino de signo, esto s 
(si oh.enelnos un valor negativo, puesto que todos los demas Han

resultado positivos. . *
Sustituyendo, pues, 7,74 P01 x 1 • , ...

Mee 22"), resulta -1 277 1 7,4 etc. de error; que, siendo , 
sativo , y habiendo obtenido por el supuesto *_10, «>' «
positivoVy espresado por +46922967, indica, que: entre V 
y 10 hay al menos una rair. real; y como el error del ',74 
Lnor, hallo la corrección 6 dicho ffl, mero, muU.plicando« 
error por 7,74-10=-2,26 ; y dividiendo el pioduclo 
+ 03871 1,4 etc. por la diferencia de los dos errores de signo, 
contrarios, procedentes de los dos números ^uestos maspeon-
mos entre sí, que es 4™50684,4, resulta 0,006 pa.a la
corrección; que, agregada al 7,'4. 11:1

Tomando 7,7 5 por tercer numero supuesto respecto 
ta combinación, se obtiene -87873,7 etc de error; q*.

real; y como el 7,/5 da el menoi , ___ ,
dicho número, multiplicando su error por 7,. 5 «
y dividiendo el producto +1977 15,9 etc. poi a , .
los dos errores de signos contrarios, proctden^s de los to ­
rneros supuestos mas próximos entre si; que es +470108+5
resulta 0,004 para la corrección; que, agvegada al

'Aquí observamos que esta corrección sale tan pequeña, pwj
el error del 10 es considerablemente mayor que el del
pues tiene el del 10 tres guarismos mas que el del , J”
lo cual, si queremos llegar al resultado con mas h.ev dad, 
rarémos los errores del 7,74 y del ,' j olisei'R
menos entre, sí; lo cual proporcionara otro caso mas de ° 
la fecundidad del método. Y como el error del ',75
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qneeldel V4! halló la corrección al 7,75, mnlt¡pilcando su 
error por 7,75—7,74=0,01 ; y dividiendo el producto 
—878,7 etc., por la diferencia de los dos menores errores, que 
es —39843,7 etc., resulta 0,02 para la corrección ¡ que, 
agregada al 7,7 5, da 7,7 7.

Tomando 7,7 7 por cuarto número supuesto, da —56983,4 etc. 
ile error; y como es menor que lodos, hallo la corrección al 
7,77, multiplicando su error por 7,77—7,75=0,02 ; y divi­
diendo el producto —1 139,6 etc. por la diferencia de los dos 
menores errores, que ( I. t I 2) es —30890,2 etc., resulta 0,03 7 
para la corrección; que, agregada al 7,77, da 7,807; que co­
mo por una parte, la corrección es ya tan pequeña, y por otra po­
demos suprimir (96) las siete milésimas , poniendo 1 en el lugar 
de los centésimas, resulta, que podemos tomar por raiz suficien­
temente aproximada el 7,81.

197 rr rr. La ( (ec. 22")" § I 97 qq.) tiene patencias pares 
do x en lodos sus términos; por consiguiente, dehe dar los mis­
inos errores para los valores positivos de x que para los negativos 
de igual valor numérico ; por lo cual debemos inferir, que también 
os raiz de la misma ecuación el valor x=— 7,74. Pero aun hay 
mas; la (ec. 22") tiene, todos los esponentes de grado par; por con­
siguiente , dará el mismo error para los valores positivos de x, 
que para los correspondientes negativos. Luego, pues hemos visto 
que .z—7,81 osuna raiz de dicha (ec. 22"), debemos inferir,
que también es raiz de la misma ecuación , el valor x—__ 7 81
Luego si dividimos el primer miembro de dicha (ec. 22"), por el 
producto (x—7,81 )(..r+ 7,81 )=aA-60,996 I , que podemos to­
mar (96) por x‘—61 , resulta, que, dividiendo el primer 
mimbro de dicha (ec. 22") por xa— 6 I , c igualando á cero el 
'Oriente, se tiene x6+(i7x4—2761a:2— I 90747=0 (22"').
'ara aplicarle el método, supongamos ar=l, lo que dá -—193440 
le error. Suponiendo x-—2, se obtiene —200557 de error ; y 

mo este es mayor, debo bailar la corrección al 1. Para lo cual 
multiplico su error por —1; y dividiendo el producto +I93440 
l*°r la diferencia de los dos errores, que. es —7117, resulta 
—27 para la corrección; que, agregada al 1, da __ 26.

Tomando —26 por tercer número supuesto, da + 3354 18815
le error; que, siendo ya positivo, indica que entre 1 y __26 hay
d menos una raiz real; y siendo considcrabilísimamenle menor él 
11 01' del 1 , pues tiene solo seis guarismos cuando el del —26 tie­

ne llueve guarismos, liaremos un supuesto intermedio, por ejeni- 
, ,x~ 10 i loque da +1203 153 de error, que siendo

'sitivo, indica que entre +1 y —10 hay al menos una raiz 
Tomo I. 35

do
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real de la ecuación j y como el error del 1 es menor, liallo la
correccional 1, multiplicando su error por i-------10=11- y
dividiendo el producto —2127840 por la diferencia de los er­
rores de. signos contrarios, procedentes de los dos números su­
puestos mas próximos entre sí, que es +1396593, resulta 
—1,5 para la corrección; que, agregada al 1 , da —0,5.

Tomando —0,5 por tercer número supuesto, da 
— 191432,04 ele. de error ; bailo la corrección al —0,5, mul­
tiplicando su error por —0,5-----10=9,5 ; y dividiendo el pro­
ducto — 1S1S604,4- etc. por la diferencia de los errores de sig­
nos contrarios, procedentes de los dos números supuestos mas 
próximos entre sí, que es + 1394585,04etc., resulta —1,3 pa­
ra la corrección; que, agregada al —0,5, da —1,8.

Tomando —2 por cuarto número supuesto, da —200557 
de error; hallo la corrección al —2 , multiplicando su error por
—2-------10=8; y dividiendo el producto —1604456 por la
diferencia de los errores de signos contrarios, procedentes de los 
dos números supuestos mas próximos entre sí, que es +1403710, 
resulta —1 para la corrección ; que, agregada al —2, da —3.

Tomando —3 por quinto número supuesto, da —209800 
de. error; hallo la corrección al —3 , multiplicando su error
por —3-----10=+7; y dividiendo el producto —1479120,
por la diferencia de. los errores de signos contrarios,procedentes 
de los dos números supuestos mas próximos entre sí, que es 
+ 1413.043, resulta —1 para la corrección; que , agregada al
—3, da —4-

Tomando —4 por sesto número supuesto, da —213675 de 
error; hallo la corrección al —\, multiplicando su error por 
—4-------10=+6; y dividiendo el producto —1282050 pol­
la diferencia de los errores de. signos contrarios, procedentes de 
los dos números supuestos mas próximos entre sí, que es 1416828, 
resulta —0,9 para la corrección ; que, agregada al —4, da —4,9.

Tomando —5 por séptimo número supuesto, da —202272 
de error; hallo la corrección al —5, multiplicando su error por
—5-----10=+5 ; y dividiendo el producto —101 1360 porla
diferencia de los errores de signos contrarios, procedentes de los 
dos números supuestos mas próximos entre sí, que es +1405425, 
resulta —0,7 para la corrección ; que, agregada al —5,dá—5,7.

Tomando —6 por octano número supuesto, da —155C55 
de. error; hallo la corrección al — 6, multiplicando su error por
—6-----10=+i; y dividiendo el producto —622620, porla
diferencia de los errores de signos contrarios, procedentes de los 
dos números supuestos mas próximos entre sí, que es +1358808,
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resulta —0,4 para la corrección; que, agregada al — 6, da —6,4.

'lomando —6,4 por noveno número supuesto, da
— 122800,7 etc. de error; hallo la corrección al —6,4, multi­
plicando su error por —6,4— — 10=3,6; y dividiendoel pro­
ducto —442082,6 etc. por la diferencia de los errores de signos 
contrarios, procedentes de los dos números mas próximos entre 
sí, que es +1325953,7 ele., resulta —0,3 para la corrección; 
que, agregada al —6,4, da —6,7.

Tomando —7 por décimo número supuesto, da —58520 
de error; hallo la corrección al —7, multiplicando su error 
por —7------- 10=+3; y dividiendo el producto ■—175560 pol­
la diferencia de los errores de signos contrarios, procedentes de 
los dos números supuestos mas próximos entre sí, que es +1261673, 
resulta —0,13 para la corrección; que, agregada al —7, da —7,13.

Tomando —7,13 por undécimo número supuesto, da 
—28462,1 etc. de error-, hallo la corrección al —7,13, multi­
plicando su error por —7,13-------10=2,87; y dividiendo el
producto —83686,3 etc. por la diferencia dolos errores de sig­
nos contrarios, procedentes de. los dos números supuestos mas 
próximos entre sí, «pie es +1231615,1 etc., resulta —0,067 
para la corrección ; que , agregada al —7,13, da —7,197.

Tomando —7,2 por duodécimo número supuesto, da 
—1-4508,3 etc. de. error; y como es el menor, hallo su correc­
ción , multiplicando su error por —7,2------ 10=+2,8; y di­
vidiendo el producto —40623,3 etc. por la diferencia de los 
errores de signos contrarios, procedentes de los dos números su­
puestos mas próximos entre, sí, que es +12 17661,3 etc., re­
sulta —0,03 para la corrección; que, agregada al —7,2, da 
—7,23.

Tomando —7,23 por décimo tercero número supuesto, «la 
—6864,5 etc. de error; hallo su corrección, multiplicando su 
error por —7,23----- 10=2,77 ; y dividiendo el producto
— 1801-4,7 etc. por la diferencia de los errores de signos contra­
rios, procedentes «le los dos números supuestos mas próximos en­
tre si, que es +1210012,5 etc., resulta —0,01 para la 
corrección; que, agregada al —7,23, da —7,24-

Tomando —7,24 l10r décimo cuarto número supuesto, «la 
—661S, 5 etc. de. error; y como es menor, hallo su corrección, 
multiplicando su error por —7,24------- 10=+2,76; y divi­
diendo el producto —18267,07 etc. por la diferencia de los 
errores de signos contrarios, procedentes de los dos números su­
puestos mas próximos entre sí, que. es +1 20977 1,5 etc., resulta 
—0,01 para la corrección; que, agregada al —7,24, da—7,25.

o
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Tomando —7,5 por décimo quinto número supuesto, da 

+ 5722,7 ele. de error ; que, siendo positivo, y negativo el del 
—7,24, indica que entre —7,24 y —7,3 hay al menos una 
raiz real; y como el error del —7,3 es menor, hallo la-correc­
ción al —7,3, multiplicando su error por
_7(3____7,24=—0,06; y dividiendo el producto —343,3 etc.
por la diferencia de los errores de signos contrarios, procedentes de 
los dos números supuestos nías próximos cutre sí , que 11 
__12341,2 etc , resulta 0,02 para la corrección; que, agre­
gada al —7,3, da —7,28.

Tomando —7,28 por décimo sesto número supuesto, da 
—332,1 etc. de error ; que, siendo negativo, y habiendo resul­
tado positivo el del —7,3, indica, que entre —7,28 y <>3 
hay al menos una raiz real; y como el error del —7,2 8 es me­
nor, hallo su corrección , multiplicando su error por
—7,28_____7,3=+0,02; y dividiendo el producto —6,6.4 etc.
por la diferencia de los dos errores de signos contrarios , proce­
dentes de los dos números supuestos mas próximos entre sí, que. es 
+6054,9 etc., resulta —0,001 para la corrección; que, 
agregada al —7,28, da —7,281.

Tomando __7,2 81 por décimo séptimo número supuesto,
da 1354,7. etc. de error-, que, siendo positivo, y negativo el 
del —7,28, indica , que entre —7,28 y —7,281 hay al me­
nos una raiz real; hallo la corrección al —7,28, multiplicando
su error por —7,28------- 7,2S1 = + 0,001 ; y dividiendo el
producto —0,332 etc. por la diferencia de los errores de sig­
nos contrarios, procedentes de los dos números supuestos mas pró­
ximos entre sí, que es + 1686,9 etc., resulta —0,0001 pa­
ra la corrección; que, agregada al —7,28, da —7,2801; 
que suprimiendo la diczmilésirna, lomaremos —7,2 8 por rail 
de la (ec. 2 2'").

I97.s.s‘. Y como también lo será , por ser pares todas las po­
tencias de dicha (ec. 22"'), otra raiz a:= + 7,28, resulta que 
la (ec. 22'") será divisible por
(.r+7,28)X(.c—7,28)=.ra—52,9984, que reputaremos (96) en 
.x-a—53. Dividiendo el primer miembro de la (ec. 22"') por 
.■ca—53, é igualando á cero el cociente, resulta 

a*+120+,+3 599=0 ( 22'v).
Era nuestra intención aplicarle el método, y habíamos prin­

cipiado á hacerlo, para que. se corroborase aun mas todavía sus 
ventajas; pero lo suspendimos, piara hacer ver que solo con l>¡al 
la vista en la forma de esta ecuación, nos convencemos de que to­
das sus raiccs son imaginarias. En efecto, los dos términos en qut
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so halla la x, son positivos y con tienen potencias de x con es- 
ponente par, y romo toda potencia de espolíente par, es siempre 
positiva ( I 2 8...I °), resulta que los tres términos del primer miem­
bro de la (ce. 22'1') son positivos; y como la suma de un conjun­
to cualquiera de números positivos jamas puede ser cero, como 
exige la ecuación, resulta que esta es impos'hle en valores reales 
déla incógnita x. Luego la (ec. 22) no tiene mas raicea reales, 
que las seis siguientes .x=7; a:=7,2S; .r = 7,SI; ¿r = 8; 
a=—7,28; y .r=— 7,81. Las otras cuatro resultan imagi­
narias; el hallar su lorma no trae ventaja en esta clase de cuestio­
nes, pero si alguno desease despejar X en dicha (ec. 2 2''), lo 
conseguirá en virtud de lo espuesto (§ 2 541- T. E.); y hallará

x=±j/—603=Z 3000 — 3 599 =|/-6U±/T........

=±[/-60±:l •

que todos sus valores son imaginarios. Por otra parte si efec­
tuamos el producto de los dos Tactores .r’+SO , .x’+G I, que
entraron en la composición de la (ec. 2 2), resulta en efecto el 
primer miembro de la (ec. 22,r).

Después de halladas las seis raíces reales de la (ec. 22 ), que 
tuvimos por objeto el formarla en términos que. presentase el gran 
número de dificultades que entonces pudimos concebir, ya no debe 
quedar la mas mínima duda en que este nuevo método no tiene es- 
ce/icion alguna; y que, cualesquiera que sean las ecuaciones, el 
método siempre suministra todas las raices reales, que puedan 
contener; por lo que deberíamos terminar aquí nuestras investi­
gaciones. Mas, tanto con el objcto'de presentar algunos mas ejem­
plos, como para perpetuar la época en queme acabé de convencer 
pleuísimamentc de la verdad de cuanto acabo de asegurar, resolví 
en la edición anterior tres ecuaciones, á saber -, una del grado 1 1, 
porque el 11 de abril de 183 8 fue cuando se halló el resultado del 
(§ 197 r r) que ya decidió para siempre de la generalidad del 
método; otra del grado 19 para fijar el siglo en que esto-lo hemos 
hecho; y la otra del grado 35 para fijar el año del siglo en que 
nos hallábamos entonces.

197 tt. Para la del grado 11, elegiremos la 
an-20.r10—22.x9-t-2920.x-8-24452.r7-)-7S456.x<í—66S74.X5...

—121192x4+1333 15o-3+30428o-a+17 57 60.x-......
+227136=0 (23). .

El supuesto 0=1, da 435456 de error-, .r=2, da 
+387000 de error-, y como este es menor, hallo la corrección
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al 2, multiplicando su error por 1 ; y dividiendo el producto 
287000 por la diferencia de los errores,'que. es 14S45G, re­
sulta 1,9, para la corrección ; que, agregada al 2, da 3,9.

Tomando 4 I’01' tercer número supuesto, da 0 de error; 
por lo que inferimos que 4 cs ra'z de 1° (cc- 23).

Para encontrar ¡as demas, divido el primer miembro de la 
(ec. 23) por x—4t ó igualando á cero el cociente, resulta
a:IO-16*9- S 6. t8 4- 2 5 7 6 *7- 14148.r<S+ 21S64* ‘+20 5 8 2a*...

— 3 8864.x-3—22141.ra— 58*36*—56784=0 ( 23').
Para aplicarle el método, supongo *=1, lo queda 

— 1 75 153 de error; x—2, da —148502 de error; hallóla 
correccional 2, multiplicando su error por 1, y dividiendo el pro­
ducto -148502 por la diferencia de los dos errores, que es -26G51, 
resulta 5 para la corrección; que, agregada al 2, da 7.

Tomando 7 por tercer número supuesto, da 0 de error¡ 
por lo que 7 es raiz de la (ec. 23'), y también de la (ec. 23).

Para encontrar las demas, divido el primer miembro de la 
(ec. 23') por ,r—7; é. igualando á 0 el cociente, se tiene

n-9_9a;8-149.r7-f 1 5 3 3 *8—341 7*¿—2 0 5 5*4-f 619 7 *3...
+451 5.ta+94G4a;+S 112=0 (23").

Para aplicarle el método, supongo *=1 ; lo que da 24193 
de error; *=2, da 71276 de error; hallo la corrección al I, 
multiplicando su error por —1 ; y dividiendo el producto 
—2'(192 por la diferencia de los dos errores, que cs 4'084i 
resulta —0,5 para la corrección ; que, agregada al 1, da -4-0,5.

Tomando 0,5 por tercer número supuesto, da 14348,5 etc. 
de error; que. siendo positivo y menor que lodos, bailo la correc­
ción al 0,5, multiplicando su error 14-348,5 por 
0,5—1 = —0,5 ; y dividiendo el producto —7174,25, por la 
diferencia de los dos menores errores, que es 
24192—14348,5=9743,5, resulta —0,7 para la corrección; 
que, agregada al 0,5, da —0,2.

Tomando —0,2 por cuarto número supuesto, da 
-4-6347,03 etc. de error; hallo la corrección al —0,2, multi­
plicando su error por —0,2—0,5=—0,7 ; y dividiendo el pro­
ducto —4442,9 etc. por la diferencia de los dos menores erro­
res, que es 4-8001,4 etc.., resulta —0,5 para la corrección; 
que, agregada al —0,2, da —0,7.

Tomando —1 por quinto número supuesto, da 0 de error; 
por lo que. el —1 cs raiz déla (ec. 23"), y también de las 
(ccs. 2 3' y 2 3).

Para encontrar las demas, divido el primer miembro de b 
(ec. 23") por a-J-l ; é igualando á cero el cociente, resulta
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r8—10.x7_l 3 9x6+ 1672 x5—5 O 89*4+3 O 3$ «3+316 3 a:3.........

+ I352.C+8 112=0 (23'").
Para aplicarle el método, supongo .r=l ; lo que da 9302 

ic error; x=9, da 6300 de error; hallóla corrección al 
multiplicando su error por 1; y dividiendo el producto 

5300, por la diferencia de los dos errores, que es 3092, re­
mita 9 para la corrección ; que , agregada al 2, da

Tomando 4 por tercer número supuesto, da 0 de error; 
ir lo que inferimos que 4 es raiz de la (ec. 23"'), y también 
■ las (ees. 23", 23' y 23).

Para encontrar las demas, divido el primer miembro de la 
ec. 23'") por x—c. igualando á cero el cociente, se tiene 

x7—C,x6— 163.X-5+ | 020.i-4_ 1009a3— 1002.x2....
—845.-c—2028=0 (23'').

Para aplicarle el rnétódó , supongo *—1, y obtengo —5032 
e error; ,-r=2, da —1 4940 de error; hallo la corrección 
1 2, multiplicando su error por 1; y dividiendo el producto 

por la diferencia de. los dos errores, que es 92, rcsul- 
i —53 para la corrección ; que , agregada al 2, da —51.

Tomando —51 por tercer número supuesto, da 
84481 '|602884 de error; y como es mayor numéricamente 

me lodos, y tiene el mismo signo, indica que nos hallarnos en el 
so del número 9.° de la regla. Por lo que supongo ,r=l(), lo 

urda —3219678 de error; *=100, da +2470980893472 
e error; que, siendo ya de signo contrario al del 10, indica «pie 
ntre 10 y 100 hay al menos una raiz real; y como el error 
el 100 es numéricamente muy grande respecto del del 10,de-

liaccr algún supuesto intermedio, por ejemplo, *=50; lo 
[ue da +5424836 I 7972 de error; que, siendo de signo con- 
■ario al del 10, indica que entre 10 y 50 hay al menos una 
aiz real ¡ y teniendo el error del 50 cinco guarismos masque 
Idcl 10, haré otro supuesto interniedio, por ejemplo .1—20; lo 
l,u‘ da +383480322 de error; y como todavía es bastante 
ayor, supondré *=15; lo que da +29985472 de error; 

I"1', siendo de signo contrario al del 10, indica que entre el 
0 V el 15 hay al menos una raiz real; y como el error del 10 

s menor, hallo la corrección al 11), multiplicando su error por 
0-15=—5; y dividiendo el producto +110983900 por la 
ilercncia de los errores de signos contrarios, procedentes de los 
os números supuestos mas próximos entre sí, que es 

>2205150, resulta 3 para la corrección; que, agregada al 10,

lomando 13 por tercer número supuesto, respecto de esta
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combinación, resulta 0 de error; por lo que 1 8 es una (lo laj 
ralees de la (ce. 23,v), y por consiguiente de laj 
(ec*. 23"', 2:¡", 23', y 23).

Para encontrar las demás , divido el primer miembro de li 
(ec. 23'v) por *—13; é igualando á cero el cociente, resulta 

x6+'x¿-----72*4+-84-V3+83*a+77*+ 1 56=0 ( 23v).
Para aplicarle el método , supongo *=I, y obtengo 336 

de error; *=2, da 4 5 0 de error; y como es menor el del 
1, hallo su corrección, multiplicando su error por 1 ; y di­
vidiendo el producto —336 por la diferencia de los dos mo­
res, que. es 11 i, resulta —2 para la corrección; que, agrega­

da al 1, da —1.
Tomando —1 por tercer número supuesto , da 0 de er­

ror; por consiguiente, el —1 es raiz de la (ec. 23' ), y tam­
bién de las ( ecs. 23", 23"', 23", 23' y 23).

Para encontrar las (lemas, divido el primer miembro (Ir ll 
(ec.-23v) por x------- l==*+l ; é igualando á cero el cocien­

te, se tiene
.x5+6*4_j8*3+l,62*a—79*+156=0 ( 23v').

Para aplicarle, el método, supongo *=1, y obtengo +16/ 
de error; *=2 , da 7 82 de error; y siendo menor el del I, 
hallo su corrección, multiplicando su error por 1; y
dividiendo el producto —167 , por la diferencia de los (loser­
rores, que. (» +-I41, resulta —1,2 para la corrección; que,
agregada al 1 , da —0,2.

Tomando —0,2 por tercer número supuesto, da 1 / 8,9ele. 
de error ; y como es mayor que el del 1, bailóla corrección í 
e.slc, multiplicando su error por I ——0,2=1,2; y dividiendo 
el producto 200, \ por la diferencia de los dos menores errores, 
que es [1,9 ele., resulta 17 para la corrección ; que, agrega­

da al I, da 1S.
Tomando 18 por ruarlo número supuesto, da 268011)0 

de error; y como es mayor ([lie todos, indica que nos hallamosr» 
el caso del número 9.° de la regla. Por lo que supongo *=10, 
lo queda 97566 de. error;-, suponiendo .-r=l00, da 
10523612256 de error; y como obtendríamos igualmente valo­
res positivos y mayores, suponiendo *=1000, *=10000 etc.
resulta que para valores positivos de *, no debemos esperar cam­
bio designo; por lo que procedo á los supuestos negativos. Supo­
niendo *=.—l, ‘la 4¡'0 de error; suponiendo *=’_l'1' 
se tiene 551-46 d>■ error; *=—100, produce —9320371211 
de error; que, siendo ya negativo, indica que entre —1° J 
__100 hay ol menos una raiz real; y como el error >
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4 00 es numéricamente mtiíh, mi, mayor que el <1.1 __lti c,_

amos Autorizados para recelar, «pie la rai/. real que buscamos ha 
e estar mucho mas Cerca del —10 , que del —100 ; por lo
nal liaremos como supuesto intermedio el a:=__50, que da
-S64B40894 de error; y como todavía es numéricamente mu­
llo mayor, supondré aun a:=-20; lo que da —1 549464 de 
ñor: que, por la misma razón , supongo ¿r=—I 5 ; lo que da
-154884 de. error, que ya podré combinar con el del __io-
como el del —10 es numéricamente menor, hallo su correr- 

ion, multiplicando su error por — 10------15=5. Y dividirn­
os producto +2759 30 por la diferencia de los errores de 
’nnos contrarios , procedentes de los dos números supuestos mas 
niximos entre sí, que es —210030, resulta —1 para la 
irreccion ; que, agregada al —10, da —11.

Tomando =11 por tercer número supuesto, respecto dees- 
combinación , resulta 51240 de error; que, siendo de signo

mlrario al del -—15, infiero que. entre —11 y __15 i,av
ménos una raiz real; y como el error del —11 , Cs numérica-

icnte menor que el del —15, hallo la corrección al __II.
Wa esto, multiplico su error por —I 1------1 5=4; y dividien-

el producto 206960 por la diferencia de ios errores de sig- 
s contrarios, procedentes de los dos números supuestos mas 

róximos entre sí, que es —206124, resulta —1 para la cor- 
"ttiou; que, agregada al —11, da —12.

lomando —12 por cuarto número supuesto, da +348O2 
error; que, siendo positivo , indica que entre —12 y —15 

iy al menos una raiz real; y como el error del —1 2 es numé- 
-nmenle menor, hallo su corrección , multiplicando su error

'■ —19------ 15=3 ; y dividiendo el producto +IO44O6 por
diferencia de los errores de signos contrarios, procedentes de. 

dos números supuestos mas próximos entre sí , que es ■ 
89636 , resulta —0,55 para la corrección; que, agregada al 

12, da —12,55.
domando —13 por quinto número supuesto, da^+l de error:

!r lo T'e inferimos que —13 es raiz de la (ec. 23”') y Inm- 
h délas (ecs. 23”, 23'”, 25'", 23", 23' y 23). 

l'ara encontrar las demás, divido el primer miembro de. la
• por x------!3=.r+13, c igualando á cero el cocien-
se tiene ce4—7a.-3+13.c3—7a;+12=0 (23”").
l'ara aplicarle el método , supongo .r=l ; loque da +19 
eiror; ,r=2 da +10 de error; y como este es menor, 
o la corrección al 2, multiplicando su error por I ; y di- 
irndo el producto +10 por la diferencia de los dos errores, 
Tomo {, ' 36
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que es 2, resalta 5 para la corrección; que, agregada al 2, da;.

Tomando 7 por tercer número supuesto, da 506 de errar¡ 
y como es mayor que todos, indica que. nos hallamos en el ínuns. 
ro 9.° de la regla ; por lo que supongo ,r=10 , lo que da 431» 
de error; .-r=100 , da 93129312 de error; y como de supo­
ner ,t=1 000 , *=10000 etc. resultarían valores mayores y 
positivos, inferimos que para valores positivos de x no hay<|ut 
esperar cambio de signo. Por lo que, pasaremos á los negativos. 
Suponiendo x——1, se l i ene 39 de error-, x=—10 da 1 8381 
de error; ,r=—100, da 107070712 de error; x=—10011, 
da 1007013070012 de error; y como suponiendo x=—1(1000 
etc., obtendríamos valores positivos y mayores, resulta que tam­
poco debemos esperar cambio de signo para valores negativos Je 
x; por lo cual debemos apelar al recurso de hallar la ecuación 
derivada de la (ec.231"), que, en virtud de lo espuesto (11.° Je 
la regla) es 4*3-.21 a.-a+26.T—7=0 (23”")'.

197 uu. Puesto que sus términos no se pueden dividir por 
4, la resolveremos conforme está , ya que nuestro método tiene 
la escalente prerogaliva de no importar el que el primer término 
de la ecuación tenga coeficiente.

Suponiendo *=1 , se tiene 2 de error; el supuesto ,r=3, 
da —7 de error; que, siendo negativo, indica que entre 1 y 2 
liay al menos una raiz real. Y como el error del 1 es numérica­
mente menor, hallo su corrección, multiplicando su error por —1; 
y dividiendo el producto —2 por la diferencia de los dos errores 
que es 9, resulta 0,2 para la corrección ; que, agregada al I, 
da 1,2.

Tomando 1,2 por tercer número supuesto, da +0,S73 
de. error; que , siendo de signo contrario al del 2, indica, que 
entre 1,2 y 2 hay al menos una raiz real; y como el error dél
1.2 es numéricamente menor, hallo la corrección al 1,2, mul­
tiplicando su error por 1,2—2=—0,8; y dividiendo el pro­
ducto —0,697 6 por la diferencia de los errores de signoscon- 
trarios, procedentes de. los dos números supuestos mas próximos en­
tre sí, que es —7,872, resulta 0,09 para la corrección; que, 
agregada al 1,2, da 1,29.

Tomando 1,3 por cuarto número supuesto, da -f0,098 
de error; que, siendo de signo contrario al del 2 , indica que en­
tre 1,3 y 2 hay al menos una raiz real; y como el error tld
1.3 es numéricamente menor que el del 2, hallo la corrección 
al 1,3, multiplicando su error por 1,3—2=—0,7; y divi­
diendo el producto —0,0686 por la diferencia de los errorfi 
de signos contrarios, procedentes de los dos números supuestos mas
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próximos mire sí, qne es —7,098, resulta 0,009 para 
a corrección ; que, agregada al 1,3, da 1,309.

Como ya la corrección se halla en el tercer lugar, podemos 
ornar este número 1,309 por raiz de la (ec. 23'"/.

Para continuar, se nos ofrecen dos diferentes rumbos. 1.° Sus- 
.ilnir este valor hallado de la ecuación derivada (23'"/ en la 
(ce. 23'") para ver si da cambio de signo y continuar aplicando el 

eludo á ella. 2.° Continuar encontrando todas las raíces de 
( ec. 23'"/, que es la derivada, y hacer las sustituciones 

de lodas sus raíces en la ecuación de que es derivada, para ver las 
mudanzas de signo que dan, y continuar hasta resolver la (cc. 2 3'") 
enteramente. Y aun esto 2.° lo podremos hacer de dos modos, ó 
quitando el coeficiente al primer término ó dejándolo como está. 
Lo haremos de todas maneras para que quede bien comprobado lo 
asombroso del método; y á fin de que se puedan comparar los 
unos procedimientos con los otros para que en cada caso que ocúr­
rase prefiera el mas ventajoso.

Emprzarémos suponiendo ¿c=l,309 en la (cc. 2 3'" ); lo que 
da 10,0722422427 de error; que siendo positivo, como los 
demas, que ha dado dicha ecuación, nada nos dice.

197 vv. Para encontrar las otras raices de la ecuación deri­
vada, debemos ante todas cosas dividir por 4 el primer miem­
bro de la (ec. 23'"/ ; lo que la reduce á

,r5-—5,25.r’+6,5.r—1,7 5=0 ( 23'" )".
Y dividiendo el primer miembro de esta por a:—1,3, 

primiendo lo demas por su pequenez, resulta
.t"-3,95.r+1,365=0 (23'")'".

Para aplicarle el método, supondré x= I ; lo que 
-1,585 de error ; zc=2, da -2,535 de.error; y como
este es mayor, hallo la corrección al 1, multiplicando su error 
por —1; y dividiendo el producto 1,585 por la diferencia 
de los errores, que es -0,970, resulta —1,6 para la correc­
ción; que, agregada al 1, da —0,6.

Tomando -0,6 por tercer número supuesto, da +4,095
de error ; que, siendo positivo, indica que entre 0,6 y 1, hay
al menos una raiz real; y como el error del 1 es menor, hallo 
su corrección, multiplicando su error por 1 ■ 0,6=1,6, y
dividiendo el producto —2,5360 por la diferencia de los er­
rores de signos contrarios, procedentes de los dos números supues­
tos mas próximos entre si, que es +5,670, resulta —0,4 po­
ra la corrección; que, agregada al 1, da 0,6.

Tomando 0,6 por cuarto número supuesto, da 0,6q5 
de error ; que, siendo negativo, indica que entre 0,6 y —0,6

su­

da
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hay al minos una raía real. Y como el error del 0,6 es menor,
hallo su corrección, multiplicando su error por 0,6----- 0,6= I •)'.
y dividiendo el producto -0,7740 por la diferencia do lose’,"’ 
rores de signos contrarios, procedentes de los dos números supues­
tos mas próximos entre sí, <¡ue es + 6,215, resulta -0,1 pa. 
ra la Corrección; que, agregada al 0,6, da 0,5.

Tomando 0,5 por i/uinto número supuesto, da __0,360
de error; que, siendo negativo, indica que entre 0,5 y _o,(J
hay al menos una raiz real; y como el error del 0,5 es menor
hallo'su corrección, multiplicando su error por 0,5----- 0,6=1,ij
y dividiendo el producto -0,3960 por la diferencia de los er­
rores de signos contrarios, procedentes de los dos números supues­
tos mas próximos entre sí, que es +6,030, resulta — 0,06 
para la corrección; que, agregada al 0,5 da 0,44.

Tomando 0,44 por Sesto número supuesto, da —0,1794 <1« 
error ; que, siendo negativo, indica que entre 0,44 Y —0,6 hay 
al menos una raiz real; y como el error del 0,4.4 <‘s numérica­
mente menor, hallo su corrección multiplicando su error pos 
0,44——0,6=1,04; y dividiendo el producto —0,1(86576 
por la diferencia de los errores de signos contrarios, procedentes 
de los dos números supuestos mas próximos entre sí, que es 5,8494, 
resulta —0,03 para I3 cori'eccjou; que, agregada al 0,44, 
da 0, 4.1.

Tomando 0,4 por séptimo número supuesto, da —0,055
de error; que, siendo negativo, indica que eulre 0,4 y __0,6
hay al menos una raiz real; y como el error del 0,4 es menor,
hallo su corrección, multiplicando su error por 0,4___ 0,6=1’
y dividiendo el producto -0,055 por la diferencia de los er­
rores de signos contrarios, procedentes de los dos números supues­
tos mas próximos entre sí, qüe es 5,725, resulta —0,009 
para la corrección; que, agregada al 0,4, da 0,391 ; que 

como sale ya la corrección en el tercer lugar, podremos tomar por 
raíz .suficientemente aproximada el valor 0,391.

19/ .ex. Para encontrar la otra raiz de la ecuación derivado, 
divido el primer miembro déla (ec. 23’")'" por x—0,391; é 
igualando á cero el cociente, se. llene x—3,559=0; que, tras­
ladando , da x=3,559.

Sustituyendo en la (ec. 23'"), en vez de x el valor 0,391, 
que es la segunda raíz de la derivada, que hemos encontrado, re- 
-u ta +-10,8:> etc. de errar ; que siendo positivo, como los de­
mas , nada nos dice con relación á nuestro objeto.

Sustituyendo en dicha (ec. 23'") en vez de x, el valor 
’ ’ <lll,‘ ls (‘* i'1 O-rcera raiz de la enlacian derivada, que
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humos encontrado, resulta —3,309 do error; como oslu error 
fS negativo y el del supuesto 2, faé +10 que es positivo, in­
ferimos, que entre 2 y 3,559 hay al menos una raiz real.

Ahora bien, el supuesto x—1 nos dio +506, - que es po­
sitivo; y como el error del 3,559 es negativo, indica también 
que entre 3,559 y 7 hay también al menos una raiz real.

197//. Para encontrar la raiz de la (ec. 23T") que se halla 
entre 2, y 3,559, combinaré los dos supuestos 2 y 3,559; 
y como el error del 3,559 es menor, hallo á él la corrección, y 
obtengo —0,28 para la corrección; que, agregada al 3,559, 
da 3,279.

Tomando 3,2 8 por tercer número supuesto, respecto de. es­
ta combinación, da —2,37 etc. de error, y —0,24 para la 
corrección; que, agregada al 3,28, da 3,04-

Tomando 3 por cuarto número supuesto, da 0 de error; 
por lo que inferimos, que 3 es raiz de la (ec. 23'"); y por con­
siguiente de las (ecs. Z3?', 2 3',.. 23' y 23).

Para encontrar la raiz que nos falla, que es la que debe ha­
llarse entre 3,559 y 7, observaremos que el 3,559 da el 
menor error; por lo que bailo su corrección , que es +0,02; la 
cual, agregada al 3,559, da 3,579.

Tomando 3,6 por tercer número supuesto , respecto de es­
ta combinación, da — 3,3504 de error; y 0,02 paca la cor­
rección; (pie, agregada al 3,6, da 3,62.

Aquí observamos que las correcciones son tan pequeñas, por­
que el error del 7, tiene tres guarismos enteros, y los otros solo 
timen uno; por lo que se nos presentan dos caminos para encon­
trar el resultado con mayor brevedad; y son el hacer un supuesto 
intermedio , como a:=5, y el combinar los supuestos 3,559 y 
3,6; y para que bajo todos aspectos salgamos airosos, lo liaremos 
pur ambos métodos.

Suponiendo a:=5, da 62 de error; que, siendo positivo, 
indica que entre 3,6 y 5 hay al ménos una raiz real; y como 
el error del 3,6 es menor, hallo su corrección, multiplicando 
su error por 3,6—5=—1,4; y dividiendo el producto +4,9056 
I>or la diferencia de. los errores de signos contrarios, procedentes 
de los dos números supuestos mas próximos entre sí, que es 
65,3504, resulta 0,07 parala corrección; que, agregada al 
3,6, «la 3,67.

Tomando 3,7 por tercer número supuesto, respecto de es­
ta combinación^ da —2,8849 de error; que, siendo negativo, 
indica que entre 3,7 y 5 hay al ménos una raiz real; y como 
el error del 3,7 es menor, bailo su corrección, multiplicando su
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error por 3,7—5= —1,3; y dividiendo el produelo +3,75037 
por la diferencia de los errores de signos conlraiios , procedentes 
de los dos mi meros supuestos mas próximos entre sí, que es 63,88 
resulta 0,05 para la corrección ; que, agregada al 3,7, da 3,75, 

lomando 3,8 por cuarto número supuesto, da —2,4004 
de error; que, siendo negativo, indica que entre 3,8 y 5 hay 
al menos una raíz real; y como el error del 3,8 es menor, ha­
llo su corrección, multiplicando su error por 3,8—5=—1,2; y 
dividiendo el producto +2,88048 por la diferencia de los er­
rores de. signos contrarios, procedentes délos dos números supues­
tos mas próximos entre sí, que es 64,4004, resulta 0,04 pa- 
ra la corrección; que, agregada al 3,S, da 3,84.

lomando 3,8.4 por quinto número supuesto, da —2,126etc. 
de error; que siendo negativo, indica, que entre 3,84 y 5 hay 
al menos una raiz real; y como el error del 3,84 es menor, ha­
llo su corrección, multiplicando su error por 3,84—5——1,16; y 
dividiendo el producto +2,566 etc., poK la diferencia de los 
errores de signos contrarios, procedentes de los dos números su­
puestos mas próximos entre sí, que. es 64,126 etc., resul­
ta 0,04 para la corrección; que, agregada al 3,84, da 3,88.

Tomando 4 por sesto número supuesto, da 0 de error-, por 
lo que 4 es raiz de la (cc. 23'”) ; y también de las 
(ecs. 23v', 23v,.,23' y 23).

Vamos ahora á encontrar esta misma raiz, combinando los 
supuestos 3,6 y 3,559. El' 3,6 nos dió -3,3504 de error; 
el 3,559 nos lia dado —3,369 etc. de error; es menor nu­
méricamente el del 3,6; por lo que hallo la corrección á este, y 
resulta 0,7 para la corrección ; que, agregada al 3,6, da 4,3; 
que tomando 4 P°r tercer número supuesto respecto de esta 
combinación , resulta ser raiz de la (ec. 23'”).

Dividiendo el primer miembro de la (ec. 2 3'"), por el pro­
ducto (.-c—3)(¿c—4)=a;>—7x+12; é igualando á cero el co­
ciente, se obtiene. .r°+l=0; que, en virtud de lo espuesto 
(197 t), no tiene, raiz ninguna real ; y cuyas dos raíces imagina­

rias son x=+\/—l, y x=—/ ^7 .

Resulta, pues, que las once raiccs de la (cc. 23) son at=4; 
.r=7; *.=■—1; x=¡[¡ x=l3; x=—i¡ a:=—13; a:=3;
a.-=4; ar=+l/~, y *=— /-I.

Donde vemos, que liay tres raices iguales con 4 ; dos iguales 
con —1; tres raices positivas desiguales entre sí, que son los 
números 7, 13 y 3; ademas, una raiz negativa •—13, y la*
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dos raices imaginarias a=+y/— 1 , x=—/— 1 ; l101' 1° <l"rt
el primer miembro de. la (ec. 23) equivale al producto siguiente:

(a—4)>(.<:+ l)’(a-7)(a-l3)(a—3)(a+l 3 )(.r-/^T)....

x(.r+y/— I) ; y en efecto, haciendo las espresadas multiplicacio­
nes, reduciendo y ordenando, se obtiene el espresado primer 
miembro de la (ec. 23). La cual queda completísima y muy sa- 
tisfaloriamente resuelta por nuestro método.

197 zz. Elejirémos por ecuación del grado 19, la
a19— 1 3 a18— 16a17+ i 0 Sa16+75 1 a3—9 7 6 3 a2— 12016a......

+ 156208=0 (24).
Para aplicarle el método , supongo a=l, lo que da 

135368 de error; a=2, da 8807916 de error; y resul­
ta •—0,01 para la corrección; que, agregada al 1, da 0,99.

Tomando 0,9 por tercer número supuesto, da 13 8066,9 ele. 
At errar; y resulta 5 para la corrección; que, agregada al 1, 
da 6.

Tomando 6 por cuarto número supuesto, da 
-385156382 1488IO de error ; que, siendo negativo, indica 
que entre 2 y 6 hay al menos una raiz real; y como este error 
tiene mas del doble número de guarismos que el del 2, bago co­
mo supuesto intermedio a=3 ; lo que da +41 13813000 
de error ; que, siendo posilivp , indica, que entre 3 y 6 hay al 
menos una raiz real; y como el error del 6 tiene cinco guaris­
mos mas que. el del 3, haré como supuesto intermedio a=5; 
lo cpie da —1 38S297 2 18992 de error; que, siendo negativo, 
indica que entre 3 y 5 hay al menos una raiz; y como el er­
ror del 5 tiene tres guarismos mas que el del 3, hago otro 
supuesto intermedio, cual es a=4; y como sustituyendo \ pora 
en el primer miembro de la (ec. 24), le reduce á 0, se infiere 
que 4 es raiz de la mencionada (ec. 24).

Para encontrar las demas raices, divido el primer miembro 
de la (ec. 24) por a—4 ; é igualando á cero el cociente, se tiene

a1 S-Qa17—52a16+7 51 a2—67 59a— 39052=0 (2/, ’).

Para aplicarle el método, supongo a=l, lo que da —43120 
de error; a=2 da —4374962 de error; y como este es 
mayor, hallo la corrección al 1; y resulta —0,01; que, agre­
gada al I, da 0,99.

Tomando 0,9 por tercer número supuesto, da —44537,6 etc. 
de error, y —7 para la corrección; que, agregada al 0,9, da 
—6,1.
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Tomando — 6 por cuarta nú nitro supuesto da 
+94895767184O590 de error; que, siendo de signo contrarío 
al del 0,9, índica que entre 0,9 y —6 hay al menos nna 
raiz real. Y como el error del —6 es enormemente mayor míe 
el del 0,9, tomaré por supuesto intermedio x=—3; y ob­
tengo — 788759573 de error-, que. siendo negativo, indica que 
entre —3 y —6 hay al menos una raiz real; y como el error 
del —6 tiene todavía muchos guarismos mas que el del —3 
hago otro supuesto intermedio, cual es ,-c=—-5 ; lo qne da 
+9639562044768 de error; que, siendo positivo, indica que 
entre —3 y —5, hay al menos una raiz real; y como el error 
del —5 es considerablemente mayor que el del — 3 , hago 
otro supuesto intermedio, cuales ,r=—4; y como sustituyen- 
— \ por x en el primer miembro de la (ee. 24')« se reduce a 
cero el espresado primer miembro , resulta que —4 es raiz de 
la (ec. 24') ; y también de la (ec. 24).

Para encontrar las demas, divido el primer miembro déla 
(cc. 24') por ,r+4; é igualando á cero el cociente, se tiene 

.rI7—l3.cl6+751.r—9763=0 ( 24").
Para aplicarle el método,-supongo ,t=1 , lo que da — 902^ 

de error-, .r=2, da —729057 de error; y resulta —0,01 
pera la corrección; que, agregada al 1, da 0,99.

Tomando 0,9 por tercer número supuesto, da —9089,3 etc. 
de error; y 13 parala corrección ; que, agregada al 1, da 14.

Tomando 14 por cuarto número supuesto, da 
+ 2267951ÜS402041 2 I 36 de error¡ qne, siendo positivo,cuan­
do el del 2 era negativo , indica que entre 2 y 14 hay al me­
nos una raiz real ; y como el error del 14 es enormemente ma­
yor que el del 2 , haré otro supuesto intermedio , cual es x=6; 
lo que da —19747769257449 de error; que , siendo negativo, 
índica que. entre 6 y 14 lia y al menos una raiz real; y como 
el error del 14 es todavía muy grande en comparación del del 
6, tomo para otro supuesto intermedio .r=10; lo que da 
—30000000000002253 de error-, que , siendo negativo, indica 
que entre 10 y 14 hay al ménos una raiz real; y como el er­
ror del 14 es todavía mucho mayor que el del 10, pues el de 
este tiene dos guarismos ménos, haré otro supuesto intermedio, 
cuales .r= 1 2 , lo que da —2 218623106743747 741 de er­
ror; que, siendo negativo, indica, que entre 12 y 14 hayal 
ménos una raiz real; y como tiene un misino número de guaris­
mos, y el error del 12 es menor, hallo su corrección, multi­
plicando su error por 12 — 14=—2; y dividiendo el producto 
+4437646213486495482 por la diferencia de los errores de
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signos contrarios, -procedentes de. los dos números supuestos mas 
próximos entre sí, que es +44865 74 190764I59S77, resulta 
0,98 para la corrección; que, agregada al 12, da 12,98.

Tomando 13 por octavo número supuesto, resulta 0 de 
error; por lo que. 13 es raiz de la (cc. 24") y por consiguien­
te de las (ecs. 24' y 24).

Para encontrar las demas, divido el primer miembro de la 
(ec. 2-4") por x—13; é igualando á 0 el cociente, resulta 
a.IÚ+751=0; que, en virtud de lo espuesto ( 197 Sí), todas sus 
raíces son imaginarias; luego la (ec. 24) solo tiene tres raiccs 
reales que son m=4, x=—4> y m=l3.

197 aaa. En virtud de lo es presado ( 197 ss ) nos propon­
dremos para última ecuación la siguiente:

3.-35— 7^34+4 #33—o 8.r32+829.r3—5803a;2+33 16a:....
—232 12=0 (25).

Para aplicarle el método, supongo ar=l; lo que da __24900
de error; a:=2, da —171808725006 de error; y resulta 
—0,0000001 para la corrección; que, agregada al 1 da 
+0,9999999.

Tomando 0,9 por tercer número supuesto, da —2-4324,6 etc. 
de error; y resulta —4 para la corrección; que, agregada al 
0,9, da —3,1.

Tomando —3 por cuarto número supuesto, da 
—241892427 150843700 de error ; y como es numéricamen­
te mayor que todos, indica que nos hallamos en el caso del nú­
mero 9.° de la regla; por lo que pasarémos á suponer a:—lo- lo 
queda +31200000000000000000000-000000259648 de ’er- 
ror! q«e, siendo positivo, y el del 2 negativo, indica que entre 2 

10 hay al ménos una raiz real; y como el error del 10 es 
sumamente mayor que el del 2, hago como supuesto intermedio 
*=5, loque da —1390438314192381647 704328 de er~ 
nr; que, siendo negativo, indica que entre 5 y 10 hay al me­

nos una raiz real ; y como el error del 5 tiene diez guarismos 
nuúios que el del 10, hago otro supuesto intermedio, cual es 
c=6;loqucda —2253 S367 152303870761 82290910; q„P 
leudo negativo, indica que entre 6 y 10 hay al ménos una 
"aiz "al; y como el error del 10 tiene 7 guarismos mas 

que el del 6, hago otro supuesto intermedio .r=8; lo que da 
+5185128420762072868479993479180 de error; que, sien - 

positivo, indica que entre 6 y 8 hay al ménos una raiz real; 
y como el error del 8 tiene tres guarismos mas que el del 6, to- 
"10 por supuesto intermedio .r=7 ; y como sustituyendo 7 en 
Tcz,le x, cnla (ec. 2 5), el primer miembro se convierte en 

Toao I. 37
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O , inferimos que 7 es raiz de la espresnda ecuación.
Para encontrar las otras, divido el primer miembro de dicha 

(ec. 25)- por x—7; é. igualando á cero el cociente, se tiene 
.r34+4.r32+82'J.r2+3 3 16=0 (2 5').

La cual teniendo todos sus espolíenles pares, y siendo positivos 
todos sus términos, en virtud de lo esjmeslo ( 1 70 s. .4 °), resulta 
que no puede tener ninguna raiz real ; y por lo mismo, todas ellas 
son imaginarias.

Al terminar esta materia por abora, debo manifestar que 
todas las epilaciones, que hemos puesto, se resolvieron en un prin­
cipio por el recomendabilísimo joven D. Agustín Pascual y los 
discípulos de las Escuelas Normales, D. Hermenegildo Gutierre:, 
I). Joaquín Pavía, i). Nicanor de la Fuente, y 13. Domingo So­
ler ; pues yo apenas pude hacer mas que preparar las ecuacio­
nes, indicar lo que se halda de hacer en cada caso particular, 
y redactar después los resultados. Y aunque para manifestar el en­
lace de. esta doctrina , con los demás tratados de las Matemáticas, 
hemos hablado de coeficientes diferenciales ó ecuaciones derivadas, 
y de máximos y mínimos; sin embargo, las personas que lian 
hallado las raiceé, ignoraban entonces estas sublimes teorías; y 
para popularizar este método de hallar todas las raíces reales 
de las ecuaciones numéricas, y ponerlo á los alcances de las gran­
des masas, tengo ya publicado mi Complemento de la Aritmética 
de Niños, en que se espolie este método á los elcances de toda clase 
de personas sin mas conocimientos preliminares; que los conteni­
dos en la mencionada Aritmética de Niños; la esperiencia tiene 
acreditado que los Niños de las Escuelas pueden encontrar con el 
auxilio del espresado Complemento cuantas raíces reales tengan las 
ecuaciones numéricas que les puedan ocurrir; pues que los discípu­
los de las Escuelas Normales han resuelto todas lasque insertamos 
en el apéndice que está al fin del tomo 2.° de esta edición del pre­
sente Compendio : que todas ellas son inaccesibles á cuántos proce­
dimientos han suministrado hasta el dia las Matemáticas inclusos 
los que proporciona el Cálculo Infinitesimal.

De las progresiones aritméticas y geométricas.

198 Se llama progresión aritmética, una serie 6 conti­
nuación de términos, tales que cada uno lleva al que 1¡ 
precede ó sigue un mismo esceso tí diferencia; cuando
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lleva al que le precede, la progresión se llama creciente; 
y cuando lleva al que le sigue, decreciente.

Se llama razón ó diferencia lo que se debe añadir (ó 
quitar) á un término para que se convierta en el que 
le sigue; aquí se tratará solo de las crecientes, pues sus 
propiedades son las mismas mudando el signo á la dife­
rencia. Para escribir una progresión aritmética, se pone 
una proporción continua (175), y se continúa como aquí 
se ve -í-2.5.8.11.14.17.20.23 etc. Donde el signo in­
dica que cada término medio se ha de repetir.

Si al primer término le llamamos ay d á la razón, 
la espresion

-7-a.a+d.a-t-2d.a-*-2d.a-t-4d.a-t-5d....a-h(n—i)d=u (A) 
será una progresión aritmética general.

De la definición de la progresión aritmética resulta, 
que el segundo término es igual al primero mas la razorr, 
que el tercero es igual al segundo mas la razón; pero 
como el segundo es igual al primero mas la razón, el ter­
cero será igual al primero mas dos veces la razorr, el cuar­
to se compondrá del tercero mas la razón, ó del primero 
mas tres veces la razón-, y en general un término cual­
quiera se compondrá del primero, mas tantas veces la ra­
zón como términos hay antes de él: que es lo que espresa 
la fórmula (A), en que u es el término que se busca, 
n el lugar que ocupa en la progresión, a el primero, y 
d la diferencia ó razón.

Con dicha fórmula (A) se puede hallar un térmi­
no cualquiera en conociendo el primero y la razón. Así, si 
eu la progresión anterior se quiere el término séptimo, 
será a = z, d = 3, «=7, y se tendrá

térm?7.°—2-h(7_i)x3=2-4-6x3=2-h 8=20.
199 De la formación de la progresión se deducen va­

nas consecuencias.
1? Cuatro términos consecutivos, tomados donde se 

quiera , forman proporción discreta.
Así, 5.8:11.14.

2? Tres términos consecutivos la forman continua.
Así, -r-5.8.11.

3- Dos términos consecutivos forman proporción dis­
creta con otros dos términos consecutivos, tómense donde

o
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se quiera; porque la razón de los dos primeros (que es h 
de la progresión) es la misma que la de los dos últimos.

Así, 5.8:17.20.
4? Dos términos cualesquiera están en proporción dis­

creta con otros dos términos cualesquiera, que disten en­
tre sí tanto como los dos primeros distaban; porque la ra­
zón en ambas equivale á tantas veces la de la progresión 
como términos hay en medio mas uno.

Así, 5.11:17.23.
5? Tres términos cualesquiera, tales que los dos estre­

ñios disten igualmente del medio-, forman proporción con­
tinua-, porque la razón entre el primero y el medio es la 
misma que entre el medio y el estremo; pues ambas equi­
valen á tantas veces la de la progresión, como términos 
liay entre ellos mas uno.

Así, ri-5.14.23.
6? La suma del primer término y ultimo, es igual a 

la suma de dos términos cualesquiera, equidistantes de los 
estreñios-, é igual al duplo del término medio, si el nume­
ro de términos es impar. Porque el primer término y el 
segundo forman proporción con el penúltimo y el último 
(cons. 3?), y dan (176) que el segundo junto con el pe­
núltimo serán ¡guales con el primero junto con el úl­
timo; el primero y el tercero forman proporción con el 
antepenúltimo y último; y darán, que la suma del pri­
mero con el último equivaldrá á la del tercero y ante­
penúltimo; y así de los demás.

200 Fundados en esta propiedad, vamos á encontrar la suma 
de. tantos términos como se quiera de una progresión aritmética. 
Para esto , sea la progresión general -—n.b.c.d....q.r.l.u; llaman­
do s la suma de los términos liasta «, que consideraremos ser 
el último, y observando que. lastima no se altera aunque se escriba 
al reves, tendremos poniendo debajo de. la suma ella misma escri­
ta en un orden inverso:
s='I+/'+'-'+'/-••■'/+'y sumando estas ecuaciones será
s=u+t-\-r+</....d+c-\-li+a J

2s=(a+u)-H&-H)-Kc-frH(rf+<7)...
('/+'0+('-+c)-K'+*)+("+")-

Y como a+u==b+t=c+r±etc. (cóns. 6.a), sustituyéndose
tendrá 2s=(«+M)-H«-M)-K'I+")+(a+")-—

(a-)-!/)-j-)+(«+u )+("+") i
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jnde veo que el duplo de la suma equivale, á tantas veces la sn- 
,a del primer término y último, como términos hay en la pro- 
csion; luego si llamo n al número dé términos , tendré 
__(„_p„)Xn; de donde despejando s, sale 
z¿(o+ii)Xn=(«+“)X§«i qúe nos dice, que. la suma de todos 
si'términos que se quieran de una progresión aritmética, se ha- 

sumando el primer término con el último, y multiplicando 
|¡o por la mitad del número de los términos.

Así, la suma de 7 términos de la progresión (198) 
¡rá igual á (2-t-2o)xf=2 2x£=i 1x7=77, como 'en 
'ecto se verifica.
201 Si en la ecuación u=a+(n—i)d, despejo d,
ndré d~'— ; la cual dice, que, conocido el último

TI— l
’rmino, el primero y el número de ellos, para hallarla 
izon, se resta el primero del último, y lo que queda se 
ivide por el número de términos ménos uno.

En esto se funda la interpolación de un número cual- 
iera de medios aritméticos entre dos números ó canti­
les dadas. Así, si quiero interpolar entre 7 y 43 ocho 
edios aritméticosj restaré el 7 del 43, y la resta 36 
dividiré por el número de términos que lia de haber 

ites del 43; y como entre 7 y 43 lia de haber ocho 
edios, habrá ántes del 43 un término mas, á saber,el 
irnero 7; luego esta resta la deberé dividir por el mi­
de medios que se han de interpolar titas 1, esto es, 

9; y resultará que ^=4, y los términos serán 
-j-7.11.15.19.23.27.31.35.39.43 (*)•

(°) Mr. Kelland, en la página 312 de su Álgebra ya eila- 
(157 nota) resuelve esta cuestión: Dados dos términos de una 
ogrésion aritmética y el lugar que ocupa cada uno en ella, 
contrae la progresión.

Supongamos que sea P el término que ocupa el lugar p en 
progresión; y Q el que ocupa el lugar </, y <•" virllld dc lo 
ucslo (198), será P=a+(p— l)d, Q=a+(q—l)d.
Restando la primera ecuación de la segunda, se tendrá

Q—P
—P=(q—p)d; que da d=--------- '•

q—p

Sustituyendo este valor en el de P, sera
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202 Se llama progresión geométrica una serie 6 con­
tinuación de términos, que cada uno cabe en el que le 
precede ó sigue un mismo mí mero de veces ; cuando cabe 
en el que le sigue, la progresión es creciente ; y cuando 
en el que le precede decreciente.

Aquí se llama razón al número, por el cual se hade 
multiplicar un término cualquiera, para que resulte el 
que le sigue. Para escribir una progresión geométrica, se 
pone una proporción continua (175)1 y se continúa co­
mo aquí se vé -H-3: 6:12 : 24 ¡48:96 :192 :384:010. y 
escrita con estension será 3:6:: 6:1 2 :: 1 2 : 24:: 24: qSuetc. 
Si espresamos por a el primer término, y por q la ra­
zón, -i-a:aq:aq1:aq3:aq4:aqs:aq<,:aq'L *z=u (B), será 
una progresión geométrica general.

De la definición de la progresión geométrica resulta, 
que el segundo término se compone del primero multipli­
cado por la razón; el tercero, del segundo multiplicado 
por la razón; pero como el segundo equivale al primero 
multiplicado por la razón, el tercero equivale al primero 
multiplicado por el cuadrado de la razón ; el cuarto se 
compone del primero multiplicado por el cubo de la razón-, 
y en general, un término cualquiera se compone del pri­
mero multiplicado por una potencia de la razón, apre­
sada por el número de términos que hay ántes de él: que 
es lo que espresa la fórmula (B), en que u es el tér­
mino que se busca , n el lugar que ocupa, a el pri­
mero , y q la razón.

La fórmula (B) sirve para calcular un término cual-

n p Q—P
P = «+(/)—1) —------ ; de donde a=P—(p— 1)-------- ; quc

q—p <t—P
reduciendo el cnlero á la especie del quebrado, haciendo las ope­
raciones y simplificando , podremos poner bajo esta forma

)P-(r-\)Q
q-p

Conocido este valor de a, que es el primer término de la 
progresión, y la razón ó diferencia d, en virtud de lo espucsM 
( l'JS) podremos formar la progresión.
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quiera ; v. g. si quiero bailar el Resto termino de la ante­
rior, tendré' n=6, 0=3, q=2, y será
térm? 6ft==3X2,5—,=3X25=3X32—96.

203 Es digna también de notarse aquí la analogía en­
tre el lenguage de Jas progresiones aritmética y geomé­
trica; pues las propiedades de aquella se convierttn en las 
de esta, sustituyendo multiplicar á la voz sumar, cua­
drar Ia razón al duplo ó dos veces la razón; y en gene­
ral formar potencias de la razón á sumar muchas veces la 
razón; y por lo misino se verificará que, i.° cuatro tér­
minos consecutivos forman proporción geométrica discreta; 
2? tres consecutivos la forman continua; 3? dos términos 
consecutivos están en proporción con otros dos consecutivos 
cualesquiera; 4° dos términos cualesquiera forman pro­
porción con otros dos cualesquiera, que disten igualmente en­
tre sí; 5 V tres términos equidistantes la forman continua etc.

204 Para hallar la suma de una progresión geométri­
ca, llamaremos a el primer término, q la razón (por 
consiguiente aq será el segundo), u el último, y s la 
suma de todos los términos que buscamos; y observando 
(202 ) que todos los términos medios se lian de repetir, 
resulta que todos los de la progresión serán anteceden­
tes ménos el último, y por lo mismo la suma de estos se­
rá s—u; todos son consecuentes ménos el primero, y 
por lo mismo la suma de estos será s—a; luego por lo 
dicho (185..!.°) tendrémos s—u:s—a::a:aq::i:q; que 
multiplicando estreñios y medios, nos dará 
(s-u)xq={s—a)x 1, ó sq—uq=s—a; de donde sale

sq—s—uq—ra ó s(q—1 )=uq—a, y m).
q—i

La que nos dice, que para encontrar la suma de una 
progresión geométrica, se multiplicará el último término por 
la razón; de esto se restará el primero, y la resta se di­
dirá por la razón ménos uno. Así, si quiero bailar 8 tér­
minos de la progresión (202 ), será a=3, q— 2, u~¡ 84, 
V resultará „
suma de 8 términos = —------ -z=J------- ^=765, co-

2—1 1 ‘
wo en efecto se verifica.
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Esc. Sien vez de u sustituimos en la fórmula (m) 
su valor aqn~~\ nos resultará

í=5ÍÜfc?=2jií=(S .■"«•tí'fpk
q—i 2—1 i

la cual servirá para hallar la suma de n términos de una 
progresión, cuando sólo se conozca el primer te'rmino o 
y la razón q (*)•

205 Si en la fórmula u=aq" * 1 despejo la j,

II-- 1___
sacaré q=— ; la cual podrá servir para inter-

(°) Resolveremos aquí las dos cuestiones de que Mr. Kclland 
se ocupa en las páginas 31 5 y 318 de su Álgebra citada (157 ñola).

1 a Dados dos términos de una progresión geomé trica y los 
lugares que ocupan, determinar la progresión.

Sea L el término que ocupa en la progresión el lugar esprc- 
sado pot l; y M el que ocupa el lugar m; y en virtud de la 
espresion ((B) § 202) se tendrá L=m/! , M=aq"'—'.

Dividiendo esta ecuación por su precedente, será
M aqm—1 < ’
L aq1 ‘ '/

que. despejando q (§151) será q 
Despejando a en L=aql—1 se tiene

1
MI— ¿

L+í1
J

til—i

m—l
a=—.-----=—«'

'(í)s
M

1-1

m—L M

l-1
ni—L

Conociendo por esta ecuación el valor del primer término de la 
progresión, y teniendo antes determinado el valor de. la razón 7, 
podremos formar la progresión en virtud de lo espuesto ( -*'-)• 

2.a Encontrar la suma de los términos que resultan de 
multiplicar ordenadamente los términos de una progresión 
aritmética por los de una geométrica.

c -j-„.a+rf.o+2d.a+3d.a+4<¿....o+(n-l)d7 las dos pro-
Scan i : Aq : Aq*: Aq': Aq*: ....Aq"—' S firesiones.

Multiplicándolas ordenadamente, esto es, el primer termino
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polar medios geométricos entre dos números dados; para 
lo cual, se dividirá el último término por el primero, y 
del cociente se estraerá una raíz del grado que esprese 
el número de térmicos que ha de haber en todos menos 
uno; ó del grado que esprese el número de medios que se 
han de interpolar mas uno.

Esc. i? Si la progresión fuese decreciente, la razón q 
sería un quebrado propio, y el término sustractivo aq’1

término (le. la una por e| primero de la otra; el secundo por el 
segundo, etc., y llamando s á la suma, tendremos

S=Aa+(a+d)Aq+(á+,2d)Aq,-\-(a-\-3d)Aq3+(a+^d)Aq^.....
+(«+(«-1 ----'=A'a+(a+d)q.....

+(«+2d)(/a..(a+(«-l)d)V'—‘>.
Dividiendo por A , será

— =a-t-(«+'é)7+("+2<0'/1+--+(<I+('í—' i 
A

y ir,ultipl ¡cando ppr 7, será

_í-7=a7+(a+d)'/’‘+(í»+2d)g?+—’(fl+ n—l)1*) '/”•
A

Restando este valor del anterior., resultará

d-----úLl/=i}+dq+dq'+...d,in—'—(a+(n—l)d)qa=...
A A

a+dq(y+q+q,+ ~qn—')-(,a+(n-l)<i)'in=--

—(a+{n—i)d),,n;( cc. p) a+d)/.
1-7

q S SV corao — q =—(!-'/); dividiendo amlios miembros
3 A A A

por 1—7, resulta por ultimo
5 n\d„ >+(»-■ VV. que da

+d'>iX-^¡y 1-vA 1—7

S-.
í a 1 -</"—1 l)d)q"\

=A\JZ,Jr<,,! (1-7Y l-i )'

Tomo I. 3 S
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de la formula ( p) será tanto menor, cuanto mayor sea el 
número n de términos que se vayan tomando; y tantos se 
podrán tomar, que dicho término llegue á ser menor que 
cualquier cantidad dada por pequeña que esta sea; de 
donde se sigue, que la diferencia entre el numerador de 
la fórmula (p) y el primer término a de la progresión, 
podrá llegar á ser menor que cualquier cantidad asigna-

598

ble; luego ----- (r) es una cantidad á la cual se pue-
i q

de acercar todo lo que se quiera la suma de los términos 
de la progresión, y nunca puede dicha suma ser igual 
con ella. Es, pues, la espresion (r), como verémos den­
tro de poco, el límite de la suma de la progresión decre­
ciente; y aunque se la suele mirar como si en efecto fue­
se la suma verdadera, es añadiendo la circunstancia de 
que la progresión esté continuada al infinito; pero como 
esta es una palabra de cuyo significado no podemos for­
marnos una cabal idéa, advertimos que cuando nos val­
gamos de esta voz en algunas ocasiones, no querémos dar 
á entender otra cosa, sind que la cantidad á que la apli­
quemos ha llegado á ser tal, que la diferencia entre ella 
y su límite es menor que cualquier cantidad dada por 
pequeña que sea; por consiguiente, la sustitución del lí­
mite en vez de ella solo se debe mirar como una espre- 
sion abreviada del largo razonamiento que se debería ha­
cer para darla á conocer circunstanciadamente. Esto su­
puesto, la fórmula (r) traducida en regla bajo estos prin­
cipios, nos dará que para encontrar la suma de una pro­
gresión geométrica decreciente, continuada indefinidamen­
te , se dividirá el primer término por la diferencia que 
haya entre la unidad y la razón.

Por esta causa, la suma de la progresión
1 * i i

íti : —: — '■ —:etc. es
2 4 8 16 i-i 2

Esc. 2.0 En este resultado observamos, que siendo 2 
la suma de todos los términos, y i el primero, todos 
los términos que siguen al primero no valdrán mas de 
i ; siendo la suma total 2, y i-t-í=f la de los dos
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primeros términos, todos los que siguen ai ffegrsnrl-o val­
drán 2 etc.; luego en este caso un término cualquiera 
es igual á la suma de todos los que le siguen.

Esc. 3° Si la progresión fuese ■ffi cu-
x í

va suma es s~---- - = — =:f ; se tendrá que como el pri-
1—6 3

mero vale i, los demas valdrán ménos de i, esto es, 
el primero y segundo valen i-Hf=3 —f-, que para
|— £, solo le falta •§, esto es, ménos de f-; luego aquí 
un término cualquiera es mayor que la suma de todos los 
que le siguen.

Esc. 4? Si la progresión fuese **1 ¡fij&iy/y ;et<¡. 

cuya suma es s~---- se tendrá, que, valien-
I—f ¿

do i el primer término, los deinas valdrán f, esto es, 
masque el primero; el primero y segundo valen 
>+3=!=f§i <lue Para 2=ío 1 le faltan que es 
mayor que |c:y£, etc. etc.; luego en este caso un tér­
mino cualquiera es menor que la suma de todos los que 
le siguen.

Cor. general. Luego en una progresión geométrica de­
creciente, un término cualquiera puede ser igual, mayor 
ó menor, que la suma de todos los que le siguen, según 
sea cada término igual , menor tí mayor que la mitad 
del anterior.

Esc. 5.0 Los resultados que nos ofrecen estas progre­
siones son de la mayor importancia y trascendencia; pues 
nos dan á conocer que la suma de un ndmero indefinido 
o infinito de términos tí cantidades no llega á componer 
una cantidad tan pequeña como $ etc. etc.

999

De los logaritmo».

206 Si reunimos dos progresiones, una aritmética y 
otra geométrica, de modo que se correspondan sus tér­
minos como aquí se ve:

3-4-4.7.10.13.16.19.22.25.28. 31 .etc. J 
l ~3:6:12:24:48:96:: 9^:384:768:1536:010. i

O
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ios términos de la aritmética se llaman logaritmos de los 
correspondientes de la geométrica, que toman el nombre 
de números. Como son infinitas las progresiones que se pue­
den elegir, se sigile que es infinita la diversidad de loga­
ritmos; pero si éntrelas progresiones se elige la aritmé­
tica , qiie principiando por o sigue después por la serie 
de los números naturales, y la geométrica que empiece 
por la unidad; entonces se tiene un sistema de loga­
ritmos, V. g.

¡4-o.r. 2 3.4. 5 ; 6 .etc.c' l forman
c. 5 un sistema.441:4:16:64:256:1024:4096:610 ,

Donde debemos observar, que los términos de la arit­
mética Ison los esponentes á que se lia de eleVar el se­
gundo término déla geométrica, para producir cualquier 
término; pues 64 v. g. es 43, y 3 es el logaritmo ó tér­
mino de la aritmética correspondiente á 64; y como pue­
de elegirse cualquier otro número para segundo término de 
la geométrica, resulta que también puede hdber muchos 
sistemas de logaritmos.

Esto entendido, se llama lase, en un sisteina de lo­
garitmos, al segundo término de la progresión geométri­
ca, cuyo logaritmo Cs la unidad, y de cuyas potencias 
van resultando los demas; y logaritmo de un número 
es el esponente ú que se ha de elevar la base para pro­
ducir dicho número.

207 Sea, pues, a la base de ün sistema cualquiera, 
x un logaritmo y z su número, y se tendrá
«=log.z, y ax ó a'°s-z=z-, igualmente , siendo
x'=log.z', se tendrá ax =u,0¿'z =z'.

Si multiplicamos estas dos ecuaciones, tendrémos
ú ax+x'=zz'i

pero ar-Hr' es el esponente á que se ha de elevar la 
base a, para que resulte el producto zz7-, luego ser 
su logaritmo, y se tendrá x+x'—log. zz'•, y, como 
x=log.z, y x'xzlog.z', sustituyendo, resultará 

log.z-t-log.z'=log.zz';
que quiere decir: que para encontrar el logaritmo de un 
producto sellan de sumar los de los factores; y el numen 
que en las tablas del sistema corresponda á esta suma, se-
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Tá el producto. Así, si quiero multiplicar 16 por 256, diré: 
log. 16 = 2, ]og.2£6c=4j

y su suma =6 será el logaritmo áel producto; y como 
6 corresponde á 4696, infiero que este es el producto 
de 16 por 256, coiilo en efecto se ve tifio a.

2° Dividiendo las mismas dos ecuaciones; se tendrá

y como ahora 

yar la base

Z / z
-= d ax-x=-i

x—x es el esponénte á que se ha de ele-
z

para producir el cociente d número

este esponente será su logaritmo, y se tebdrá
•jr

x-x^—Xog.L , d log.z-log.z'=log.^7 5

que quiere decir, que para encentrar el logarifmo de un 
cociente, se restará el logaritmo del divisor del logaritmo, 
del dividendo: y el número que en la'S tablas cor responí a a 
esta diferencia , será el cociente que se busca. Así, si quie­
ro dividir 1024 por ló, dirá:

log. 10^4=5, log. i£—2 ; 
y su diferencia =3 será el logaritmo del cociente; y co­
mo este 3 corresponde al número 64, este será el cocien­
te; y se tendrá ¿§£4=64, tomo en efecto se verifica.

3? Si elevamos á diferentes potencias la ecuación an­
terior a*=z, d z=a*, “rá„

¿>=('o*)W*, *Ma*)3=a3*, ...z"=(f);
de donde sale ( por ser nx el esponente á que se ha de 
elevar la base a para producir zn), tjue

log.z"=nx=n\og.z 5

que quiere decir, que para encontrar el logaritmo de una 
potencia, se ha de multiplicar el logaritmo de la raíz (ó 
cantidad) por el esponente de la potencia-, y el numero 
que en las tablas corresponda al producto hallado, sera a 
potencia que se pide. Así, si quiero formar la tercera po­
tencia de 16, diré: log. 16 = 2, que multiplicado por 3 
(esponente de la potencia) da 6; y como 6 correspon e
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al número 4096, infiero que i63=4o9Ó, como en 
efecto se verifica.

4.0 Si de la ecuación z^aa estraemos raices de di­
ferentes grados, tendremos

V"z—\/ax— o2 5 V'~aA ~ a2 ;.... \//~z = \Sai'—a~-,

de donde sale (por ser — el esponente á que se lia de
n n

elevar la base a para producir el número \/ x), que
, x log.zlog.V «=——----- - ;n n

que quiere decir, que para encontrar el logaritmo de una 
raíz, se ha de dividir el logaritmo de la cantidad por el 
esponente de la rais ; y el número que en las tablas cor­
responda á este cociente, será la raíz que se pide. Así, si 
quiero estraer la raíz cuadrada de 4096, diré: ]og.409Ór6, 
que dividido por a (esponente de la raíz) da 3; y como 
3 corresponde al número 64, digo que 64 es la raiz cua­
drada de 4096, ó que 4096=64, como en efec­
to se verifica.
. 208 Como el sistema de numeración sigue su ley cons­
tante de diez en diez, también se ha elegido este adinero 
para base del sistema logarítmico mas usual; de modo 
que para la formación délas tablas se han reunido las dos 
progresiones siguientes:

-Ho. 1.2. 3. 4. 5 . 6 . etc.
•H-1:1 o: 100:1000:10000:100000:1 oooooo:etc.

Si en ellas se interpolase entre cada dos términos un 
niimero considerable de medios , los resultados formarían 
dos nuevas progresiones sumamente largas; y entre esta 
multitud de términos se bailarían los números 2,3,4,5, 
6,7,8,9 intermedios entre el 1 y el 10, o'números que se 
diferenciasen -tan poco de ellos que no resultase inconve­
niente de hacer uso de los unos en vez de los otros; su­
cediendo lo mismo respecto de los intermedios entre 10 
y 100, etc., y tomando en la geome'triea los números na­
turales 1, 2, 3, 4, 5, etc. hasta 10000, basta 20000,

309
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hasta 107500, hasta 108000, (de todas estas hay- 
tablas impresas ), hasta 200000, (de estas las hay cal­
culadas, pero no impresas) (*) etc.,poniéndolos en colum-

(») Dichas tablas ofrecen el monumento mas grandioso y 
admirable. No se han impreso, porque esto exigiría gastos muy 
eslraordinarios. En estos últimos años se pensó en ello , coope­
rando al mismo tiempo los Ingleses y Franceses; pero aun no 
se lia Uceado d efecto, ni aun en estrado. El manuscrito de di­
chas tablas se halla depositado en el observatorio astronómico de 
Varis. Yo he tenido la satisfacción de verías el 22 de noviembre 
de 1828, que Mr. Malliieu túvola bondad de írmelas ensenando 
tamo por tomo. Lai de los logaritmos de los números desde 1 has­
ta doscientos mi! componen ocho volúmenes en folio grande. Las 
de los senos constan de cuatro volúmenes también en gran folioj 
y están calculados los logaritmos de los senos con catorce deci­
males, de dice en dies segundos de ¡a división decimal. Las délas 
Toagenles constan también de otros cuatro volúmenes iguales d 
los anteriores:y se hallan calculados con catorce guarismos dád­
meles los logaritmos de las tangentes de diez en diez segundos 
derimóles, ó lo que es lo mismo de cienmilésima en cienmilé. 
sima parte del cuadrante.

Para dar una idea de estas tablas , pondré aquí el logarit­
mo de un número, de un seno, y de una tangente.

listón divididas en ocho columnas verticales; en la 1.a se 
halla el número ó el arco; en la 2.a el logaritmo que corresponde, 
lien sea á dicho número, ó á la linca trigonométrica respectiva; 
tu la 3.a la diferencia primera ; en la 4.a la diferencia segun­
da , y asi sucesivamente hasta que en la 8.a se Italia la dife­
rencia 0.a

Elegiré el penúltimo logaritmo de. la tabla , d saber, el del 
número 199999, que se Italia colocado en la citada prime­
ra columna; el logaritmo de dicho número, que se coloca en la 
segunda columna, es ■

30102 ; 7S241 SO 10

En la 3.a columna señalada por arriba A' addit. fes- de- 
nr, que la primera diferencia es aditiva), hay

21714 j 7783 ; 77
En la 4.a que se serial a por an iba A’ soustract (y quie-
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na, y en otra á su derecha los términos correspondien-

re decir, que lo- diferencia segunda es sustractiva), hay

1035 73 691.

En la 5.a que se señala A3 soust. hay 1 

En la 6.a que se señala A4 soust. 1

035 02,

6. Estas di­

ferencias san constantes para varios logaritmos.
En ¡a 7.a que se señala A5, f en la octpva, que se se­

ñala A6 no hay i -da en este logaritmo / y quiere decir que 
las diferencias estas < o tienen ningún guarismo en el lugar ca­
torce ; pero debe haber en los primeros números de la tabla.

Para dqr qn ejemplo efp urf set\o, elegiré el que corresponde 
al arco de 5Q grados decimales, que equivalen d 45 de ¡a divi­
sión de la circunferencia en 360 parles ó grados: y tomando 
por unidad el cuadrante, pone en la primera columna, que tie­
ne por arriba arcos, 0,50000; porque cincuenta mil decenos 
de segundos decimales equivalen ú los cincuenta grados de di- 
cha división.

En la 2.a columna se pone el logaritmo de] seno, que c

1,84948 6798 ;50Q21

en cuya espresion , el trazo que hay sobre la característica I 
indica, que dicha característica es negativa ; porque no se han 
puesto en estas labias, como en las de Calle* y otras los Com 
plomemos logarítmicos cuando los logaritmos son negativos, i. 
las columnas siguientes se hallan las diferencias hasta /«6.a

El logaritmo de la tangente de 4O grados de la divisioi 
decimal, qup equivalen á 36 de la sexagesimal, que en diclte 
tablas se señalan por 0,40000 es

l", 86.126 í 10407 I 0904-

Pero fslas tablas no solo presentan el monumento mn 
grandioso bajo el aspecto científico, sino también (tajo el aspee! 
industrial; pues haciendo una feliz aplicación de la,división de 
trabajo, se encargó su formación d los peluqueros de Pon. 
cuando no tenían en que ocuparse: resultando que este miptir 
tantísimo y trascendental trabajo, que estriba en la parte mu 
sublime del cálculo, se dispuso por los Sabios de un modo tai 
sencillo, que pudiesen ejecutarlo personas, que no sabían ap‘ 
ñas mas que sumar y restar.
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tes de la aritmética o los logaritmos, se tendrían forma­
das las tablas como vulgarmente se presentan.

En todas las tablas de logaritmos está esplicada su 
disposición particular , y las reglas para manejarlas ; y co­
mo para entender estas dos cosas, suele aprovechar inas 
media hora de viva voz del Profesor, que toda la es- 
plicacion que se puede poner en un libro de la naturale­
za de este, y por otra parte en nuestro Tratado elemen­
tal decimos muy circunstanciadamente todo lo necesario 
para la inteligencia y uso de las de D. Tadéo Lope y 
Aguilar, que son de las que nos servimos, tanto en aque­
lla obra como en esta, para todas las operaciones: y co­
mo esta misma esplicacion conviene á las otras tablas que 
hay publicadas, que Jas mas completas son las de Callet, 
omitirámos aquí todo esto, y solo haremos algunas ob­
servaciones.

209 Puesto que io°=i, y io'x = io, vemos que 
log. 1=0, log. 10=1; , luego el logaritmo de la unidad 
es cero; y el de todo número di jilo, como 2, 3, 4, 5, 6,
7i 8 y 9’ ha ser mayor que o y menor que 1$ es­
to es, será un quebrado decimal.

Igualmente, como io'=io y io5=roo, se infe­
rirá que el logaritmo de todo mimero de dos cifras, desde 
11 hasta 99 inclusive, ha de ser mayor que 1 y menor 
que 2, esto es, será un entero y un quebrado decimal, 
leí mismo modo se inferirá que el de todo mimero de 
res cifras, desde 101 hasta 999 inclusive, será mayor 
lue 2 y menor que 3; esto es, dos enteros y un que­
nado decimal. Y en general, que el logaritmo de todo 
limero compuesto (escepto la unidad seguida de ceros) 
rnsta de tantas unidades en enteros, como cifras tiene 
[ m'l>nero menos una, y de un quebrado decimal; si el 
limero es la unidad seguida de ceros, su logaritmo cons- 
a‘le tantas unidades como ceros acompañan á la unidad,
’ el quebrado decimal es cero.
2,0 El número que espresa los enteros en los logarit- 

“os se llama característica, y el quebrado decimal se 
hnia mantisa.

huego dado un número, se puede conocer inmedia- • 
Tomo I. ,,,

3® 5
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tómente la característica de su logaritmo (209); y da­
do un logaritmo se puede saber inmediatamente las citros 
eme ha de tener el número en enteros, que son tantas 
mas una como unidades tenga la característica; por es­
ta causa se suele omitir la característica en las tablas, 
como se ha hecho en las de D. Tadéo Lope, y en las

^Los logaritmos de los números, que crecen en pro 
aresion décupla, tienen una misma mantisa; porque har 
de resultar de la suma del logaritmo del menor con ti
de io, ioo, iooo, etc. que son i, 2, 3, 
mantisa. V. g. la mantisa de 23 es la misma que la de 
27o, de 2300, de 23000 etc.; porque 230-23x10. 
y ($277, I.°) log.23o=log.23-f-log..o; 2300-23x100,

y log.23oo=log.23-+-log.ioo.
De donde resulta, que si se añade una unidad a 

característica de un logaritmo, corresponde ú un numen 
diez oeces mayor i ó equivale á multiplicar por diez Ai 
cho número; si se añaden dos unidades, equivale a mu 
tiülicar por 100 el mismo número; y asi sucesivamente 
Y si se quita una unidad á la característica de un loga 
ritmo, equivaled haber dividido su número por 10; 
se le quitan dos, equivale á haber dividido su numero po
100, etc. etc. . /

2,2 Se llama complemento aritmético de un numer
lo que le falta para valer la unidad seguida de tantos c 
ros como cifras tiene dicho número. Así, el complemen 
de los números díjitos es lo que les falta para 10; ei 
los números de dos cifras, es lo que les falta para ioo« 
De donde se sigue que, para hallar el complemento « 
inético de un número cualquiera, se restara la cijra ae 
unidades de 10, y todas las demas de 9; 6 al contra 
que es lo mejor, se restara empezando por la 
cada guarismo de 9, y el último significativo ,o el ae ¡ 
unidades de 10. Así, si quiero hallar el complemen 
757, diré: de 7 á 10 van 3; de 5 á 9 van 45 ue ¿ 
9 van 6; y tendré que compl. arit. de 357— 
empezando por la izquierda , diría; de 3 á.9 van ,
5 á 9 van 4, y de 7 á 10 (porque es el ultimo) 
y tengo 643 como antes; y haciendo la resta por ti
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todo ordinario (32) como aquí se ve (M): se halla lo 
misino. /jyj\

Si quiero hallar él de 8940, diré, empozan- 
do por la izquierda: de 8 á 9 va 1; de 9^9 
va o; de 4 á 10 porque es el áltirno significativo) 
van 6; de o á o, va o; y tengo 643

compl. aritm.8940=1060.
213 Análogamente, se llama complemento logarítmico 

de un número, al complemento aritmético de su logarit­
mo. Así, si quiero hallar el complemento logarítmico de 
85436 buscaré su logaritmo; y encontraré que es 
4,9316409; y hallando el complemento de este, dicien­
do: de 4 i 9 van 5; de 9 á 9 va o; de 3 á 9 van 6; 
de 1 á 9 van 8 ; de 6 á 9 van 3; de 4 á 9 van 55 
de o á 9 van 9; de 9 á 10 va 1 : tendré que

compl. log. 85436=5,0683591.
214 El complemento aritmético convierte la operación 

de restar en sumar; para lo cual se suma con el minuen­
do el complemento aritmético del sustraendo, y en la su­
ma se rebaja la unidad (o' unidades) correspondiente al 
complemento-, esto es, en las decenas, si el complemento 
fue á 10; en las centenas, si el complemento (A) 
fuéá 100 etc Así, si quiero restar 438 de 787, 787 
con el 787 sumaré (A) el complemento de 438 562 
que es 562, y en la suma 13+9 tacharé el millar,
y me quedará la resta verdadera 349.

Esto se funda en que, en vez de quitar de 787 el 
438, le añado lo que le falta para mil-, luego no sólo ten­
dré que quitar el 438, sinó ademas el 562 ; y como todo 
compone 1000, por eso se borra en la suma, donde cor­
responde, la unidad del complemento.

215 La importancia del complemento es cuando hay 
que hacer sumas y restas á un mismo tiempo con las 
cantidades; pues entdnces sumando los complementos de 
las que se han de restar, y rebajando las unidades donde 
corresponda, con una sola operación se hacen todas. Es­
to es lo que sucede en las proporciones, en que se quiere
calcular el cuarto término por logaritmos.; pues como su

o
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logaritmo se compondrá de la suma de los logaritmos de 
los medios, me'nos el logaritmo del primero: en vez de 
sumar y restar, se suma con los logaritmos de los medios 
el complemento logarítmico del primero, y rebajando la 
decena en la característica, se tendrá el logaritmo del 
cuarto término.

Así, si quiero hallar por logaritmos el cuarto término 
de esta proporción 864: I 329 :: 463 5 : x,

con............................... log 1339= 3,1235250
sumo............................ log. 4635= 3,6660497
y............... compl. log. 864= 7,0634863

y tendré.............log. .r=í3,8530610=log.7 129,53;
cuyo número será el cuarto término que se pide.

216 Por estensas que sean unas tablas, nunca pueden 
contener los logaritmos de todos los números; pero por 
su medio se pueden encontrar. En efecto, si se quiere 
hallar el logaritmo de un misto, se reducirá el entero á 
la especie del quebrado que le acompaña (71), y estará 
reducido á encontrar el logaritmo de un cociente (207,2?).

Así, si se pide el logaritmo de 25-^, diré:

log.25^=log.¿^a=log 2 29-log.9=2,3 5983 55....
-0,9 54249 5=1,40 5 593 0.

Si en vez de reducir el entero á la especie del quebrado, se 
convirtiese este en decimal con cinco guarismos, sería 
85,44444; en este caso, poniendo 1 de característica, se en­
contraría que la mantisa es

40 5 58 54+7,5=405 59 29, y log.2 5,44444=1,4055929, 
que solo se diferencia del anterior en 1 en el séptimo guarismo 
decimal,-que en nada influye.

217 El logaritmo de todo quebrado es negativo ó de­
fectivo, como manifiesta la ecuación a"'=n, en que si 
n ha de ser un quebrado, debe( 118) por precisión la m 
ser negativa, pues la base a es un número entero. Pero 
como nosotros hemos sentado por regla general, que cuan­
do se hayan de calcular quebrados se conviertan en deci­
males, solo tratare'mos de estos, introduciendo el com­
plemento logarítmico, para evitar los logaritmo* nega­
tivos V
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Así,siquiero el logaritmo de 0,37» diré-
loj.0,3 7=log.-^^= log. 3 7— log. 100= log.3 7 -f compl. log. 100; 

por consiguiente con log. 37 = 1,5082017
sumo.......... compl. log. 100=8,

y tengo............... log. 0,37=9,56820 1 7.

Si fuera log.0,037=log.T§£5, diría:
con........................... log. 37 = 1,5689017
sumo.............compl log. 1000=7,

y tengo............... lpg.0,037=8,5682017.

Si fuera log.0,0037=log.T^^5> diría:
con.........................log. 37=1,568201 7,
sumo . . . . compl. log. 10000=6,

y tengo............... log.0,0037 = 7,568201 7;

t del mismo modo sería: log.0,0003 7=6,5682017, etc.
Donde, observando que en todos ellos es la mantisa 

una misma, que es la de los guarismos significativos 37, 
y la característica respectiva 9, 8, 7, 6 etc., se deduce 
por regla general, que el logaritmo de todo quebrado de­
cimal tiene por característica 9 á tantas unidades' me'nos 
que 9, corno ceros hay entre la coma y los guarismos sig­
nificativos , y por mantisa la misma que la de estos.

218 Recíprocamente, si se pidiese el quebrado deci­
mal á que correspondía un logaritmo dado, en que entra­
se el complemento logarítmico, se pondría o y coma ; des­
files se pondrían tantos ceros como unidades faltasen ú la 
característica para 9; y luego las cifras significativas que 
correspondiesen á la mantisa-. Así, se tiene

9,6542343=^.0,45106; 8,7725711=^.0,0592345
7í376577°— log.o,00238.

Como hay muchos sistemas de logaritmos (206), con­
viene resolver la siguiente cuestión. Dado el logaritmo de 
un número en un sistema, cuya base sea B, encontrar el loga­
ritmo del mismo número en otro sistema cuya base sea b.

Llamando z el número, X su logaritmo en el siste­
ma cuya base sea ü, y * el logaritmo del mismo nú­
mero en el sistema cuya base sea b; tendrémos
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Si igualamos estas dos espresiones del mismo número 
Xz. tendremos B y tomando en un mismo siste­

ma los logaritmos de ambos miembros de esta ecuación,
Xtendremos log. 8 rrlog.bx, ó en virtud de lo espuesto 

(207...3.0), X.log.B=x.lag.b.
Si suponemos que los dos logaritmos se tomen en el sis­

tema cuya base sea ü, tendremos (209) log.¿J:=i, lue­
go resultará Xzra-.log.Z>; lo que da x—

log-b
Traduciendo al lenguage vulgar esta espresion nos di­

ce , que cuando se tiene el logaritmo de un número en 
un sistema, cuya base se conoce, y se quiere hallar el lo­
garitmo del mismo número en otro sistema, cuya básese 
da también conocida, no hay mas que dividir el logarit­
mo dado por el logaritmo de la nueva base, tomado en e 
sistema del logaritmo dado.

Los dos sistemas de logaritmos, que mas nos intere­
sa conocer, son el tabular, y el sistema que se caracteri­
za con el nombre de neperiano ó hiperbólico, El tabular 
tiene 10 por base, y la base del neperiano ó hiperbólico 
es un número misto, que se'acostumbra señalar con e, y 
se tiene 6=2,71828182 etc. con muchos guarismos.

Si quisiéramos pasar del sistema tabular al sistema 
neperiano, buscaríamos en el sistema tabular el logarit 
mo de 2,71828182, que es la base del neperiano, y 
hallaríamos ser 0,43429448010. Por consiguiente, pa­
ra convertir los logaritmos tabulares en logaritmos ne- 
perianos, no habrá mas que dividir los logaritmos tabú 
lares por el número 0,43429448 etc.

Si quisiéramos pasar de los logaritmos neperianos' 
hiperbólicos á los tabulares, buscaríamos el logaritmo d 
10 en el sistema neperiano ó hiperbólico, y hallaríamo 
ser 2,30258509 etc.; y dividiendo cualquier logaritmo ne 
periauopor 2,30258509, se tendría convertido en tabular.

Ejemplo. Si, conocido el logaritmo de 100 que es 2 
en el sistema tabular, quisiéramos hallar su logaritmo ne 
periano ó hiperbólico, dividiríamos 2 por 0,43429443 
y hallaríamos 4,60517018, que es en efecto el que 
halla en las tablas.
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Si de este quisiera pasar al tabular, no tendría mas 
que dividir 4,60517018 por 2.30258509, y obten­
dríamos 2 para el logaritmo de 100 en el sistema ta­
bular, como así se verifica.

Aplicación de los logaritmos d la estraccion de las raiccs, y á 
la resolución de las ecuaciones cs/JOnencialcs.

219 Si para formar el cubo de un número, preferi­
mos á la multiplicación el ejecutarlo por medio de los lo­
garitmos (207..3.0), respecto del 47, dirúmos: 
l°g-473=3x l°g- 47—3*1,67 2 " 9 79—5,0162937= log. 103823, 
que es en efecto el cubo de 47.

Mas, para estraer la raiz cúbica de un número cual­
quiera, es preferible hacerlo por logaritmos; para lo cual, 
se dividirá (207..4.0) el logaritmo del número por el espo­
líente 3; y el número que corresponda ú este cociente será 
la raiz cúbica, exacta 6 aproximada.

Así, si <1111010 es traer la raiz cúbica de 592704, diré:

log./592704=
log. 592704 5,7728379

:l,9342793=log.84;

por consiguiente, la raiz cúbica del número 592704. es 84 
exactamente. El que lo quiera comprobar puede formar el cubo de 
S'i, y encontrará en electo 592704- 

Igualmente se tiene

log./ 7 542 5: 
log.42,251 1 ;

log.75425 4,87751 53
3 ~ 3 1,6258384=

J ------------------------------------- -

log.v/7854679545
log. 7854679545 9,8951285

1 3 3

3,29S3762=log. 1987,8159.

Lo que hemos hecho respecto de la raiz cúbica, es es- 
tensivo á estraer cualquiera otra raiz. No hay mas que ha­
llar el logaritmo del número, cuya raiz se quiere sacar.; 
dividirle por el esponente de la raiz ; y viendo en las tablas 
á qué número corresponde este cociente, se tendrá la raíz 
buscada.

Supongamos que se pida estraer la raiz cuadrada del
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número 2; tendremos que, dividiendo «u logaritmo 
que es 0,3010300, por 2, se tiene 0,1505150, que 
corresponde en las tablas á 1,4142 j luego se tiene 

2
V 2=1,4142.

Del mismo modo hallaremos que
3,- y

3=1,4423 ; V 4 = 1,4142; esta da el mismoresul-
2 ___

2- 4 | y/ 2,~ 2
tado que V2 ; porque -y 4=V/2 ;

5 _ 6 _ 7 _
,^5=i,3796 ; 6=2.3485 V 7=1,3205,

8 _ 9 _ 10
V8=j,29Ó9; V9=1,27655 V/To=i,259. (*)

(°) Vamos á cumplir ahora lo que ofrecimos en el escolio 
primero ilcl § 159.

Principiemos por el cjso 7.°, que es ar—b.
Para despejar la ,r 110 liay mas que tomar los logaritmos 

de ambos miembros, y será ar.log.«=log.6; que, dividiendo 
log. b

por log.« , resulta x= j0¡, a‘ Este caso queda resuelto com­

pletamente cuando a y b sean cantidades positivas; pues no hay 
mas que. tomar sus logaritmos, y dividir estos entre sí. Pero si 
a ó b ó ambas fuesen negativas, no se podrá resolver esta ecua­
ción, por cuanto', en virtud de lo rspuesto (§ 47 7 T. II P. II), 
los logaritmos de las cantidades negativas son imaginarios, y 
por consiguiente no se pueden hallar en las tablas.

8.° xx=a. Esta ecuación la tenemos resuelta (Nota del 
§ 310 T. I P. I T. E.) por dos métodos diferentes ; por uno para 
cuando «=2000 , y por otro para cuando «=I00.

Ahora la vamos á resolver para cuando «=1000 por 
nuestro método general de hallar todas las raíces reales de las 
ecuaciones numéricas, rspuesto (§§ 107a, 1971>etc.).

Suponiendo pues a=1000, será a:r=t000. Tomándolos 
logaritmos de ambos miembros, se tendrá
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De las ecuaciones indeterminadas de primer grado.

220 Dejamos dicho (142) lo que se entiende por pro­
blema indeterminado , y ecuación indeterminada. Ahora 
añadimos, que se llama cantidad constante la que en una 
misma cuestión no puede tener mas de un solo valor; y

*.log;ar=logA00Q=3j ó .r.Iog.x— 3=0 (A).
Para aplicarle dicho método, supondremos ,r=l ; y susti­

tuyendo l por x en el primer miembro de esta ecuación, se 
convertirá en l.log.l—3; y como (§ 209 ) log.l=0, re­
sulta que el primer miembro sc.convicrle en —3 ; y como de­
bía ser 0, hay un error de ,—3.

Suponiendo x=2 , el primer miembro se convierte en 
S.log.2—3; y como 2.log. 2=0,0020000 , resulta 
1,6020600—-3=—2,3979400 ; que es el error del supuesto 2.

Como este error es numéricamente menor que el del I, 
hallo la corrección al 2.Para esto, multiplico su error —2,3979400 
aor la unidad positiva ¡ y dividiendo el producto ;—2,3979400 
por la diferencia de los errores, que es 
-3—2,3979400=-3+2,3979400=—0,6020600 , obtengo
3,9 para la corrección ; que , agregada al 2, da 5,9.

Tomando 6 por tercer número supuesto , y sustituyendo 6 
por x cu el primer miembro de la (ec. A), le convierte en 
G.log.6—3 ; y como log. 6=0,7 781 513 , dicho primer miem- 
bro se convertirá en 1,6689078 , que es el error del 6.

Conlo este error es de. signo contrario al que dio el supuesto 2, 
se debe inferir que entre 2 y 6 hay al ménos una raiz real. Y co­
mo el error del 6 es numéricamente menor que el del 2 , hallo 
la corrección ai 6. Para esto, multiplico su error 1,66S907S 
pm- 6—2=4; y dividiendo el producto 6,6756312 ; por 
la diferencia de los errores de signos contrarios, procedentes de 
los dos números supuestos mas próximos entre sí , que es 
-2,3979400—1,6689078=—4.066S47S , resulta —1,6 
para la corrección ; que , agregada al 6, da 6—1,6=4,4.

Tomando 4,4 por cuarto número supuesto , se halla 
—0,1688081 de error ; v 0,1-47 para la corrección al 4>4i 
que, agregándosela , da 4,547.

Tomando 4,55 poi• quinto número supuesto, da —0,0060481 
Tomo I. <0
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cantidad, variable., la que en una misma cuestión puede 
tener todos los valores que se quiera. V. g. si quiero di­
vidir el i: en dos partes, puedo decir que son 8 y 
4i á 7 y 5 ■> 6 9 y 3, rf i oí y il; d 15 y— 3 etc,; 
donde veo, que las partes en que voy dividiendo el 12, 
san diferentes, y por lo mismo son variables-, y el 12, 
que permanece uno misino , es constante. El nume­
ro de soluciones de una cuestión indeterminada , se limi-

de error ¡ y 0,00523 para la corrección al 4,55; que , ale­
gándosela , da 4>^5523.

Tomando 4,55523 por gesto número supuesto, da 
_0,0003341 de error, y 0,000989 para la corrección al 
4,55523 ; que, agregándosela, da 4,555519.

Tomando 4,55552 por séptimo número supuesto, da 
—0,000017 de error, y 0,000015 para la corrección al 
4,55552; que, agregándosela, da 4i555535-

Tomando 4»^5554 por ocltieo número supuesto, da
—0,0000156 de error, y 0,0000135 para la corrección al 
4,55554; que, agregándosela , da 4,5555535.

Y como ya las tablas ordinarias de logarilmos, lanío de 
D. Tadco Lope como de Cutid 110 nos darían una aproximación 
mucho mayor, y las correcciones son tan pequeñas, podemos lo­
mar por raiy. suficientemente aproximada el número ^,5a55:>ju.

Si hubiéramos tomado los logarilmos de las tablas en que es­
tán con veinte guarismos decimales, podríamos haber hallado la 
ra¡7. todavía con mas exactitud; y entonces acaso se hubiera con­
vertido en certidumbre la probabilidad que. ahora se présenla de 
que. la ra¡7. sea cuatro enteros y una fracción periódica decimal en 
que el periodo sea cinco, eslo es, que la rai» sea 4»55?55555 ele.; 
que en virtud de lo espuesto (§ 141 <*1'* 3'om. I P. I I - !-•)

5 41es 4—=—; de donde resulta , que si no es exactamente, se
'*9 9 AJ

tiene con una aproximación muy extraordinaria

Si queremos hacer una especie de comprobación , observaie- 
mos que tomando los logaritmos de ambos miembros, se Iciidiá

^ . log. 4J-=log. 1000 = 3.

(j)M
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ta cu machas ocasiones poniendo por condición el que 
ios niímeros sean enteros y positivos. Las cantidades cons­
tantes se seilalan con las primeras letras del alfabeto, y 
las variables con las últimas; así, ax±bz=c , que da

c ax

es la fdrma general de las ecuaciones indeterminadas de

en virtud de lo cspuesto (9 1 6),Aliora el logaritmo de ‘-1

41
« 0,65854*35; su multiplicación por — queda hecha,

multiplicando primero por 4* . V dividiendo por 9 el produc- 
n que resulte; lo que da 3,0000917, q"e se diferencia de 3 

que es el logaritmo de 1000, solo cu unidades desde el quinto 
turismo decimal cu adelante, que es cuanta exactitud se puede 
pelerer.

Para investigar las demás raíces que pueda tener la (ec. A), 
dividiremos su primer miembro por x—4,5555535; loque

. . , , 4,5555535. log.*—3
i por cociente log. .r, y queda por resta----------------------- — .

*—4,5555535 ’
la resta, se tieneigualando á cero el cociente unido con 

4.5555535. log. x—3
log..r + - 0 (A').

*—4,5555535
Aplicando el método á esta ecuación , resulta que el supuesto 

■1, da 4-0.84 etc. de error; el supuesto ar=9 da 0,93 etc. 
error; y se obtiene —8,4 para la corrección al 1 ; q,ie, 

Segándosela, da —7,4-
Ahora, para continuar el método, deberíamos tomar __7,4

" tercer número supuesto; pero como este número es negativo 
en virtud de lo espuesto (§ 477 del T. II P. II T. E.) los loga- 

lnUls de las cantidades negativas son imaginarios , 110 pode­
os continuar; lo cual es indicio de que la ecuación (A) 6 
= 1000, solo tiene nna rail, que es muy aproximadamente

■x__ .r=4,5555535. Pasemos al caso
**• l/ n-=b. Elevando ambo.- miembros á la potencia x 
'd ob1*¡ une. tomando ios logaritmos, resultará

log. a 
log. b ’

que,

log. a=x log. b y

O
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primer grado entre dos variables x y z. Pasemos á resol­
ver algunas cuestiones.

221 i? Hallar dos números cuya suma sea 16.
Res. Sean xy z los dos números que busco ten­

dré planteado el problema en la ecuación x-i-z— 16, que 
da z—16—x.

Ahora, dando valores á x, irán resultando para « 
los que aquí se ve';

que se resolverá del misino modo que el caso 7.°
x_ , *_

10.° y/x=a. Suponiendo o = 20, se tendrá \At_20; 
elevando á la potencia ,r, se tiene .t=20:c; ó tomando los lo­
garitmos, log..c~v.log. 20; ó pasándolo iodo á un miembro 

x log.20—log..r=0; y como ' log.20= 1 ,30 10300 , será
1,3010300.x—log..r=0 (B).

Esta ecuación es inaccesible á todos los métodos conocidos bos­
ta ahora ; y debemos ensayar si nuestro método, cspueslo en los 
( §§ 19"«, l97i etc.) puede resolverla.

Suponiendo x==i, el primer miembro de dicha ecuación se 
convierte en 1,3010300. 1 — log.l ; y como (§ 209) lo-.I =0, 
se tiene que dicho primer miembro será 1,3010300; y como de­
bía ser 0, resulta que de suponer x=l , se obtiene 1,3010300 
de error. .

El supuesto á:=2 convierte dicho primer miembro en 
2,1,3010300—log. 2=2,6020600—0,3010300=2,30103001 

y como debía ser 0, resulta que 2,3010300 es el error que 
da el supuesto 2.

Como este es mayor que el error del 1 •, debo bailar la cor­
rección al 1. Para ío cual, multiplico su error 1,3010300 por 
-1, lo queda —1,3010300; y esto se debe dividir por la 
diferencia de los errores, que es +2,3010300—1,3010300=1, 
y ejecutando la división , se obtiene —1,3010300 piara la coi- 
reccion al 1; que, agregándosela, da

1 —1,3010300=—0,3010300.
Ahora , para continuar pior nuestro método, deberíamos tu­

rnar —0,3 ó —0,30103 por tercer número supuesto \; pero 
al tratar de bailar su logaritmo, nos encontramos con la dilu" 
tad de que los logaritmos de las cantidades negativas , son uno 
ginarios , y no podemos continuar.

Esto, en vez de ser un defecto del método se debe considerar,
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Si *= O, x— i, x— 2, x= 3, *= 4, *= 5,
será z— 16, 2=15, 2=14, 2=13, 2=12, 2=11,
x= 6, *=7, 8, 9, 10, n, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 
2=10, 2=9, 8, 7, 6, 5, 4' 3’ 2i °5 — 1 • 

Donde se vé, que la primera y penúltima no son so­
luciones, porque no dan dos números, pues resulta uno 
de ellos =0. La última tampoco es verdadera solución, 
porque resulta un número negativo; y observando que la

al contrario, romo una tic sus mayores prcrogativas ; pites aquí 
nos advierte que la ecuación es absurda.

E11 electo, no hay ningún número , del cual estrayendo una 
raiz del grado que espresa dielio número , sea igual á 20 ; y no 
habiéndolo, no es posible la ecuación; y no siendo esta posible, 
lodo método que. se. le aplique , si es exacto, debe, dar á conocer 
la imposibilidad ó el absurdo que se comete.

Para hacerlo Ver, obscrVarélhos que los Valores, obtenidos en 
el testo para

Ví, Vi -y/Z y/5, yjü, y/:, V8- V9. V/,0> plc-.8 9 - 10,—

no llega ninguno de ellos á 1,5; Y como van disminuyendo, al 
crecer el número, resulta que no existe ningún número, que estra­
yendo de él una raiz del mismo grado que unidades tiene dicho 
número, pueda llegar jamas á ser 1,5; luego con mucha mas 
razón se verificará, qUc 110 podrá ser igual ron 20, luego 110 hay 
nmgttn número que sustituido por a' en la ecuación (B) la sa­
tisfaga ; por lo cual esta ecuación es absurda; y todo método que 
dé á conocer ó nos advierta el absurdo, reúne las circunstancias 
lúe se pueden apetecer.

Pero, liemos visto ípie ~\/% ■, y 3 , v4, etc. dan
un valor qué ya hemos encontrado y puesto Cl1 d testo; luego

V.r = l,4l42, yjx=[,\'^ 3, -\/.c=l,4i42, y/~c=l,3^G, 

Vv=l,348, yjx=1,3205, ^=1,2969, -\/.c=l,27G5,

yjx = 1,2 59 ele.

tun todas ecuaciones posibles, y á las cuales sabernos que se salisla- 
<* del modo siguiente: á la 1.a cuando x—i ; á la 2.a cuándo



318 ai.kf.iiua.

solución *=8 á que correspmle z=8, no da dos mi­
maros diferentes, se deducirá que el infinito número de 
soluciones, que se podían dar á Ja cuestión , queda redu­
cido á solo siete; pues v. g. la x=¿ que da z=u, es 
la misma que la a=ti que da z=5. Por eonsiguien 
te, la cuestión en números enteros positivos y diferentes, 
solo admite estas siete resoluciones: 
iyi5i 2714; 3 y 13; 4/'zi 5 y 115 6 y 10; yy<).

a-=3 ; á la 3.a cuando ¡r=4; á la 4 a cuando x=rü; á la 5.a 
cuando .r=6 ; á la (1.a cuando ,r=7; á la 7.a cuando .r=8; 
á la 8.a cuando ,r=9 , yá la 9.a cuando a-=IO. Luego, pues­
to «pie todas ellas son posibles, se debe indagar si por nuestro 
método se consigue resolverlas.

T —

Elijamos la ecuación -^.r=t ,4 I 49 , que sabemos queda sa­
tisfecha cuando .r = 2.

Elevándola á la Jiotencia .r, tendremos ,r=( 1,4142)*; 
y tomando los logaritmos, será log¿r=.r.log. 1,4 14 - , ó 
ar.log. 1,4142— log..r=0; pero log. 1 ,.4 I 42=0,1 505 1 50; luego 
tendremos 0,1 505 I 50.a-— log.a=0 (C).

Para aplicarle nuestro método, supongamos a-=l ; y sus­
tituyendo I por x en el primer miembro de la ecuación (('.) se 
convierte en 0,1 5051 50.1 —log. I ; y como log.l=0, según 
lo «apuesto ( § 209), esto se convierte en 0,1 5051 50 ; y como 
dicho primer miembro drbía ser 0, resulta que de suponer 
x=l, se obtiene 0,1505150 de error.

Suponiendo .r=2, dicho primer miembro se convierte'™ 
0,1505150.2—log.2 ; y como log.2=0,3010300, el valor 
anterior se nos convertirá en 0,3010300—0,3010300=0; lo 
que manifiesta (§170 e), que 2 es raiz de la ecuación (C). Lue­
go esta queda resuelta por nuestro método.

•r_
Apliquemos dicho método á la ecuación y/a: =1,4423 en

3 __
que sabemos por el valor de \/'$ del testo, que uno délos 
valores qile satisfacen á esta ecuación es ,r=3.
• Elevando dicha ecuación á la potencia ,r, se tiene 
*=( 1,4423)*; que, tomando los logaritmos, resulta 
log.,c=.t:.log. 1,4423 ; ó como log.1,4423=0,1 590556, se 
tendrá por último
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222 2.a Dividir 53 en dos partes, tales que la una sea
divisible por 4, y la otra por y.

Res. Puesto que la una ha de ser divisible por 4, la 
podremos llamar 4#, y la otra será yzj y tendremos 

4x+7z = 53.
Ahora, se despeja la x, ó en general la variable que 

tenga menor coeficiente-, sien su espresion resulta quebrado, 
se igualará este con otra variable del mismo signo que la

0,1 590556.;r—log.:r=0 (0).
Pora aplicar el método á esta ecuación, su pondremos x=z I; 

y sustituyendo I por x en la esprexada ecuación, su primer 
miembro se convierte en 0,159055(5.1—log 1; que como 
lug.l=0, resulta 0,159055(5; que es el error que da el su­
puesto x= I.

Suponiendo .x=2, didio primer miembro se convierte en 
0,01 7081 2 que es el error.

Y como es menor que e! del I. para hallar la corrección al 
5, se multiplica su error por 1 ; lo que da por producto el mis­
ino valor; V dividiéndole por la diferencia de los errores, que es 
0,1 59055(5—0,0 i:0SI2=0,l/(l9;/,/¡, resulta 0,12 parala 
correccional 2; que, agregándosela, da 2,12.

Tomando 2,(2 por tercer mimen) supuesto, resulta 
0,0108020 de error, y 0,2095 para la corrección al 2,12; 
que, agregándosela , da 2,3295.

Tomando 2,3295 por cuarto número supuesto , da 
0,00325'3 de error, y 0,0897 para la corrección al 2,3295; 
que, agregándosela , da 2,4 192.

Tomando 2,4192 por quinto número supuesto, da
0,001 1155 de error, y 0,04<>7 para la corrección al 2,4192- 
que, agregándosela, da 2,4059.

Tomando 2,4659 por sesto número supuesto, da
0,0002390 de error, y 0,0139 para la corrección al 2,4059; 
que, agregándosela, da 9,4798.

Tomando 2,4'9S por séptimo número supuesto , da
0,00110093 de error, y 0,0005 para la corrección al 2,j79S; 
que, agregándosela , da 2,j803.

lomando 2,4803 por orinen número supuesto , da
0,0000014 de error, y 0,000988 para la corrección id 
VtS03 ; que, agregándosela , da 2,480388; y como.el error 
que liemos obtenido es tan pequeño, pues consiste en una unidad
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del quebrado; se despeja esta; y si en su valor resulta que­
brado, se hace lo mismo, hasta llegar á una variable que 
determine exactamente la anterior; en este caso, se va sus­
tituyendo en los valores de las antecedentes, y se tendrán 
las del problema, que solo dependerán de la última-, sedan 
valores á esta, y se van formando las soluciones que satis­
farán al problema. Así, aplicando este método á ¡a ante­
rior, como se ve en (A), despejando x y sacando los tu-

en él sesto guarismo decimal; y la corrección no da ningún valor 
en el cuarto guarismo decimal , debemos tomar este valor 
2,480388 por raiz suficientemente aproximada ; pues si todavía 
quisiéramos continuar, no por eso obtendríamos valores mas apro­
ximados, á causa de que la ecuación la hemos calculado tomando 
7 guarismos decimales en los logaritmos, y cuatro en los númr 
ros ; y si quisiéramos continuar, corríamos el riesgo de estraviar 
nos, en atención á que la ecuación no es exacta para pú meros 1 
mas guarismos de aquellos parq que se lia calculado.

Abora bien, sabemos por lo espresado en el texto que
3 _
y/ 3 =1,4423; luego á la ecuación p/.t = l,44-23 debe sa 
trsl’acer también otro valor de x, á saber, x='i , ademas d 
que ya hemos sacado .r=2,480388.

Para ver si nuestro método da esta segunda raiz ar=3, div 
diremos, confórme al número 1 2." de la regla, el primer miembi 
de la ecuación (L)) por x—2,480388 ; y se halla por cocien

0,3945196—log.ac
0,1 590556, v por resta ------------------------ ; uniendo el

a;-2,480388
dente con la resta, é igualándolo todo .con'ccro, se liei

0,1590556+
0,3945196—log„r 

xr—2,480388
0 (D').

A esta ecuación es á la que debemos aplicar el método.
El supuesto ,r=l convierte el numerador del quebrado t 

0,3945196 en atención á que ]og.l=0; el denominador s 
convierte en — !,480338; y haciendo la división resulta qor 1 
valor del quebrado es —0.267 5782 ; el cual unido al valor J' 
primer término 0,1590556, da —0,1085226, que es' 
error del 1.

Suponiendo x=2, . el numerador del quebrado se coíivM
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Los, tendré la (ec. B); igualo el quebrado que me lia 
resultado, con otra variable u, y tengo el valor (C); 
le pongo el signo ménos , porque la incógnita del que­

brado lo tiene, y de este modo resulta mayor sencillez); 
iespeio en esta la z y tengo el valor (D); igualo el que­
brado con t, y tengo la (E); despejo la u ytengoelva- 
or(F); a llora sustituyo este valoree u y t en el de z 
D), y se convierte en (G); sustituyo el de z y el de u 
i el (II) de ar, y sale el (H).

3-21

cu 0,0934396; el denominador en —0,480388; y ha­
cendó la división, resalta -0,1946127. Eslc cociente que es 
Látiro, unido con el término constante 0,1590556, da 
-0 035557 1» que es el error del 2; y sehalla +0,437 pa­
ila corrección al 2 ; que, agregándosela , da 2,487.

Tomando 2,5 por tercer número supuesto, da —0,01534'S 
i error, y +0,3 8 para la correccional 2,5; que, aere­
ándosela, da 2,88.

Tomando 2,9 por citarlo número supuesto, da —0,00 .. 0.11 
•.error, y +0,08 para la corrección al 2,9; que, agregándosc-

, da 2,98. j 1 1
Tomando 3 por quinto número supuesto, el numerador del

inobrado es —0,0826016, el denominador es 0,519612, y 
I cociente de la división del uno por el otro es —0,15896/9; 
I cual unido al término constante 0,1590556 convierten el 
irimer miembro en +0,000087 7 ; pero como la ecuación (D) 
o era exacta sino basta el cuarto guarismo decimal, la (l> ) que 

ic ella resulta tampoco puede ser exacta mas allá del cuarto gua 
ismo decimal ; y pues que para el error del «punto supuesto líe­
nos obtenido los cuatro primeros guarismos decimales celos, se 
ele considerar el error absolutamente como cero. Por loque 
§ 170 e), el 3 es rn de la mencionada ecuación, como en clec-
0 así debía verificarse.

Para ver si hay roas raices reales deberíamos dividir el pri- 
íer miembro de la ecuación (IV) por *-3; é igualar el có­
rate á cero; pero, como en dicho primer miembro no hay tun­
an término que contenga á x, no se puede dividir por x; y 
o pudiéndose efectuar dicha operación , parece debería miel use 

lie ya 110 hay mas raid real.
Sin embargo, como nuestro método ha superado tan proci-

iosamcnle cuantas dificultades se le han presentado, |u/.gue a g-
Tomo I. ^ 1
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(A) 4*+7z_53, (B) ^-= 13—*-+•---- 3~,

1—3» , 4U+r K+I
(C) ------- ■=—a, d 1—3z=—4«, (D)-2^------=u+—

4 3 3
(E) ^-=í, d a-»-i=3í; (F) a=3¿—1,

3
(G)z-zt— i-ht=4í—1, (H) *=13—4ÍH-I—3¿-m-i5-7

no de. tomarse en consideración el aplicarle á esle caso; y aunque 
época en que esto se verificaba era la mas crítica y afanosa de 
vida por las razones que indico en el prólogo, no por eso debo il 
jar de indicar el rumbo que se debe, seguir para investigar un 
tercera raíz, si es que la bav; pues eslo al menos podrá serv 
de guia , para que otros Analistas, en circunstancias mas i'avora 
bles, puedan continuar estas indagaciones.

Si dividimos el primer miembro de la ecuación (D') po 
x—3, resulta lo siguiente :

De dividir el primer término 0,1 590556 por a:, primer lér 

0,1590556
mino del divisor, se obtiene -----------------  ; este cociente multipl

x
cado por el primer término del divisor, da el primer término di 
dividendo; y como se ha de. restar, destruye á dicho primer lér 
mino. De multiplicar este cociente por —3, segundo Icrmiii 
del divisor, y mudándole, el signo, porque se ha de restar, re 

0,4771668
sulla ------------------; y la resta total unida al cociente, é iguala

.v
do todo con cero, da

0,4771668 0,3945196—log..r
0,1590556 | a- + .r—3,430388 ,f)

x x—3

Para aplicarle el método, supongamos a=l; lo que da 
0,0538056 de error.

El supuesto .r=2, da 0,0404394 de error, y 3,02 par 
la corrección al 2; que, agregándosela , da 5,02.

Tomando 5 por tercer número supuesto, da 0,0191120 de er 
ror, y 2,69 para la correccional 5; que, agregándosela,da 7,69
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Donde tengo los valores de las variables del problema, que 
jolo dependen de la variable i; doy, pues, valores á esta 
empezando por cero, y tengo que

si
sale

t~ O 5 
2=—X , 

X= 15 5

t = 1 S 

*—8 ,

t = 2 , 
z=7 , 
*= 1 s

*= 3
Z= I I

*=-6.

El valor t = oyt=z no satisfacen, porque dan ne­
gativa una de las partes del 53; luego sólo tiene el pro-

Tomando 8 por cuarto número supuesto, da 0,013389 3 
de error, y 7 parala corrección al 8; que, agregándosela, da 15.

Tomando 15 por quinto número supuesto, da 0,0080592 
de error, y 10,56 para la corrección al 1 5¡ que, agregándosela, 
da 25,56.

Tomando 26 por sesto número supuesto, da 0,0050283 
de error, y 4,3 para la corrección al 26; que, agregán­
dosela, da 30,3.

Tomando 30,3 por séptimo número supuesto, da 
0,0044798 de error, y 35,0S7 para la corrección al 
30,3; que, agregándosela, da 65,087.

Tomando 65, por octavo número supuesto, da 0,0021986 
de error, y 33,4 para la corrección al 65; que, agregándose­
la, da 98,4-

Tomando 98 por noveno número supuesto, da 0,0014897 
de error , y 69,3 para la corrección al 98; que, agregándose­
la, da 167,3.

Aquí observamos, que, aunque, los errores van disminuyendo, 
las correcciones van aumentando lo que parece indicar una cosa 
análoga á la de las series divergentes, que nos van separando ca­
da vez mas del verdadero valor ; lo que se puede tomar como un 
indicio de que la'ecuación no tiene ralees reales , « ser que 
ttmlinuando los supuestos se cambiase la ley de las correc­
ciones. No insistiremos por ahora en esto, ya porque, las circuns­
tancias no nos lo permiten, ya porque esta ecuación no estando
calculada, sino con cuatro guarismos decimales exactos, no es la
mas á propósito para esta clase de investigaciones.

Para corroborar mas la escelencia del método, haremos apli-
' X_

cacion á otro caso de la espresion \/ x ; y elegiremos aquí 1 c n 
que ,t=7. Mas, para asegurarnos mejor en el rigor de los re-
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bleuia dos soluciones: primera t=i , que da 2=3, 
y ;r=8 • y las dos partes 4-r y 72 del 11 limero serán 
32 y 21, cuya suma =53; y segunda t — 2, queda 
.2 = 7 y cc= 1$ y las dos partes del niimero serán 47 
49 , cuya suma =53.

223 3? Un mercader compra paño de á 61 rcaZes Zs
Oízz-a, y /tarao de ú 78; aZ ajustar cuentas, encuentra que 
el paño de ú 78 le ha costado 97 reales mas que el de ú 61; 
¿ cuánto compró de cada clase ?

sullailos, calcularemos su espresion con mas exactitud de lo que 
lo liemos hecho en el texto.

El logaritmo de 7 es 0,8450980 ; su 7.a parte ri 
0,12072828. Como todos los logaritmos los tomamos con 7 gua­
rismos decimales, suprimiremos el guarismo S y en su lugar aüa-

7_
diremos una unidad al 2 y tendremos para e] log. de j/7 
el valor 0,1207 283.

Este logaritmo se halla por las tablas que corresponde al nú­
mero 1,3204093. Por consiguiente, la ecuación deberá ser
X

\/ x =1,3204693 ; á la cual sabemos que satisface la sustitu­
ción del 7 en vez de x.

Elevando esta ecuación á la potencia x, se convierte en 
•■r=(l,3204693y':; que, tomando los logaritmos, será 

log..r=x.log. 1,3204093.
Poniendo en vez de log.l,3204093 el valor 0,1207283 

que nos ba servido para encontrar dicho número, la ecuación an­
terior se nos convertirá en log..r=.r.0,1 20 7 283 ; y trasladan­
do se tendrá 0,1207283 .x—log..r=0 ( E).

A esta ecuación es á la que debemos aplicar el método.
El supuesto ;r=l da 0,1207283 de error en atención 

(209 ) á que log. 1=0.
El supuesto ,r=2 da —0,0005734 de error; y como 

este error es negativo, indica ( 170 s) que entre 1 y 2 se halla 
al menos una raiz real; y como el error del 2 es menor que el 
del 1 , debemos hallar la corrección al 2.

Para esto, se multiplica su error —9,00057 34 P°r 'a 
unidad positiva; y el producto —0,0005734, se divide por la 
diferencia de los errores, que es
0,1207283------0,0605734=0,1813017 ; y practicándola
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Res. Sea :c el paño de á 61 , con lo que bix sera 
su valor; por lo mismo también será 782 el valor del pa­
lio de á 78; y como el de á 78 le ha costado 97 reales 
mas, se tendrá planteado el problema en la ecuación 

61*4-97=782, ó 61^=78-2—97.
De la que, aplicando el mismo raciocinio de ántes, se 

sacará después de haber sustituido las variables

u, í, s, r, g, que *=789-4-47, 7 2=619+38.

división, se halla —0,334102 para la corrección al 85 que, 
agregándosela, da 1,665898.

Tomando —1,665898 por Icreer número supuesto, da 
—0,0205019 de error, que, siendo negativo y habiendo resol­
lado positivo el error del supuesto 1, se infiere (1/0 s) que en­
tre t y 1,665898 hayal menos una raiz real; V como el 
error del 1,665898 es el menor, se dehe hallar la corrección 
i él. Para esto, se multiplica el espresado error —0,0205019 
por 1,665898—1=0,665898; y dividiendo el producto 
-0,0136521742062 por la diferencia délos dos errores de 
signos contrarios, procedentes de los dos números supuestos mas 
próximos entre si, que es
0,1207283----- 0,0205019=0,1412302, resulta —0,096666
para la corrección al 1,665898; que, agregándosela, da

1,569232.
Tomando 1,569232 por cuarto número supuesto, da 

-0,0062335 de error, y -0,0279478 para la corrección 
al 1,569232 ; que, agregándosela, da 1,5412842.

Tomando 1,5-412842 por quinto número supuesto, da 
-0,0019041 de error, y —0,0084044 para la corrección 
al 1,5412842; que, agregándosela, da 1,5328798.

Tomando 1,5328798 por sesto número supuesto, da 
-0,0004463 de error, y -0,001962 3 para la corretcion 
al 1,5328798; que., agregándosela, da 1,5309175.

Tomando 1,53091 75 por séptimo número supuesto, da 
-0,0001268 de error, y —0,0005569 para la corrección 
al 1,5309175; que, agregándosela, da 1,5303606.

Tomando 1,5303606 por oclaeo número supuesto, da 
-0,0000361 de error, y —0,0004575 para la correc­
cional 1,5303606; que, agregándosela, da 1,529903 1.

Tomando 1,5299031 por noceno número supuesto , da
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Por consiguiente, dando valores, resulta que pudo 
comprar las siguientes varas de

(Si 5=0 , i , a , s , 4 , 5 , etc.
patío tíe á 6i / 37=47, 125, 203, 281, 359, 437, etc. 
Idem de ¿78/ ¡5=38, 99, 160, 221, 282,343, etc.

Cuyos ndmeros satisfacen á la condición de valer 
siempre 97 reales mas el palió de á 78 que el de á 61.

+0,0000387 de error. El cual como es positivo y el del 
1,5303606 era negativo, indica que entre 1,5299031 y 
1,5303606 liny al menos una raíz real; y como el error del 
1,5299031 es el mayor, se halla la corrección al 1,5303606; 
y resulta que es —0,0001887; que, agregada al 1,5303606, 
da 1,5301719.

Tomando 1,5301719 por décimo número supuesto da 
—0,0000052 de error, y —0,0000307 para la corrección 
al 1,53017 19; que, agregándosela, da 1,530141 -•

Tomando 1,5301-412 por undécimo número supuesto, da 
—0,0000030 de error, y 0,0000171 para la corrección 
al 1,5301412; que, agregándosela, da 1,5301241.

Tomando 1,5301241 por duodécimo número supuesto, da
+ 0,0000026 de error.

El cual, siendo positivo y habiendo resultado negativo el del 
1,5301412, indica que entre 1,53012-41 y 1,5301412 
hay al menos una raiz real; y se. halla +0,0000079 para 
la corrección al 1,53012-41 ; que, agregándosela, da 
1,5301320.

1,5301320 por décimo tercero número supités- 
+0,0000013 de error, y +0,0000028 para 
al 1,530132; que, agregándosela, da

Tomando 
to , se halla 
la corrección 
1,5301348.

Tomando 1,5301348 por décimo cuarto número supues­
to, se halla +0,000001 1 de error , y +0,0000017 parala 
correccional 1,5301348; que , agregándosela, da 1,5301365.

Tomando 1,5301365 por décimo quinto número supuesto, 
resulta +0,0000006 de error, y +0,0000007 para la cor­
rección al 1,5301365; que, agregándosela, da 1,5301372.

Puesto que tanto el error que acabamos de obtener como la 
corrección ocupan el séptimo lugar decimal, y que. la ecuación «
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De los permutaciones y combinaciones.

«24 Se llaman permutaciones los diferentes modos de 
disponer o' colocar muchas cosas las unas con respecto á 
las otras; y se llaman combinaciones los diferentes modos 
de tomar muchas cosas de una en una, de dos en dos, de 
tres en tres etc. sin atender al drden con que se han de 
colocar.

solo exacta hasta el espresado séptimo guarismo decimal , no pa­
saremos mas adelante ; y nos añilen taremos con saber que 
.1=1,5301 3 72 es una ro¡7, de la ecuación (E) exacta lo menos 
hasta el sesto guarismo decimal.

Para encontrar las demas, se divide el primer miembro de la 
ecuación (E) por a:—1,530,1 372 ; lo que da 0,12072S3 para 
el cociente del primer término del dividendo por el primero del 
divisor.

El producto del cociente por el primer término del divisor da 
el primer término del dividendo; y como se ha de restar del .mis­
mo dividendo, le destruye.

El producto del segundo término del divisor por el espresado 
cociente resulta ser —0,1847 3086202 276, que, como se lia de 
restar, se le. muda el signo, y tomando solo siete guarismos decima­
les y añadiendo al último guarismo una unidad por ser 6 el pri­
mer guarismo decimal que se omite, resulta que la resta total que 
queda es +0,1847309—log.ee; poniendo á esta resta por de­
nominador el espresado divisor, y uniéndolo al cociente hallado 
tendremos que el verdadero cociente total es

0,1207283 +
0,1 847 309—log.ec 

.r—1,5301.372

Este cociente igualado á cero según se previene ( 12.°) de la 
0,1347 309—log..r

regla será 0,1207 283+--------- , ri„,c-V=° (E'>-
x—1,530 1 3 /2

Esta ecuación debe dar todas las demas raíces reales que con­
tenga la ecuación (E).

El supuesto ar=l reduce el numerador del quebrado á 
0,1847 309 en atención á que. el logaritmo de 1 es cero; el de­
nominador se reduce á —0,5301372; practicando la división
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Sean, pues, las cosas por permutar las letras del al­

fabeto. Si tuviéramos una sola letra, tal como a, esta no 
admitiría nada mas que una permutación. Si tomamos al o­
ra dos letras a y A, se pondrá la a ántes o' después de la 
A, en esta forma ah, Aa; luego dos letras se pueden per­
mutar de 2Xi maneras. Si suponemos ahora otra tercera 
letra c, esta se podrá colocar al principio, en medio y al 
fin de cada permutación de las anteriores, y tendremos las 
seis siguientes caA, acA , abe, cba, Acá, bac-,

del numerador por el denominador, se obtiene —0,338^ii8í: 
lo cnal unido al termino constante 0,1207283 da —0,2177304; 
que es el error que resulta de suponer x=t.

El supuesto ar=2 reduce el quebrado á
—0,1102991
------------------=—0,2475171;
+0,4698628

cuyo valor, unido al término constante, da —0,1967888 
para el error del supuesto .t=2 ; y se baila 1,257 para la cor­
rección al 2; que, agregándosela, da 3,257.

Tomando 3,3 por tercer número supuesto, da —0,0678191 
de error, y 1,495 para la corrección al 3,3; que , agregán­
dosela , da 4 >^5.

Tomando 5 por cuarto número supuesto, da —0,0274824 
de error, y +1,158 para la corrección al 5; que, agregán­
dosela, da 6,158.

Tomando 6,16 por quinto número supuesto, da —0,0099127 
de error , y +0,654 para la corrección al 6,16 que, agre­
gándosela, da 6,814.

Tomando 7 por seslo número supuesto, el numerador 
del quebrado se reduce á —0,6603671 y el denominadora 
5,4698628; que, practicando la división, se halla —0,12072S2 /.

Este cociente lo liemos tomado con 8 guarismos decimales pa­
ra que se vea que el octavo guarismo es mayor que 5; y que por 
consiguiente apreciando solo 7 guarismos decimales, como hemos he­
cho hasta ahora, debemos suprimir el 7 añadiendo en su lugar una 
unidad al 2 ; y poniendo este valor á continuación del termino 
constante, tendremos que el primer miembro de la ecuación (■•') 
se convierte en +0,1207283—0,1207 283=0.

Luego, pues que el supuesto .r=7 da cero de error, en vir­
tud de lo espucsto (170 c), el número 7 es raiz de la cena-
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I luego tres cosas ofrecen un nlimero, de permutaciones es- 

presado por 3x2x1; y ec general siguiendo el mismo 
raciocinio, determinaríamos, que un número n de letras 
ó cosas ofrece un número de permutaciones espresado por 

n(n—¡1 )(n—2)(n—3)....2Xi.
Es prodigioso el número de permutaciones que ofrecen 

I las cosas; pues si suponi dios que en una clase entran nuc­
iré discípulos, y se quiere averiguarlos diferentes modos

I don (E') y por consiguiente de la ( ec. E); y el método es lo mas 
I admirable que se puede concebir ; pues al intentar yo aplicarle á 
I estas ecuaciones, estaba muy distante de esperar obtener resul- 
I lados tan completamente satisfactorios.

Para indagar si la (ec. E) tiene una tercera raíz, dividirémos 
leí primer miembro déla (ce. E') por x— 7, é igualando el co­
ciente á cero, resulta la ecuación

0,8450981 0,1 847309—log .r
0,1207283 ' +

- + -
x—1,530137 2

x—7
=0 (E").

He principiado á aplicarle el método, y resulta que el supues­
to .»=(, ,]a 0,0379425 de error.

Él x='i, da 0,0256132 de error , y 2,07 para la cor- 
rffciou al 2; que, agregándosela, da 4,07.

Tomando /¡, I pqr tercer número supuesto, da 0,0158063 
para la corrección al 4,1 ; que, agregándo­le

poi• cuarto número supuesto, da 0,0101859 
para la corrección al 7,5; que, agregándo­

lo/-, y 3,38 
¿a, da 7,:¡8 

Tomando 7,5 
de error, y 13,6 
"la, «la 21,1.

Ahora, deberíamos lomar 21 por quinto número supuesto; 
I*™, por las mismas razones que dimos al ocuparnos de la (ec. D") 
aconsejamos á los lectores, que se bailen en circunstancias mas fa­
vorables, el que continúen estas investigaciones; en el concepto de 
1Uf> como esta ecuación está calculada con siete guarismos deci- 
malcs exactos, podrán continuarla basta que en el enor se lialltn 
“ceros entre la coma y los guarismos significativos, y entonces 
podrá observar bien la ley de las correcciones y sacar la con- 

¡cuencia que convenga. j
Pasemos ahora al caso 1 l.° ux=b. Tomando Jos logaritmos, 

Tosio I,
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de que podrán colocárse, este niimero estará espíesadoporl 

9x8x7x6x5x4x3x2x1=362880; 
y suponiendo que cada tinco veces que se colocasen, lo 
hiciesen en un minuto, necesitarían 50 dias, 9 horas, y 
36 minutos.

22¿ Si de las cosas, que se dan para permutar, fuesen 
dos iguales, el niimero de permutaciones se reduciría á la 
mitad, o' se debería partir por 2 = 2x1: como se ve en |

resulta log.«-x'=log.6, d —.log. a=log.&; queda ; |
x log.4

resultado idéntico al que nos dió el caso 9,°

12.' | j =a; tomani 
\x ) t ,

tomando los logaritmos , se tiene

••log—=log a ;
t *

y como log.—=(§ 207...2.°)log.l—log x=—log.x, se ten-|

drá . — log.x=log.o; quitando el divisor, resulta

—log.x=x.log.a; ó suponiendo o=10, queda log.a=l, 
—log.x=x, ó £== —log.x.

Esta ecuación conduce á la cuestión de hallar un número, lal j 
que sea igual á su logaritmo, tomado este negativamente.

Trasladándolo lodo á un miembro, será x+log.x==0 (F). 
Aplicando nuestro método á esta ecuación, tendremos que elI 

supuesto x=l, da 1 de error.
El supuesto x=2 da 2,3010300 de error, y —0,7 | 

para la corrección al 1: que, agregándosela, da 0,3.
Tomando 0,3 por tercer número supuesto, resulta, que como I

0,3 es igual con —, log.0,3 será igual (§ 207....2.°) á|

log.3—log. 10=0,'(.7 7 1 21 3—1 ; y el primer miembro de la écua-1 
cion se convertirá en 0,3 + 0,47 7 1 2 1 3—1 =—0,2228787 que I 
será el error; el cual siendo de, signo contrario al del 1, indica I 
que entre 0,3 y 1 hay alménos una raiz real; y comoclei-l 
ror del 0,3 es menor que el del 1 , hallo la corrección al 0,3. 
Para esto, multiplico su error —0,2228787 por 0,3—1 =—I
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aby ba; pues si a—b no hay mas que una aaó bb. 
Si de las letras a, b, c, que dan seis permutaciones, fue­
se a—b, no habría mas de las tres cbb, beb, bbc, que 
es la mitad. Si hubiese tres letras iguales, el número de 
permutaciones se reduciría á la sesta parte, ó se debería di­
vidir por 61=3x2x1 : como se ve en las seis permuta­
ciones que dan a, b, c; pues si a—b—o, se reducen 
í una sola aaa o bbb ó ccc. Continuando del mismo 
modo, se deducirá, que si liubiese cuatro letras igua-

331

y dividiendo el producto por la diferencia de los errores de signos 
contrarios, procedentes de los dos números supuestos mas próximos
mire, si, que es 1--------0,2228787 = 1,2228787, se obtiene
0,12 parala corrección al 0,3; que, agregándosela, da 0,42.

Tomando 0,42 por citarlo número supuesto, da 0,0 i 3 2\ 9 i 
de errar, y —0,019 para la corrección al 0,42; que, agre­
gándosela , da 0,401.

Tomando 0,4 por quinto número supuesto, da 0,00206 
de error; y 0,0093 para la correccional 0,4; que, agre­
gándosela, da 0,409 3.

Tomando 0,'¡093 por sesto número supuesto, da 
0,0213417 de error, y —0,0.0098 para la corrección a¡ 
0,4; que, agregándosela, da 0,39902.

Tomando 0,39902 por séptimo número supuesto , da 
0,0001235 de error, y —0,000005 para la corrección al 
0,39902; que, agregándosela, da 0,399015.

Tomando 0,399015 por octavo número supuesto, da 
0,0000043 de error-, y pues que ya el error es tan pequeño que 
se llalla en el sesto guarismo decimal, es escusado buscar mayor 
aproximación, y por consiguiente, venios que en este caso el mé­
todo nos ha conducido á un resultado tan exacto como podíamos 
apetecer.

Si queremos comprobar que el número 0,399015 es igual 
á su logaritmo lomado negativamente, no tenemos mas que ob­
servar, que

3990I5
log.0,3990 t 5=log.—----- - =1og.39901.5— log. 1000000 

tooooqo
=5,6009893—6=-0,3990107;

que tomado con un signo contrario es -J-0,399010., que con-
e
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les, se debería dividir el número de permutaciones por 
4x3x2x15 y en generaT, que si hubiese m letras iguales, 
se debería dividir por

7w(/«—i)(/?í—2)....6x5X4X3X2Xí.
226 En las combinaciones generalmente se pone por 

condición, que no se repita ninguna, cuando se forman 
las de .los en dos, de tres en tres, etc. Así, si se toman para 
combinar las diez letras a, c, d, e, /, g, h, i, j, de

viene con el número hallado 0,399015 en cinco guarismos 
decimales. /-j

La cspresion ( —
\ x

•cz=Ü, que tiene la misma forma que ‘xx=a del caso 8.°¡ 
y por lo mismo el método la resuelve.

t 1
=za; si hacemos —=¿, será

fraccionarlos, se tendrá

quitando el radical por los espolíente

•r|ofi-
1

— =log.a; ó (207. .3°). x(log.l— log..e)=log.n; ó te­

niendo presente que log.l=:0, será —.-rlog..'r=log.<J; ó tras­
ladando log.íí-(-;tlog.a:=0, ó si n=!0,

1+.rlog.a;=0 (G).
Aplicándole el método, se tiene: que el supuesto x=\, da 

1 de error.
El x=i da 1,0020600 de error; por lo cual, se de­

be hallar la correccional 1; y resulta ser —1,66; la cual, 
agregada al 1, da —0,60.

Ahora deberíamos tomar por tercer número supuesto este 
valor; pero conjo es negativo, y los logaritmos de los números ne­
gativos son imaginarios, no se puede continuar. Por lo que debe­
mos sacar la misma consecuencia que en el caso 10. .

Pero, allí hemos visto, que el ser conducidos á tener que tomar 
logaritmos de cantidades negativas es indicio de que la ecuación 
es absurda por el valor que se dió á la cantidad u ; y lo mismo



ALGEBRA. 333

una en una, darán io_-
10X1

combinaciones. Si se

quieren combinar de dos en dos, 
la a da las ... . nüeve, a¿, ac, ad . . . aj.
la b daría otras nueve, ba, be. hd . . . bj.

y cada una daría nueve; de modo que el niímero total 
será 10x9 ; pero como ab y ¿a, no dan mas de

sucede aquí; pues esta ecuación uo difiere de la del caso 10.°.

I _
Eu (fecto, haciendo —=s, so tiene

por consiguiente j/;=a, que tiene la misma forma que la del 
caso !0.°. . x_

Ahora bien , allí hemos visto que j/.-e no puede lleghr á 
caler 1,3; luego a 110 podrá tener el valor de 10 que le he-

i
mos supuesto; luego la ecuación 1/ -i-=10, ó y/7= 10

es absurda, y pues que el método nos lo da á conocer, liene las 
circunstancias mas apreciables.

Pero, allí hemos resuelto tres casos , á saber : cuando 
o=l,4142; cuando 0=1,4433; y cuando 0=1,3204693.

x_
Eu el primer valor, esto es, cuando £=1,4149 ó cuan­

do ^/j= 1,4142 pues la letra conque se designa la incóg­
nita es indiferente, solo hemos obtenido para x ó para 2 un 
valor, que es .r=2.

x _
E11 el segundo valor de o, esto es, cuando l/.'C=l,44®3 

satisfacen á esta ecuación' dos números, á saber: 2,4S03S8 muy 
aproximadamente; v el 3 con toda exactitud.

x _
Eu el tercer valor de o, esto es, cuando j/.r=t ,3204693, 

ó pues qué la letra con que se señala la incógnita es imlil,-rente, 
z __

h ecuación \/z—\,3 204693 tiene z dos valores que satisfa-



334 ALGEBRA

una combinación, y cada una se repetirá también dos 
veces, el número de combinaciones diferentes será

ioxo
--=45-

Si las mismas letras se quieren combinar de tres en 
tres, cada dos darían ocho diferentes , cuyo total sería- 
10x9x85 pero como cada seis 110 formarán mas de una

cena ella, que son : £=1,5301373 muy aproximadamente; y 7 
con toda exactitud. Y como si en vez de z, se sustituye su va­

lor —,
x

tendremos que la ecuación \r ——1,44 21
~ x

quedará satisfecha en dos
1

----=2,480388,
X

que da

cuando
1

=3, niip da T-
X

Vilo V* * V* 4 V —

T
X -----------

1

2,4803SS

La ecuación ----=1,3204693 queda satisfecha tam­

bién en dos circunstancias, á saber: cuando —=1,5301372,
1 37

que da x—-------------- .=0,6535361; y cuando = 7;
1,5301372 1 x

que. da ai==—=|¿-142857 14285714285-7 etc.
7 1 

Pasemos ahora al caso 14 o, que es x' =a, que da
1

----log..t=logra ó adog a—log..r=0 ; ó si a es igual con 10,
* log.a:—x=0.

Suponiendo at=l, el error es —1.
Suponiendo x= 2 el error es —1,69897, y se hall 

—1,4 para la corrección al 1; que, agregándosela, da —0,4 
Aliora deberíamos tomar por tercer número supuesto —0,4
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combinación diferente, se deberá partir dicho número por 

10x9x8
2x3, y dará 2x3 :i 20.

dara'ri

Del mismo modo se sacará que de cuatro en cuatro 
10x9x8x7

=210, y así sucesivamente.2x3x4
Cor. Luego el jugador de lotería, que acertase los 

co estrados, puede ganar

5X4 , . 5x4x3
—xo ambos, y----------=10 ternos.

2 2x3

cin-

y tropezábamos con la dificultad de que los logaritmos de las can­
tidades negativas son imaginarios.

Lo cual proviene sin duda de ser absurda la ecuación, por ha­
ber dado á a Un valor no adecuado.

IS.1 1
que da arlog.-—=log.«; si hacemos

o=IO; y se tiene presente (207..2.°) que

%—=IoS- ■—Io'g-*=0—log-ar, se tendrá —xlog.x=í, 6

t+.rlog.ar=0 ecuación, que es la misma que la(G)áque nos 
condujo el caso 13.°.

i
*

16
caso S.°.

17.'

•° x=a, ó
i
s

/ 1 1
\ / — =0, da —=dxiY x x

ó xx=a; que es el mismo 

ó log ^----^=.rIog.a; ó

—lng..r=.rlog.o ó .rlog a-(-log ,r=0; que, si o=10, se 
convierte en *+log.x=©i; que es la misma que la (ec. F) 
del caso 12.°.
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Prqpbsiciotms importantes acerca de las cantidades constantes
.

y variables , y de los limites.

227 Teor. Si una cantidad variable X, al paso que 
crece, se acerca ú la constante B, la constante B será ma­
yor que la variable X.

Dan. Si 110 es . ByX, será B—X, ó B<^X. No pue­
de ser B=X, porque entonces, si X crere, se separa del va­
lor de B; y si vuelve á crecer, se volverá á separar mas; yá 
cada paso que vaya creciendo, se irá separando del valor de II; 
lo cual no cumple con la circunstancia del teorema, que es apro­
ximarse X á B al tiempo que crece; luego, 110 puede ser B=X{

Tampoco puede ser menor; pues si B<^X, al paso «¡no 
crezca, se diferenciará mas de B; y por lo - mismo no cumple 
con la circunstancia de que. X, al crecer, se acerque á B; por 
lo que no puede ser B<^X\ luego si B no puede ser igual ni 
menor que X, será jV>X, que era L. Q. IX D.

228 Teor. Si una cantidad variable X, al paso que 
mengua; se acerca á la constante B, esta B será me­
nor que X.

jDem. E11 efecto, si no es B<^X, será igual ó mayor. Si es 
B=X, y X mengua, se diferenciará de B; y si vuelve á 
menguar , se diferenciará mas; y al paso que vaya menguando, se 
irá diferenciando mas de B; loque 110 puede ser, pues la condi­
ción del teorema exije que se vaya aproximando.

Tampoco puede ser B^>X; pues al paso que X mengüe, se
irá diferenciando mas de B, que tampoco cumple con lo enun­
ciado. Luego si B no puede ser igual ni mayor que X, será 
B<X, que es L. Q. D. I).

229 Teor. Si dadas dos cantidades desiguales, de la 
mayor se quita la mitad, y de lo que quede la mitad,y asi 
sucesivamente, se llegará á un resultado que será menor 
que la otra cantidad, por pequeña que sea.

Espl. Sean B y K estas dos cantidades (esto es, B 
tan grande y K tan pequeña como se quiera); digo que 
si de la mayor R se quita la mitad, y de lo que quede 
la mitad, y así sucesivamente, llegare á tener un residuo 
meiior que Ja otra cantidad K, por pequeña que esta sea.

Dem. Multipliqúese K por un número 11, tal que el pro-
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duelo nK sea mayor que B , y al mismo tiempo sea el múlti­
plo mayor mas aproximado al valor de B ¡ y e.n este caso se­
rá B<¿nK,

Ahora, si estas cantidades son desiguales, laminen tendrán 
, B nK

desiguales sus mitades, y sera —; pero si en vez de to­

mar la mitad de nK, se quita solamente K (que será igual con 
la mitad de nK sólo cuando n=3 , y en todos los demas casos 
será menor que la mitad de nK) , con mayor razón quedarán 
desiguales; luego ¿B<^nK—K={n—j)K.

Si de estas cantidades desiguales quitárnosla mitad, también 
quedarán desiguales, y si de la mayor quitamos menos de la mi­
tad (como será quitar K en el caso de que (/?—1) sea mayor 
que 2), con mas razón quedarán desiguales, y se tendrá 

$.»<(//—3) A; '
y co,no siguiendo quitando á la menor la mitad, y á la mayor la 
cantidad K (qué solo será igual con la mitad en el caso'de que el 
múltiplo que reste de K sea el duplo), los resultados quedarán 
siempre desiguales; tendremos que, al haber hecho un número de 
divisiones y restas, espresado por n— 1, los resultados 

B
•a„__i • y «A'—(„—i)A=A,

quedarán aun desiguales , esto es <A, luego K

será mayor que el residuo que nos quede de haber quitado á B 
la mitad , y á lo que quede la mitad , etc! que es L. O. D. 1>.

Cor. 1? De aquí resulta, que sí de dos cantidades 
desiguales, de la mayor se quita mas de la mitad , y de 
loque quede mas de la mitad, y así sucesivamente, con 
mus razón podemos asegurar que lo que resulte, podrá lle- 
gar á ser menor que una cantidad dada, por pequeña 
que sea.

Cor. 2? También resulta que podemos concebirá toda 
variable un valor menor que cualquiera otra cantidad da­
da , por pequeña que sea.

Porque se puede suponer que la ley de su variación sea el irse 
asciendo sucesivamente dos veces ó mas de dos veces menor.

Cor. 3? Y como un producto ( 6i, 3.0) disminuye al 
P^o que mengua uno cualquiera de sus factores, cuando 
siquiera hacerle menor que cualquier cantidad dada,¿ns-

Toaio 1, 3
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ta hacer á uno de los factores sucesivamente dos veces ó 
mas de dos veces menor.

230 Teor. Si la variable X se puede acercará un 
misino tiempo (creciendo 6 menguando) tanto como se quie­
ra á dos constantes A, B, dichas constantes serán iguales.

Item. Si no es A=B , será A—B+K ; y entones 
acercándose X á A tanto como se quiera, 110 se podrá acercará 
B al mismo tiempo, pues se acercaría á B+A , y lo impediría 
la cantidad K ; y como por el supuesto se puede X acercar ' 
A y B á un mismo tiempo tanto como se desee , resulta que 
puede haber ninguna diferencia entre ellas; luego serán igual,
L O. 1). D.

231 Teor. Si dos variables X, Z, creciendo ó men­
guando, se pueden acercar tanto como se quiera á dos cons­
tantes A, B, la relación de las constantes será la misma 
que la délas variables, y se tendrá A:B"X:/.

Espl. Esta proposición tiene dos partes, á saber: cuan­
do las variables crecen , y cuando menguan, ó lo que es 
lo mismo: primero cuando A> A, B>Z ; y segundo, 
cuando A<X, B<Z.

Dan. t.° Si no se verifica que A-:B::X:Z, será 
A.B>X:Z, ó A: B <AT: Z.

Si A:B>X.Z ; podremos hacer que crezca el antecedente 
X de la segunda razón lo suficiente , para que esta resulte igual 
con la primera; y suponiendo que. sea X' dicho antecedente, se 
tendrá A.B-.X'.Z (m) , siendo X'>X; I1''10'
por pequeña que sea la diferencia X'—X, todavía por el su­
puesto puede ser menor la diferencia A—X; luego sera 

,A-X<X>—X; 
y como estas dos diferencias , desiguales, tienen el mismo conse­
cuente, el antecedente de la primera (17 1 cor.) será menor que el 
de la segunda, y se tendrá A<^X‘.

Comparando estas dos cantidades con una misma B , cuan­
do se compare la menor se tendrá (171 cor.) menor razón, y 
será A.B<X'.B ; pero ( prop. m) A-.ByA' '/.;
luego , sustituyendo esta segunda razón en vez de la primera, sí 
tendrá X' Z<X'.B -, y como estas dos razones tienen t» 
mismo antecedente, la menor tendrá (171 cor.) mayor con'sfruen- 
te , ó lo que es lo mismo , será Zy ¡i , que es contra el supues­
to; luego no puede ser A AiyX : Z

Tampoco puede ser menor; porque si A:B^X:Z , l""1""
idos hacer que crezca el consecuente Z de la segunda 1 nzuii,

338
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para que mengüe osla y resulte igual con la primera ; y represen­
tándole por Z' , se tendrá

A.B.X.Z' (n) y Z'>Z, 
pino, por pequeña que sea la diferencia Z'—Z, pucile ser aun 
menor la B—7. por el supuesto j luego sera B—Z<Z'—Z, 
lo que da B<¿Z'.

Comparando ahora la cantidad A con estas dos, cuando se 
compare con la menor B, se tendrá mayor razón, esto es, 

A.ByA-.Z' ; pero (prop. n) A: BX:Zr ;
Inego sustituyendo se tendrá X-.Z'yA: Z' ; y como estas 
dos razones tienen un misino consecuente, la mayor tendrá ma- 
vor antecedente, y dará X>A , que también es contra el su­
puesto; luego si no puede ser A-.B> ni <^X-.Z , será 
A-.B-.-.X-.Z , que era L. I.° Q. D. D.

2° En el caso de A<X y B<C.Z , tendríamos que si no 
fuese A-.B-.-.X-.Z, sería A: B^> ó <^X:Z.

Supongamos en primer lugar que A:B>X:Z , en cuyo co­
so se hará A-.B-.-.X-.Z' (o), siendo 7J<^Z ; y discurriendo 
como antes, sacaremos Z—B^Z—Z'-, de donde (171 cor.) sa­
le 1!>Z'; comparando ahora la A con estas dos cantidades, 
dará A -,B<^A: Z', y en virtud de. la (prop. o), será 
X:Z'<^A:Z't que (171 cor.) da X<^A , que es contra el su­
puesto ; luego no puede ser A-.B'yX-.Z.

Tampoco puede ser menor; porque si A:B<^X-.Z ; se po­
drá hacer A-.B-.-.X'-.Z (p), siendo X'<^X; y siguien­
do el raciocinio del caso anterior, se deducirá que X—A—X', 
loque nos dará A'yX' ; y comparando con una misma canti­
dad B, se tendrá A-.B>X':B, ó (prop. p) X’-.ZyX'-.B, 
de donde resulta Z<_B , que también es contra el supuesto; 
luego si no puede ser A-.B> nr <_X-.Z , será A-.B-.-.X-.Z, 
que es L, Q. O. I).

Cor. De aquí resulta, que si la segunda razón fuese de 
igualdad, la primera también lo sería-, ó lo que es lo mis- 
tito, si las variaciones de X y Z fuesen tales que en to­
dos los casos se tuviese X=:Z , se tendría Ar=15 , 6 las 
constantes serían iguales.

Esc. i.° Elcasode A~>X y B<Z no tiene lugar; por­
que cuatro cantidades de esta especie, comparadas ordena­
damente , jam ts pueden formar proporción.

Esc. 2.” Los principiantes deben procurar familiari­
zarse nmclio con el longuage de ¡a demostración an- 
terior; pues eu lo sucesivo solo pondremos las des-

0
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proporciones y consecuencias que de ellas resulten.
Esc. 3.0 Si dos cantidades variables X, Z, se pue­

den acercar ú un mismo tiempo respectivamente á dos cons­
tantes A y B, tanto como se quiera, el producto X.Z de 
¡as tíos primeras se podrá acercar tamo, corno se quiera al 
producto A.B de las dos últimas (*).

Espl. Esta proposición comprende tres casos: licuan­
do X<A, y Z<B-, 2? cuando X>A . y Z>B; y
3? cuando X>A , y Z<B, o al contrario X<^A, y 
Zi>B : voy á demostrar, que en todos estos casos se ten­
drá que la diferencia entre los productos A.B y X.Z 
podrá llegar á ser menor que cualquier cantidad dada, 
por pequeña que pueda ser esta cantidad.

( ' ) Como esta proposición se lia tomado por evidente , no sicndolncn 
realidad , libre arpa algunas reflexiones que me parecen de importancia.

Tanto por los prólogos de mis obras, como por todos aquellos para- 
ges de ellas, en que se habla de los axiomas, be manifestado constante­
mente lo mucho que se lia abusado de ellos, con perjuicio notable de la 
instrucción, y son bien notorios también mis no interrumpidos esfuerzos para 
demostrarlos, sin lomar como verdaderos axiomas, sino aquellos que cu 
efecto lo son , y están reconocidos como tales por los mejores McÚfisi- 
eos; y son únicamente los que resultan del principio de identidad, «le 
que una cosa es igual á ella misma. Pero, cuando yo me lisonjeaba de no 
haber incurrido cu la falla de haber tomado por axioma ninguna otra 
proposición, que careciese de dicha circunstancia , y de que había de­
mostrado todas aquellas que se lian tomado y se toman aun romo eviden­
tes por los Matemáticos, y que según mi modo de ver, y el do los mas 
famosos Melafísicos no lo son , advertí que la demostración de la proposi­
ción del testo en la primera edición no tenía el grado do evidencia que 
correspondía ; por lo cual , la be variado en los términos que la présenlo 
sin buceo alguno; y lie referido ¡i ella las proposiciones en que Se de­
muestra (.i 18) que la diferencia entre la superficie de la pirámide ins­
crita Cu el cono, y la de la circunscrita puede llegar á ser menor que 
cualquier cantidad dada: y (iól) que la diferencia entre la superficie del 
Cuerpo circunscrito y la del cuerpo inscrito en una esfera, es menorque 
cualquier cantidad dada; y también el qiie- á toda esfera fí‘i) se le pue­
de inscribir y circunscribir dos cuerpos, tales, que la diferencia caire 
sus volúmenes sea menor que cualquier cantidad dada. Con lo cual , que­
dan demostradas estas tres proposiciones con todo el rigor geométrico, y 
que por los métodos con que se lian demostrado basta el din se bailan sin 
apoyo alguno.

láslo nos da á conocer lo muy circunspectos que debemos ser en to­
mar por conocidas, cosas que no lo son', v aun cu hacer ciertas hipótesis 
aventuradas, que después se reconocen inexactas: asi es, que ahora ,c 
araba de demostrar por los importantes trabajos de 51M. Poisson y 
chy, que es falsa la suposición que hizo Lagrange , de que, en la oscila­
ción ¡le tas ondas, el movimiento solo se eslemba á capas muy cerca e 
la superficie:-y del mismo modo se reliará de ver que en algunos olios 
puntos so hacen hipótesis arbitrarias ose viene á suponer lo mismo q" 
se busca. También se comprueba esto con lo espuesto ( $ 197 ]')•
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Dtm. 1° Supongamos que X<^A, 7. <^11 ; y que en un
estado cualquiera de la cueslion sea a , el csccso da A sobre X, 
y S el de B sobre Z-. lo cual nos dará

A=.I'+a(l), Z/=Z+S (2).
Multiplicando eslas ecuaciones, y-pasando el primer término 

X.Z del segundo miembro al primero, se tiene 
A.11— Jf.Z=«Z+bX-f ag (3).

Y lodo está reducido á probar que, por la naturaleza de la 
cuestión , el segundo miembro de esta ecuación puede llegar á ser 
tan pequeño como se quiera.

Ño se puede tomar por evidente (i que, podiendo disminuir 
a y g todo lo que se. desee, cada uno délos términos, de que se 
compone dicha espresion , disminuirá loque se quiera; pues, aun­
que es cierto que a y S pueden disminuir indefinidamente por 
la naturaleza de la cuestión , resulta que en el mismo caso alimen­
tan X y Z, por la dependencia que tienen en virtud de la rela­
ción que espresan las ecuaciones (1 y 2 ); luego los dos primeros 
términos son de tal naturaleza que, cuando uno de los factores 
disminuye, aumenta el otro, y por consiguiente nada fe puede es­
tablecer, en general, acerca de su decrcmento ó incrementos por 
lo nial, es indispensable manifestar, que por las condiciones que 
se {inflijan, se lia de llegar á verificar que la diferencia que espre- 
sa la (ce. 3 ) podrá llegar á ser menor que cualquier cantidad da­
da; que es lo que voy á ejecutar, fundándome en la proposición 
demostrada (229).

Con este, objeto, observaré, que, pues X, siendo variable, 
se puede acercará A tanto como se quiera, y lo misino 7. á 11, 
se podrá suponer, que la variación que sobrevenga á X, después 
del estado que suponen las (oes. 1 y 2 ), sea el de convertirse X 
til AY, de modo que le falte ¿a para convertirse en A, y que 
sucediendo una cosa análoga á Z, se tenga

x=(4 ), B=Z'+lZ (5).
Formando el producto, y pasando el término X'.71 al pri­

mer miembro, se tendrá
A.B—X'.Z'=iaZ'+ í5A''+^ag (0).

Igualando los dos valores de A, (ecs. 1 y 4)» y los dos de B 
(ccs. 9 y 5), se tiene '

Xpa=X'4Ía (7), Z+S=Z'+*g (8),
quedan X'=X+Í« (9), Z'=Z+jg. ( 10).

Sustituyendo estos valores en el segundo miembro de la (ce. 6) 
resulta A.B—A'.Z'=¿aZ4|eA'+-^-a8 (11).

Comparando el segundo miembro de esta espresion con el de
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la (ec. 3), resulta que el primer término %<tZ de esta siéndola 
cuarta parte del primero aZ de aquella es mas de dos veres me­
nor que él; lo mismo sucede al ¿6X respecto del SA ; y como 
también se verifica , que aG es mas de do.í veces menor que 
el tercer término a§ de la espresion (3 ), resulta que cada uno 
de los tres términos del segundo miembro de la (ec. 11) es mas 
de dos veces menor que su correspondiente en la (ec. 3); y por 
í'onscguiente todo el segundo miembro de la (ec. 1 1 ) será mas de 
dos veces menor que todo el segundo miembro de la (ec. 3); y 
como lo mismo debe, suceder á los primeros miembros, tendre­
mos que A.B—A7.Z* es mas de. dos veces menor que 
A.B—X.Z\ y como raciocinando del mismo modo, obtendría­
mos espresiones A.B—X" 7.", A.B—X".Z.‘" etc. que á ca­
da paso fnesen siendo cada una mas de dos Veces menor , residía 
que, al cabo de. cierto tiempo (229 cor. l.°), se llegará á tener 
una q.ie sea menor que cualquier cantidad dada; que era 
L. l.° o. n. D.

2. ° Supongamos ahora que sea XyA, ZyB; voy á de­
mostrar que también se verifica, que la diferencia entre el pro­
ducto X.Z y A.B) podrá ser menor que cualquier cantidad 
dada.

En efecto, supongamos tpite en un estado cualquiera de. la cues­
tión , se. tenga Af=A+a (12), y Z=B-fg(13); forman­
do el producto, y pasando al primer miembro el término A.B, 
será X.Z—A.B=o.B+ZA+aZ (14).

Aquí ya la demostración es mas sencilla; pues como A y B, 
son constantes , suponiendo que a y S se hagan solo dos veces 
menores, los términos ,a.B y SA se hacen cada uno dos veces 
menor ; y como el a§ se hará en este mismo caso cuatro veces 
menor, queda demostrado-, que el segundo miembro de la (ec. I4) 
se hace.mas de dos veces menor; luego a! cabo de cierto tiempo, 
(229 cor. t.°), llegará á ser menor que cualquier cantidad dada, 
que. era L. 2." Q. 1). D.

3. ° Supongamos ahora que X<^A, y Zy /?; y ten dré­
neos por ejemplo A==X+a (15); y B=Z—<¡ (16); loque 
nos dará A.B—X.Z=o.Z~ SJ-aS (17).

Aquí no se puede asegurar nada en general sobre, sí ei pro­
ducto A.B será mayor ó menor que X.Z; pero lo que si sa­
bemos es que dicho segundo miembro, ha de ser menor que el se­
gundo <le la ( ec. 3 ) que consta de loa mismos términos, pero In­
dos positivos; y como hemos demostrado ( I.") que el segundo 
miembro de la (ec. 3) puede llegar á ser menor que cualquier
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cantidad dada, con mas razón lo podrá llegará sor el de la 
(ec. 17), que es menor; y como lo mismo demostraríamos del caso 
en que A<X y B>Z, resulta L. 3.° Q. I). I).

Esc. 4° Hemos supuesto en la proposición anterior, 
que Ay B eran cantidades constantes; pero si una de 
ellas ó las dos fuesen también variables, tales que, al va­
riar, se fuesen acercando á los valores de las otras dos, 
con mas razón se verificaría la proposición; por lo cual 
se puede establecer, en general que : si cuatro cantida­
des son tales que dos de ellas se pueden acercar respecti­
vamente al valor de las otras dos á un mismo tiempo tan­
to como se quiera, el producto de las dos primeras se po­
drá acercar tanto como se desee al producto de las 
otras dos.

232 Guando una cantidad variable se puede acercar 
í otra constante tanto como se quiera, de manera que la 
diferencia entre ellas pueda llegar ¡í ser menor que cual­
quier cantidad dada, pero sin que jamas puedan llegar á 
ser iguales, se llama á la constante limite de ¡a variable.

En la idéa de límite estdn comprendidas esencialmen­
te dos: la primera, que la cantidad se pueda acercar al 
límite tanto como se quiera; y la segunda, que jamas 
puede llegar á serle igual.

Por esta causa Á y B (§230) son el límite de X; 
y aquella proposición quiere decir, que si dos cantida­
des son límite de una tercera, son iguales entre sí. igual­
mente (§231) A es el límite de X, y B el de Z\ 
y dicha proposición quiere decir, que si dos variables al 
crecer ó menguar, se acercan respectivamente ú sus lí­
mites, la relación de estos es la misma que la de las 
variables.

Igualmente, la proposición del (esc. 3.°§23i) quie­
te decir, que: si dos variables se acercan respectivamen­
te á sus límites, el producto de dichas cantidades se acer­
ca también al producto de sus límites.

233 Toda cantidad variable tiene dos límites: uno 
verdadero que es o, y otro que es un límite considerado, y 
se representa por £.

En efecto , si * es dicha variable, y á cada variación se va 
c<i"v"'tiendo en ser la mitad ó menor que la mitad, al cabo de
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cinto tiempo llegará á ser menor que cualquier cantidad da- 
da, por pequeña que sea, y por lo mismo la diferencia entre * 
y O podrá llegar á ser menor que cualquier cantidad dada. Per 
oirá parte, x jamas llegará á ser cero, mientras permaneze» 
cantidad ; luego el 0 tiene las dos circunstancias esenciales al li­
mite, y por lo mismo es el limite de las cantidades que decrecen.
k’1 o 1 ,.Abora, si en la espresion — ó — , la a: va disminu­

yendo — A — irá aumentando ; y como x puede dis-
* * a , 1

minuir tanto como se desee , resulta que — ó — podra
¿C

llegar á ser mayor que toda cantidad asignable; pero x, al dis­
minuir, se va acercando continuamente á su limite 0; luego

la espresion — ó — se irá acercando continuamente á
xx

" ó __ • que es el limite de ¡as cantidades que crecen.
0 0

Esc. Este límite, no es verdadero, y por eso hemos dicto
que solo es un limite considerado; porque no contiene la segun­
da propiedad del límite; en electo, no se puede suponer que sien­
do Z una variable,que va creciendo, le falta para llegar a set 
i la cantidad K; porque entóneos añadiendo á Z la K, de- 
brría ser Z+K=%-, y por consiguiente £ no podría csceder i 
Z+K, que es contra el supuesto de que ■§ puede, ser mayor (|U 
toda cantidad dada por grande que sea.

234 A la espresion $ se le suele dar el nombre tli 
infinito, y se señala con este signo co; de manera qui 
¿ é co representan una misma cosa.

Puesto que §=00, si quitamos el divisor ser

1=0x00; y dividiendo por 00, será —O j ^

que suministra otro medio de representar el cero; línut 
de las cantidades que decrecen.

235 La espresion 1—oxoo 6 orroxco, da a|C 
nocer que una cantidad cualquiera se puede suponer rt 
presentada por cero multiplicado por el infinito.

Si en vez de 00 ponemos su valor — ó S'1
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a axo 0
i—ox— ~-----yS1 en vez de cero sustituimoso o

, 1 00
era a—oxco=------xoo=----- : donde se ve, que tam-00 00 *
lien es símbolo de una cantidad cualquiera la espresion

-5- ó
o 00

236 Todos estos símbolos sirven para indicarnos, cuán- 
0 Jas circunstancias con que tratamos de determinar 
1a cantidad, son insuficientes para este objeto, por con- 

enir á cualquier cantidad en general. V. g. esta cuestión.
Un hombre, á quien se pregunta cuánto dinero tiene, 

•sponde: si al triplo de mi dinero añado 5 duros, ten- 
; dos veces la séptima parte de 21, mas cinco octavas 
artes de veinticuatro veces mi dinero partido por cinco, 
'énos un duro. ¿ Cuánto dinero tenía ?
Res. Llamando x á dicho número, tendré plantea- 
el problema en la siguiente ecuación:

2H-5=2X-
21

8 X
24*

: que practicando lo di-
7 0 5

10(150), tendré 3*—§x^-=fX2i—5— 1, ó
3-§x¥)=f><21—5-i, 5

ue da x—
fX2I—5 —I 

o a* ó

—e—r .6—5-1.
Wm 3-¥<r 3-3 o

Lo que mandiesla, que la cantidad ,x puede tener un valor 
siquiera. Para que no se eslrafle este resultado, se ejecutarán 
1 operaciones indicadas en el segundo miembro de la ecuación, y 
tendrá 3x+5=^~t-s^-x—i=6+3x— 1 =3;c+5; 
e quiere decir, que el triplo de dicho número mas cinco es igual 
n el mismo triplo mas cinco. Y como cualquier cantidad es igual 
mella misma, resulta que toda ecuación en que los dos miembros 
én representados por una misma cantidad, 110 puede servir para 
terminarla; y por lo mismo el cálculo debe indicar en el último re­
liado, que cualquier cantidad cumple conla circunstancia exigida. 
Esc. Esta clase de ecuaciones se llaman idénticas; y aunque 

‘ espresiones que se rcducei) á § pueden tener en general un va- 
' cualquiera, hay casos particulares en que 110 tienen mas de uno 
o y determinado, como verémos (II 172).
Tomo I. 44
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GEOMETRÍA.

'
PARTE PRIMERA.

Nociones preliminares.
m/m

237 'OTeometría es la ciencia que trata de averiguar 
las relaciones y propiedades de la estension, en cuanto 
terminada ó figurada. De consiguiente, entre todas las 
propiedades de los cuerpos, que hemos dado á conocer 
<¡ntr.), la Geometría so'lo considera la estension y la figu- 
■abilidad.

Para adquirir una idéa exacta de la estension, se obser­
vará que un cuerpo cualquiera, v. g. un libro, en cualquier 
paraje que esté, ocupa una parte del espacio; y quitado de 
allí, la parte del espacióse quedará donde estaba, la cual 
es la estension del libro.

Donde se ve, que el objeto de la Geometría no es la 
estension impenetrable del cuerpo, sintí la parte del espa­
cio que ocupa, en donde se pueden concebir colocados al 
mismo tiempo otros diferentes- cuerpos.

Todo cuerpo es estenso en tres sentidos diferentes, que 
se llaman dimensiones; cada una de estas tiene su nombre 
particular, relativo al modo con que se considerad cuerpo. 
Así, la dimensión que, al mirar un cuerpo, es la mayor 
se llama longitud; laque constituye lo ancho del cuer­
po, se llama latitud-, y la que constituye el grueso, altura
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4 profundidad, se llama profundidad ó grueso. Así, en el 
libro (fig. i ) visto de plano, lo que hay desde A á B es 
la longitud ; lo que hay desde B á D la latitud; y lo 
que hay 1 desde B á G su grueso; pero|si se rtiira el li­
bro de canto, por la parte DFGB , entonces se llamará 
longitud á la DB, latitud á la BG, y profundidad á 
la LAB, que ántesera la longitud.

238 Laestension de un cuerpo se llama también volu­
men ó cuerpo geométrico-, y aunque para constituirla son in­
dispensables las tres dimensiones, (5¡por mejor decir,aun­
que en laesteDsion de todo cuerpo existen simultáneamen­
te las tres dimensiones, sin embargo por medio de la abs­
tracción podemos prescindir de una, de dos y aun de las 
tres. Así, prescindiendo del grueso BG, queda sola la es- 
tension con las dos dimensiones, longitud AB, y lati­
tud BD , que es lo que se llama superficie.

Si en esta prescindimos de la latitud BD, quédala 
idéa de estension en sola longitud, que se llama linea; y 
si ahora prescindimos de esta longitud, no quedará abso­
lutamente nada de la estension; y á esta idéa que resulta, se le 
llama punto matemático. He. modo, que así como para for­
marnos idéa de la nada 6 de cero, es necesano prescindir 
de toda cantidad,igualmente para formarse una idéa cabal 
del punto, es necesario prescindir de toda estension; por 
manera, que punto matemático, y cero á carencia de toda 
estension, es una misma cosa. .

230 De todo lo dicho resulta: 1.° que la superficie no 
tiene nada de grueso, y que es el límite de los cuerpos; 
pues para formarnos su idéa prescindimos de él; pero si 
en vez de prescindir de una vez, suponemos que va dis­
minuyendo poco á poco, el cuerpo se irá acercando a la 
superficie, sin que jamas pueda confundirse con ella, 
hasta que el grueso se reduzca á cero, esto es, hasta 
que no haya cuerpo, que son las dos circunstancias del
límite (232). , . ,

2° Que la línea no tiene nada de grueso ni de an­
cho, y por lo mismo, es el límite de la superficie.

3° Que el punto no tiene ninguna dimensión, y es el 
límite de la línea, y de toda estension.

240 La línea se divide en recta y curva ;bnea recta es
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la que tiene todos sus puntos en una misma dirección (*) 
esto es, aquella que está dispuesta de tal manera, que co­
locándose en uno de sus estreñios, quedan ocultos todos sus 
puntos intermedios, como sucede en las alamedas puestas 
á cordel, y con los guias de un regimiento cuando esta'n 
alineados; tales son lasque queremos representar por las 

AB, BD, CD, etc.
Curva es aquella cuyos puntos no están todos en una 

misma dirección, como las DE, BG, etc.
241 La superficie se divide en plana y curva; se llama 

plana , aquella cuyos puntos están todos tan altos ó tan sa­
lientes los unos como los otros, según representa la ALDC; 
y curva, aquella cuyos puntos no están todos tan altos 
ó tan salientes los unos como los otros, según manifies­
ta la CDFE. Ademas, las superficies y líneas curvas, 
pueden ser cóncavas y convexas : las cuales toman estas 
denominaciones, según el aspecto bajo que se miran.

242 La Geometría tiene tres partes; la 1? trata de las 
líneas; la 2? de las superficies; y la 3? de los volúmenes.

En la 1? parte se supone que todas las líneas están tra­
zadas sobre un plano matemático, que es una superficie 
plana (241) que concebimos sin límites, y con tal perfec­
ción cual no existe en la naturaleza; porque, siendo poro­
sos todos los cuerpos, donde hay un poro, existe un bo­
yo, y en su inmediación lia y eminencias. Por esta causa, 
en la práctica procuramos elegir, para trazar las líneas, 
aquel piano físico que mas se aproxime á la superficie plana, 
cual la hemos descrito (241). De aquí se deduce, que se

(‘) Al dar esta definición en el párrafo 338 del T. I parte 2." de mi 
Tratado Elemental, que contiene la Geometría , hemos puesto una nota 
en que manifestamos ía exactitud de esta definición , c insertamos todas 
las demas definiciones que se han dado acerca de la línea recta , manifes­
tando los vicios de que adolecen. Ahora tengo la satisfacción de anunciar 
que se va adoptando en Europa nti definición ; de lo cual es una prueba 
nada equívoca el que , en el tomo 2.° del Diccionario de matemáticas, 
impreso en París en marzo de 183G , por uno Sociedad de antiguos discí­
pulos de la i!¡cuela Politécnica, bajo la dirección de A. S. de Montferrier, 
en el artículo punto , página 337, se dice lo siguiente.

•Asi es, que, fijando al punto su verdadera significación, podemos 
definir la línea recta , una linea , cuyos puntos se hallan todos en una 
misma dirección; y la línea, curva , una linea cuya dirección muda conti­
nuamente de un punto á otro. Definiciones que caracterizan de un modo 
exacto la naturaleza esencialmente diferente de estas líneas *
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puede también decir, que plano matemático es aquel á 
que se puede aplicar una recta, cual la hemos definido 
(240), de manera que coincida con él en toda su lon­
gitud.

243 Una recta queda determinada, en fijando dos de 
sus puntos. Porque la esencia de la línea recta, es que to­
dos sus puntos estén en una misma dirección; y como en 
la idéa de dirección solo entra la del punto ó parage A 
(fig. 2), de donde se parte, y la del punto d sitio B á 
que uno se dirige , se sigue que los puntos intermedios de­
ben quedar cubiertos por los estremos A y B; y los 
que se supongan á la izquierda de A le deben cubrir; 
como igualmente los qne se pongan á la derecha de B, 
deben quedar cubiertos por él. Pero este conocimiento ha 
provenido solo délos dos puntos A y B; luego dos pun­
tos determinan la posición de una recta.

244 Un punto no es suficiente; porque desde un punto 
0 se puede ir á todas partes; y en el mismo punto O 
pueden concurrir todas las direcciones que se quieran.

Cor. i.° Desde un punto A á otro B (fig. 3) «o 
se puede tirar mas de una línea recta,-, pero sí infinitas 
curvas. Porque si se pudiese tirar mas de una recta, no 
bastarían dos puntos para fijar su posición; pero no yendo 
en línea recta, se podrá ir de A á B por ACB, ó por 
ADB, ó por AEB etc.

Cor. 2.0 La distancia entre dos puntos se dele medir 
por una recta-, porque es Ja única que sé puede tirar de su 
especie.

Cor. 3.0 Dos rectas no pueden encontrarse mas que 
en un punto-, porque si se encontrasen en dos, se confun­
dirían en una sola; y de consiguiente no habría dos rec­
tas, que es contra el supuesto.

Cor. 4.0 Otando una recta tiene dos puntos en un pla­
no, toda ella se halla en el mismo plano-, pues si no lo es­
tuviese , concibiendo una recta en dicho plano que pasase 
por los dos puntos espresados, habría dos rectas diferentes 
con dos puntos comunes; lo que (cor. 3.0) no puede ser.

245 Por suponerse las rectas tiradas en un mismo 
plano, y no tener este límites, inferimos que cuando se 
necesite, se podrán concebir prolangadas ó acortadas la-*
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líneas; y que en siendo rectas, se podrán superponer, (le 
manera que se ¡confundan en un todo si son iguales, o 
en aquella parte que tengan de común; y recíprocamen­
te, si al superponer dos rectas, se confunden sus estre­
ñios, se habrán confundido en toda su longitud, y de con­
siguiente serán iguales.

Esc. Se dice, que dos líneas tienen una común medida 
ó que son comensurables, cuando ambas contienen á una 
tercera de su misma especie un número exacto de veces.

246 Entre la infinidad de curvas, que puede conce­
bir nuestra imaginación, la Geometría elemental súlo con­
sidera la circunferencia de circulo, que es una linea cur­
va reentrante, cuyos puntos distan todos igualmente de 
uno que se halla en su mismo plano, y se llama su centro: 
tal es (fig, 4) la AEBD, cuyo centro es C. El espacio 
ó superficie que encierra la circunferencia se llama cir­
culo. Las rectas CA, CE, etc. que desde el centro van 
á parar á la circunferencia, se llaman radios; los cuales 
son todos iguales por medir (244 cor. 2.0) la distancia 
déla circunferencia al centro, y ser dicha distancia una 
misma en todos los puntos.

Toda línea DCE, que pasando por el centro termi­
na con sus estreñios en la circunferencia, se llama diá­
metro ; por consiguiente el diámetro es igual á dos radios 
ó al duplo de uno-, y como todos los radios son iguales, 
también lo serán todos los diámetros.

Esc. Para tirar rectas y describir circunferencias, se 
emple'a la regla y el compás, cuya construcción y uso se 
entiende fácilmente con la esplicacion del Profesor.

247 Se llama arco una porción cualquiera de la cir­
cunferencia; así, la parte BFD es un arco, y la parte 
DAEB es-otro arco; toda recta BD, que desde un es- 
trcmo de un arco va á parar al otro, se llama cuerda del 
arco; por manera, que BD es cuerda, tanto del arco 
BFD como del DAEB; y se llama sajita del mismo 
arco, á la parte FG del radio FC, interceptada entre 
el punto medio de dicho arco y la cuerda. Se llama sec­
tor de círculo, al espacio CBFD, comprendido por dos 
radios y un arco; y se llama segmento, al espacio com- 
prenUdo entre una cuerda v su arco, tal es el BDr
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Siempre que se hable de arcos ó cuerdas, se entiende de 
los menores.

Cuando dos circunferencias ABD, ahd (fig. 5), tie­
nen un mismo centro C, se dice que son concéntricas-, 
y cuando tienen diferentes centros, se llaman escéntricas.

El espacio ABDítóa, comprendido entre dos cir­
cunferencias conce'ntricas, se llama corona ó anulo.

248 Teór. Dos circunferencias concéntricas no se 
pueden encontrar sin confundirse en una sola.

Dan. Porque ó sus radios son iguales ó desiguales: si son igua­
les, lodos los puntos de la una se confundirán exactamente con 
los de la otra,y por lo mismo se habrán confundido en una sola. 
Si los radios son desiguales, la que tenga menor radio estará to­
da dentro de la otra, habiendo siempre entre ellas una distancia 
igual á la diferencia de los radios. Luego dos circunferen­
cias etc.

Cor. De donde se deduce, que si dos circunferencias 
tienen un mismo radio serán iguales; y colocada la una 
sobre la otra, de manera que se confundan sus centros, 
se confundirán todas ellas.

249 Teor. El diámetro divide al círculo y á/ la cir­
cunferencia en dos partes iguales.

Espl. Sea el círculo ABDE (fig. 6); digo que si se 
dobla por el diámetro AD, la parte AED caerá exac­
tamente sobre la ABD; y habiéndose co nfundido se­
rán iguales.

Dan. Si la paite AED no cae sobre ABD, caerá ó por 
mas arriba ó por mas abajo. Si cayese por mas arriba, y estuvie­
se representada por AND, tirándola NC, esta sería un radio 
del círculo, y por consiguiente igual con BC, radio también del 
mismo círculo; lo que es absurdo, por ser NC todo y BC parte 
suya; luego 110 se. puede-suponer que caiga por mas arriba. Si cae 
por mas abajo, y se representa por AMD, tirando la MC, se­
rá un radio del círculo, y por consiguiente igual con BC, lo 
que. también es imposible; luego no puede caer por mas abajo. 
Luego si no puede caer ni por mas arriba ni por mas abajo, se 
habrán confundido y serán iguales. L. Q. D. D.

Esc. En el plano donde se halla trazado un círculo 
no hay ningún punto, dentro ni fuera de la circunferencia 
que diste del centro una magnitud igual con el radio-, o lo 
que es lo mismo la circunferencia pasa por todos los pun-
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tos que en el plano donde ella está trazada, distan del 
centro una magnitud igual con el radio.

Porque si supusiéramos que N ó M distaban del 
centro una magnitud igual con el radio, se tendría 
NC=BC, ó MC=:BC; lo que es absurdo.

250 Guando dos líneas AB, AG (fig. 7) se encuen­
tran en un punto A, se llama ángulo i la abertura ó in­
clinación que tienen entre sí; el punto A donde se en­
cuentran, se llama vértice-, y se llaman lados las dos li­
neas AB, AG, que le forman.

Guando un ángulo está solo, se enuncia nombrando 
la letra del vértice; pero cuando en un mismo punto se 
forman varios ángulos, se leen las tres letras, pronuncian­
do siempre en medio la del vértice: así, el de la (fig.7) 
se leerá BAG ó CAB.

Es mas sencillo aun poner una letra miniiscula dentro, 
y pronunciarla sola; así el mismo ángulo se leerá con 
mas sencillez el ángulo n.

Si se prolonga la CA hasta D, la” AB formará con 
la parte prolongada AD el ángulo BAD ó m, cuyos 
dos ángulos BAC, BAD ó n,m, se llaman ángulos con­
tiguos o adyacentes.

Como, ya se prolonguen ó acorten las rectas AB, AC, 
su dirección no se altera (245), resulta que la inclina­
ción que tienen entre sí no varía; por lo que la canti­
dad de un ángulo no pende de la longitud de sus lados 
sinó de su inclinación.

Cuando los lados del ángulo son líneas rectas, se lla­
ma rectilíneo ó ángulo plano-, cuando curvas curvilíneo, 
como DAG (fig. 3); y cuando uno de los lados es una 
línea recta, y el otro una curva, se llama mistilíneo, 
tal es el GAB.

251 Teor. Dos ángulos iguales se pueden superponer 
de modo que se confundan.

Espl. Si el ángulo bacrrBAC (fig. 8), y se coloca 
el uno sobre el otro, de mahera que el vértice a caiga 
sobre el A, y ac sobre AG, digo que ab caerá so­
bre AB, y quedarán confundidos en uno solo.

Dcm. Si esto 110 se. verifica, la ab caerá por mas arriba fie 

la AB, ó por mas abajo. Si cae por mas arriba y toma la tli-
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reccion AN, se tendrá que bac estará representado por NAC 
á será igual con él; y como por el supuesto bac=BAC, será' 
(iutr. ax. 5.°) NAC=BAC, lo que es absurdo: pues NAC es 
todo y BAC parle suya¡ luego la cib no puede caer por mas 
arriba de AB.

Si cae mas abajo, y se representa por A\I, se tendrá 
MAC=lac: y como por el supuesto BAC=6ac, será 
MAC=BAC; lo cual siendo también absurdo, por ser MAC 
parle y BAC todo, manifiesta .pie no puede caer por masaba- 
jo, Luego se confundirán. L. Q. D. D.

Esc. Recíprocamente, si dos ángulos son tales que 
puesto el uno sobre el otro, se confunden exactamente, se­
rán iguales-, pues para formarnos la idéa de la igualdad 
ó desigualdad de dos cosas, siempre recurrimos á la su­
perposición. Ademas, advertimos que siempre’que diga­
mos de dos cosas, que son iguales, han de ser tales que 
se puedan superponer, como sucede con un duro que se 
puede superponer á otro duro, y no se ve mas de uno 
si están hechos con un mismo cuño; y cuando una cosa 
valga tanto como otra, pero que puesta la una sóbrela 
otra no Se ajusten exactamente, como sucede con un du­
ro y dos medios duros ó cinco pesetas, las llamaremos 
equivalentes.

252 Cuando una recta DC (Gg. 9) forma con otra AB 
los dos ángulos adyacentes DCA, DCB, iguales entre sí, 
cada uno de dichos ángulos se llama recto, y la línea DC 
perpendicular a la AB; de manera, que una recta es 
perpendicular á otra cuando forma con ella dos ángulos 
iguules, ó cuando cae sin inclinarse mas hacia un lado que 
hacia otro.

Todo ángulo BCK, menor que uno recto, se llama 
agudo-, todo ángulo ACK, mayor que uno recto, se lla­
ma obtuso ; y se llaman ángulos opuestos al vértice los que 
estando formados por dos rectas que se cruzan, tienen 
sus vértices opuestos, ó los que los lados del uno son pro­
longación de los lados del otro, como AODyCOii i-j'I 
y AOC y DOB. \ e, ¿h

Toda recta CK (Gg. 9) que forma con otra dos án­
gulos desiguales, se llama oblicua respecto de ella.

253 J eor. Toáoslos ángulos rectos son iguales entre si.
Tomo I, 45



354 geometría.

Espl. Sea DG perpendicular á AB , lo que supo­
ne (252) que los ángulos DCA, DCB, son rectos é igua­
les entre sí; y sea HG perpendicular á EF, lo que 
también supone que los ángulos HGE; HGF, son rec­
tos é iguales entre sí; pues voy á demostrar que estos 
últimos son iguales con los primeros.

Construcción. Tómese AC=EG, CB==GF, y se tendrá 
AB=KF; coloqúese la EF sobre la AB, de modo que se. con­
fundan sus estreñios, en cuyo caso el punto G, estreno de EO, 
caerá sobre e) punto C, cstremo de su igual AC; y digo que la 
línea Gil caerá sobre la CD.

Dcm. Porque si esto no se verifica, el lado GH caerá fue­
ra del CD; si suponemos que tenga la dirección CIv, será 
ACK=KCB, por ser estos ángulos los que representan á los 
EG1I, HGF,- iguales por el supuesto; pero esto es un absurdo, 
porque siendo también por el supuesto ACD==DCB, no se pue­
de verificar que ACK que es mayor que AGI), sea igual con 
IvCB que es menor que DCB, (i que su igual ACD; luego 
110 se puede suponer que. la GH caiga fuera de la CD; luego 
caerá encima, y se confundirá EGII ron ACD, y 11GF 
con DCB; luego se tendrá' EG11=AC1) y FG11=BCD; que 
era L. Q. D. D.

a 5 4 Teor. Los dos ángulos juntos que forma una rec­
ta al caer sobre otra, valen dos ángulos rectos.

Espl. Si KG cae sobre AB de un modo cualquie­
ra, digo qne la suma de los dos ángulos ACK, KCB, con­
tiguos que forma con ella, equivalen á dos rectos.

Dcm. Concíbase la perpendicular CD, y tendremos que los 
dos ángulos ACD, DCB serán rectos; y como 
ACK=ACD+1)CK, se tendrá ACK+KCB=ACD-|-DCK+KCI1; 
pero DCK-fKCB componen el ángulo recto DCB, luego re­
sultará ACK-|-KCB=AGD-j-DCB=3rectos='7r , que era 
L. Q. D. D.

Esc. De aquí en adelante llamaremos tr á la suma de 
dos ángulos rectos, y por consiguiente ntr al ángulo 
recto.

Cor. 1? Si uno de los ángulos ACK ó KCB es rec­
to, lo será igualmente el otro; porque entre los dos han 
de valer dos rectos.

Cor. 2.0 Si una recta CD (ftg. 10) es perpendicu­
lar á otra AB, esta sJB lo será á la primera CD.
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Porque como la CD es perpendicular i AB, se tiene 
AEG— CEB por rectos; y como de ser el AEG recto, 
se deduce que su adyacente AFD también lo-lia de ser, 
resulta que la AE es perpendicular (252 ) á la CD.

De ser recto el ángulo CEB, se deduce que su con­
tiguo BED lo h<> de ser; luego cuando dos perpendicu­
lares se cruzan, forman cuatro ángulos rectos.

Cor. 3.0 Todos los ángulos ACF, FCD, DCE, ECB, 
que se forman (íig. 11) en un punto, hácia un mismo la­
do de una recta .'IB, valen juntos dos ángulos rectos ó 
ir; y todos los ángulos ACF, FCD, DCE, ECB, BCP, 
PCN, NCM, MCA, que se pueden formar al rededor de 
un punto C, no valen mas ni menos que cuatro rectos 
ó 2ir.

255 Un ángulo es suplemento de otro, cuando es lo 
que le falta para dos rectos; así, KCB (hg. 9) es su­
plemento de ACIÍ, y al contrario. Y un ángulo es com­
plemento de otro, cuando es lo que le falta ú sobra pa­
ra un recto; así, el ángulo KCD es complemento de 
cada uno de los dos AGIC y KCB: del primero por es- 
ceso, y del segundo por defecto. De donde se deduce, que 
los ángulos que tienen un mismo suplemento ó suplementos 
iguales, son iguales: y los que tengan un mismo comple­
mento , solo serán iguales cuando los complementos sean 
ambos por esceso ó por defecto.

256 Tcor. Si dos rectas tiradas al estremo de otra 
forman con ella dos ángulos que juntos valgan dos rectos, 
dichas dos rectas son una sola y misma recta.

Espl. Sean AG y BC (fig. ) 2) dos rectas tiradas 
por el estremo C de la CD, de modo que ACD-t-DCB-ir; 
digo que dichas dos rectas AC y CB son una sola y mis­
ma recta, d que la CB es prolongación déla AC.

Dcm. Si esto no se verifica, la recta AC prolongada caerá 
(i por mas arriba ó por mas abajo de la BC. Si la prolongación 
de AC fílesela CE, tendríamos (§ 254) ACD+DCE—ir; 
y como por el supuesto ACD+DCBs^ff, será (intr. a.r. 5. ) 
ACD+DCE=ACD+DCB; y quitando el ángulo común ACD, 
queda DCE=DCB: lo que es absurdo, por ser DCE parle y
DCB lodo; luego la AC prolongada 110 puede caer por mas
arriba de la CB.

O
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Si dicha prolongación fuese la CF, se tendría ACD+DCF=ff- 
y como por el supuesto ACDrfDCB=ir, serta
ACD+DCF=ACP+DCB, de donde quitando ACD, quedará 
DCF=DCB, que tampoco puede, ser; luego si la AC prolongada 
no puede caer por mas arriba ni por mas abajo de la CB, cue­
ra encima, y dichas rectas AC, CB, serán una sola y misma 
recta. L. Q. D. D.

257 Teor. Los ángulos opuestos al vértice son iguales.
Espl. Sean las dos rectas AB, CD (íig. 13), que se

corten en el punto 0; digo que el ángulo AOD=COB, 
y que DOB=AOC.

Dcm. Si consideramos que la DC cae sobre la AB, será 
(§ 254) AOD-t-DOB=7r; y suponiendo que la BA cae sobre 
la 1)(., se tendrá COB*fBOD=ír; luego (intr. ax. 5.°) 
AOD+DOB=COB+BOD; y quitando el ángulo común DOB, 
quedará AOI)=COB; del mismo modo se demostrará que 
DOB=AOC, que es L. Q. D. D.

258 Se llama triángulo rectilíneo, ó simplemente trián­
gulo, el espacio cerrado por tres líneas rectas, que se lla­
man lacios del triángulo.

Los’triángulos, con relación á sus lados, se dividen 
en equiláteros, isósceles y escalenos-, y con relación á sus 
ángulos, en rectángulos y oblicuángulos. Triángulo equi­
látero es el que tiene sus tres lados iguales, como ABC 
(%• M); isósceles el que tiene dos lados iguales, como 
ABC (fig. 15 ); y escaleno el que tiene sus tres lados desi- 
iguales entre sí-, como ACB, (fig. 16). Es rectángulo un 
triángulo cuando tiene un ángulo recto, como ACB 
(%• 17)? y es oblicuángulo cuando no tiene ningún án­
gulo recto. Este se llama ob tus ángulo, cuando tiene un 
ángulo obtuso,como ACB (fig. 16); y acutángulo, cuan­
do sus tres ángulos son agudos, como Al.C (fig. 14).

En el triángulo rectángulo, el lado AB (fig. 17) opues­
to al ángulo recto, se llama hipotenusa-,y los otros dos la­
dos AC, BC, catetos.

En general, se llama ¿ase de un triángulo al lado so­
bre que se considera insistiendo; pero cuando el triángu­
lo es isósceles, se llama base el lado que no es igual con 
ninguno délos otros. La recta que se baja perpendicular­
mente á la base ó á su prolongación, desde el ángulo 
opuesto, se llama altura-, así las rectas AC son las ba-
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ses en las (íigs. 15 y 16), y las BD las alturas; cuando 
en un triángulo rectángulo (fig. 17) se considera por ba­
se un cateto AC, la altura es el otro cateto BC.

259 Teor. Dos triángulos son iguales, cuando los tres 
lados del uno son iguales respectivamente á los tres lados 
del otro, esto es, cada uno al suyo.

Espl. Sean los dos triángulos ABC, abe (fig. 18), 
en que se supone ÁB=a¿, AC=ac y BC=¿e; digo 
que sus tres ángulos también son iguales; esto es, 

A=¿¡, T>—b y C=c.
Constr. Haciendo centro en A con un radio AC—ac, 

trácese el arco mrr, y haciendo centro en i) con 
BC=bc trácese el arco op.

Dcm. Concíbase superpuesto el triángulo abe sobre el 
ABC, lele manera que el lado ab se confunda con AB: en lo 
cual mi habí á dificultad ( 24'>) por ser AB=«¿; con lo cual 
el puní c estremo de «c=AC, caerá en algún punto (249 esc.) 
del arci mn; y por ser 6c=BC, el estremo c del lado be 
caerá también en algún punto del arco op\ pero los dos lados 
ac,bc, tienen su estremo en el punto común c, luego este mis­
mo pinto será común á los dos arcos rnn, op; luego será su 
punto le intersección; pero su punto de intersección se halla en 
C, punto donde se. encuentran los lados AC y BC del trián­
gulo ABC; luego el punto c, estremo del lado ac, se. habrá 
confundido con C estremo de AC; y como el punto o se ba­
hía coifundido con A, resulta (245) que todo el lado ac se 
habrá confundido con AC; por la misma razón el lado be se 
habrá confundido con BC; y habiéndose contundido sus tres 
lados, se habrán confundido también sus tres ángulos (2al esc..); 
es decir, que se tendrá A—a, B—C=p, que era L. Q. D. 11.

Esc'. Se debe advertir que los ángulos que resultan 
iguales, son los que en cada triángulo se oponen á los 
lados iguales.

260 Teor. Dos triángulos son iguales, cuando tienen 
un ángulo igual, formado por dos lados, que en el un trián­
gulo son respectivamente iguales á los lados del otro trián­
gulo. 

Espl. Sean ABC, abe dos triángulos , en que
tenga AB=aZ>, AC=ac, y el ángulo en A= alen 
digo que dichos triángulos son iguales.

Ec/n. Concíbase superpuesto el triángulo abe sobre el

se 
a;

ABC
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di- manera que el vértice a raiga sobre A, y el lado ab sobre AB, 
con lo que el lado ac caerá ( 2 5 1 ) sobre AC. Ahora, por ser
0/,_AB y partir estas rectas desde un misino punto A, el pun­
to b caerá sobre B; y por la misma razón el punto c caerá 
sobre C. Pero b v c no solo son eslrrmos de ab y de ac, si­
no que lo son'también del lado be; luego se han confundido los 
est,vinos del lado be con los de! BC¡ luego ( 245 ) Indo el la­
do be lia coincidido ron el BC; y bibiéndose confundido sus 
tres lados, serán iguales dichos triángulos. L. Q. P>. 1).

261 Teor. Dos triángulos son iguales, cuando tienen un 
lado igual á un lado, adyacente á dos ángulos iguales.

Espl. Sean los dos triángulos ABC, abe, en que se 
supone el ángulo A—a, el B=Z>, y el lado Al», ad­
yacente á los ángulos A, B del primero, igual al ab 
del segundo; digo que estos triángulos son iguales.

Ucm. Concíbase superpuesto el triángulo abe sobre el, ABC, 
de manera que el lado ab caiga sobre AB , lo cual se piude ha­
cer, porque o6=ÁB; hecho esto, el lado be tomará (2» 1) la 
dirección del lado BC, por ser el ángulo B=6¡ y por 1; mis­
ma razón el ac tomará la dirección del AC. Ahora, co no las 
rectas bc,ac, y BC, AC, se corlaban áutes de superponerse, y 
la superposición no altera en nada la naturaleza de los triángulos, 
resulta que también so collarán después; y como dos rocas no 
pueden encontrarse (244 ror. 3.°) mas que en un punto, se si­
gue, que habiéndose confundido las be, ae. con las BC, -'C, el 
punto do intersección c «le las primeras, se habrá confundido 
con el punió de intersección C de las segundas ; luego se he con­
fundido el triángulo abe con el triángulo ABC, y será igual 
con él. L. Q. D. D.

262 De lo dicho se infiere, que con cualesquien da­
tos que satisfagan á lo demostrado en los tres teoremas 
anteriores, se podrá formar un triángulo igual á otra da­
do; y ademas se podrán resolver estos problemas.

263 i.° En un punto a (fig. 19) de una recta ab, for­
mar un ángulo bae igual con otro dado BAC.

lies, y Dern. Haciendo centro en a con un radio cualquie­
ra ap , trácese un arco indefinido prqs; haciendo centro en A 
con el mismo radio, se trazará un arco PKQ, basta que en­
cuentre á los lados del ángulo CAB; con la cuerda PQ • del 
arco PBQ, haciendo centro en p, se trazará un arco ux; 
por el punto de intersección </ y por o, tíresela recta o'/, y
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SR ,-á el ángulo en6=CAB. Porque, si concebimos las cuer­
das pq, PQ, que. son iguales por construcción, los triángulos 
AQP, aqp, serán iguales (259), y por lo mismo el ángulo en 
a= al en A.

264 2.0 Dado un ángulo CAB, dividirle en dos 
partes iguales.

lies, v Dan. Haciendo centro en A con un radio cualquie­
ra AP, trácese entre sus lados un arco PBQ; haciendo cen­
tro en sus eslremos P y Q, con un radio cualquiera, trácense 
dos arcosque se crucen en T; por A y T, tírese la recta Ai, 
la cual dividirá el ángulo propuesto en las dos partes iguales 
QAT , y TAP. Porque si se conciben los radios P'J', QT, los 
triángulos QAT, TAP, serán iguales (2 59).

265 Teor. En un mismo triángulo, ó en triángulos 
iguales, á lados iguales se oponen ángulos iguales-, ó lo 
que es lo mismo, en un triángulo isósceles los ángulos de 
la base son iguales-, y ai contrario , si dos ángulos de un 
triángulo son iguales, los lados opuestos también lo serán, 
ó el triángulo será isósceles.

Espl. Sea en el triángulo ABC (fig. 15), AB=BC; 
digo que se tendrá el ápgulo ACB= al BAC; y sise 
supone ACB=BAC, será AJ3=BC.

Dan. l.° Por el vértice B y el punto D, medio del la­
do AC, concíbase tirada la DB, y resultará que los triángu­
los ADB.BDC serán iguales (259) ; luego los ángulos en A 
y en C, opuestos al lado común BD, serán ¡guales. L. I o Q D. 1).

2.0 Si los lados BC , AB no son iguales, serán desiguales. 
Supongamos que BA sea el mayor; tomando en él una parte 
AÉ—BC, y concibiendo la CE, los triángulos AEC, ABC, 
tendrán el lado AC común, el lado AE=CB por construc­
ción , y el ángulo EAC=ACB por el supuesto ; luego (260) se­
rán ¡guales , lo quees absurdo; porque el BAC es todo , y el 
AEC es su parle ; luego si los lados BA y BC no pueden ser 
desiguales, serán iguales. L. 2.° O. D. D.

Cor. Luego el triángulo equilátero es equiángulo y al 
contrario.

Esc. La igualdad de los triángulos ABD, BDC, prue­
ba al mismo tiempo que el ángulo ABDrrLBC, y que 
BDA=BDC; de donde se deduce (252) que estos dos 
últimos son rectos, y por consiguiente, que una recta ti­
rada desde el vértice de un triángulo isósceles al medio
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de su base, es perpendicular á esta base, y divide á su án­
gulo opuesto en dos partes ¿guales.

266 Teor. Si se prolonga uno de los lados de un trián­
gulo.1 el ángulo esterna es mayor que cualquiera de los dos 
internos opuestos.

Espl. Sea el triángulo ABC (fig. 20); digo que si se
prolonga uno de los lados BC, el ángulo ACD (que se
llama esterna por estar fuera del triángulo) es mayor que 
cualquiera de los dos BAC, ABC, opuestos á los lados 
que forman el esterno.

JJcrn. Pava demostrarlo, respecto del BAC, concíbase por B
y por el punto E medio de AC, la BE, y prolongada de
manera que la prolongación EF=BE ; únase el punto F con 
el C, y resollarán los triángulos ABE, FCE iguales ( 260); 
luego nos darán el ángulo BAE ó BAC=ECF; pero ACD>ECF, 
luego ACD>BAC.

Concibiendo en el lado BC una construcción análoga , se 
demostrará del mismo modo que BCK/>ABC; y como (§ 257) 
BCK=AC1) , resultará ACD>ABC, que es L. Q. D. D.

Cor. 1° Siendo BAC<ACD, añadiendo ACB, se­
rá BAC-t-ACB<ACD-i-ACB j pero ACD-t-ACB=7r, lue­
go BAC-+-ACB<7r; luego en todo triángulo la suma de 
dos ángulos es menor que dos rectos.

Cor. 2.° Luego en todo triángulo rectángulo ú obtusán- 
gulo, cada uno de los otras dos ángulos debe ser agudo.

Cor. 3.0 Desde un punto cualquiera C (fig. 21) , fuera 
de una recta AB, no se le puede tirar mas de una per­
pendicular CD ¡ porque si se le pudieran tirar dos, tales 
como CD, CE, en el triángulo CDE los ángulos CDE, 
CED, valdrían juntos dos rectos, lo que es imposible.

Cor. 4.0 La perpendicular es laque mide la verdadera 
distancia que hay desde un punto á una Línea; pues es la 
tínica que se puede tirar de su especie.

Cor. 5.0 Tampoco se puede tirar mas de una perpendi­
cular en un punto D de una recta AB-, porque si supo­
nemos que haya dos, tales como DC, DK, se tendrá 
que los ángulos KDA , CDA serán rectos, y por con­
siguiente iguales (253): lo que no puede ser, porque 
ADK es parte , y ADC es todo.

Cor. 6.° Si desde un punto C de una oblicua CE se
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laja una perpendicular CD Ai la AB, caerá hacia el 
ángulo agudo-, porque si cayese hacia el ángulo obtuso, el 
ángulo ABC no podría ser mayor que él.

■267 Teor¡ En todo triángulo al mayor lado se opone 
el mayor ángulo-, y al contrario, al mayor ángulo está 
opuesto el mayor lado.

Espl. Sea el tria'ngulo BAC (fíg. 22); digo que si el 
lado AC>BC, será el ángulo ABC>BAC; y sise 
supone ABC>BAC, será AC>BG.

JJcrn. l.° Tómese en el lado mayor AC una parte CD==BC, 
y tírese la líD : con lo cual el triángulo BDC, dará los án­
gulos n y m iguales (265) ; pero n>A por ser ci tcrno rn el 
triángulo AI51), luego también será m>A ; y como AllCy.111, 
con mas razón será ABC>BAC , que era L. 1,° O. I). D.

2.° Si no es AC>BC, será AC igual ó menor que BC.
Si AC=BC, resultará por lo demostrado (265), que ABC=BAC, 

que es contra t i supuesto; tampoco puede ser menor , porque 01;- 
lotices el ángulo ABC serta menor que el BAC , que es tam­
bién contra el supuesto; luego si 110 puede ser AC= ni <BC, 
será AG>BC, que es L. 2.° Q. D. 1).

268 Teor. La suma de dos lados de un triángulo es 
mayor que el tercero.

Espl. Sea BCA (fig. 23) un triángulo cualquiera; 
digo que BA-t-CA>BC.

Constr. Haciendo centro en B y con un radio igual 
al lado mayor BC, trácese el arco CED, hasta que en­
cuentre aliado BA prolongado, y tírese la cuerda DC.

Dan. Las rectas BC y BD son iguales por radios de nú 
mismo círculo; luego (265) en el triángulo CBD el ángulo 
i)CB=s ; pero el ángulo r<DCB por. ser parle suya ; luego 
también será r<jg. Luego en el triángulo DCÁ el ángulo 
S>r, v por lo misino (267) el lado CA>i)A. Si á estas, can­
tidades desiguales añadimos una misma cantidad AB, también 
permanecerán desiguales, y-se.lenilpá CA-fAB^>UA-f AB; y (ti­
mo DA+AB=BD=BC, se sigue que CA+AB>B¿, que 
era L. Q. D. D.

269 Teor. Si desde un punto cualquiera dentro de un 
triángulo, se tiran rectas á los vértices de dos de sus án­
gulos, la suma de estas rectas será menor que la de los 
lados del triángulo opuestos á los ángulos : y el ángulo que

Tomo í. 4*>
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formen dichas rectas, será mayor que el ángulo que for­
men dichos lados.

Espl. Sea el triángulo ABC (fig. 24) • digo que si 
desde un punto D, fclcgido dentro, se tiran dos rectas DE, 
DC, á dos ángulos cualesquiera B. C, se tendrá 
BD-t-DC<AB-t-AC; y que BDC. o'el ángulo en o>/«.

Dcrn. l.° Prolongando mía cualquiera de las (los rectas, tal 
como BD, hasta que vaya á encontrar al lado opuesto AC, se 
tendrá ( § 268 ) BA+ÁE>BE: y añadiendo EC, será 
UA+AE+EC>BE+EC, ó reduciendo será 

BA+AC>BE+EC ( k).
Ahora, el triángulo DEC dará DE+EC)>DC; y añadien­

do BD, se tendrá BP+DE+EG^BD+DC ; ó por ser 
BD+DE=-BE, resultará BE+EC>BD+DC.

Y como antes (k) teníamos BA-|-AC^>BE-fEC, con m:.s 
razón se tendrá BA-4-AC>BI)+DC , que era L. 1“ Q. I). I).

2.° El triángulo BAE da (266.) el ángulo 7i>m; y ¡Hu­
ía misma razón el triángulo DEC dará el ángulo o)>/2; luego 
con mas razón , que es L. 2° Q. D. D.

270 Teor. Si desde un punto á otro se tira una recta 
y una curva, la recta es mas corta que la curva.

Espl. Si desde el punto A (fig. 25) al punto E, se 
tírala recta BA y la curva AJDCB, digo que AI)CB>BA.

Dan. Desde A y 11 tírense á un punto cualquiera C de la 
curva, las rectas AC y DC, y se tendrá (§ 268) AC-\CByAD; 
y si desde, los puntos Cy A se tiran á uno cualquiera D inter­
medio del arco AC, las AD, DC, se tendrá también 
AD+DCyAC-, que añadiendo CB, da AD-\-DC+ CB>siC~-CB; 
y si volviéramos á tirar rectas á los puntos intermedios de losar- 
eos AD , DC etc., el conjunto de rectas que resultase sería ma­
yor que el AD+DC+ etc. , pues la suma de cada dos rectas 
siempre sería mayor que su correspondiente; pero este conjunto 
de rectas , al paso que crece, se aproxima á la curva ADCI1, 
por tener mas punios comunes con ella , y hallarse, entre el con­
junto anterior y la misma curva; luego la curva será mayor (227) 
que cada uno de estos conjuntos ; y como cualquiera de estos es 
mayor que. AB , con mas razón será la curva ADCCyAl!, 
que es L. Q. D. D.

Cor. Luego la línea recta es la mas corta de todas 
cuantas se pueden tirar desde un punto á otro.

271 Teor. Si desde un punto á otro se tira una recta,
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y diferentes curvas, que sean cóncavas o convexas hacia 
un mismo lado, la curva que mas se acerque á la recta se* 
ni ¡a mas corta.

E<pl. Si desde el punto A al punto B (fig. 26), se 
tira la recta AB y diferentes curvas ACB , ADB, la 
ACB que mas se acerca á la recta AB, es la mas corta

Dcm. Concíllase por el punto C la recta MN, tal que so­
la tenga el punto C común con la curva interior ACI1 , estando 
toda ella fuera, y en virtud de lo demostrado (27 0) se tendrá 
M1)N>MN ¡ y añadiendo AM+NB, resultará 

MDN+AM+NB>MN+AM+NB ; 
pero el primer miembro MDN-fAM+NB=curvaADB, y el 
segundo MN+AM -¡-NB = conjunto AMNB ¡ luego ADB>AMNB.

Concíbanse ahora por los puntos P y U, tomados entre C 
y A y entre CyB, las rectas R$ y TQ con las mismas cir-* 
constancias que la MN, y se tendrá (§ 270 cor.)

RM+\1S>R'S, TN+NQ>TQ ;
y sumando ordenadamente resultará

RM+MS+TN+NQ>RS+TQ.
Añadiendo á ambos miembros la cantidad AR+ST + QB, 

será R\I+MS+TN+NQ+AR+ST+QB>RS+TQ+AR+ST+QB; 
pero el primer miembro = conjunto AMNB, y el segundo 
=ARSTQB¡ luego AMNB>ARSTQB , y con mas razón será 

A1)B>ARSTQB.
Y como si se tirasen rectas por los puntos intermedios de los 

arcos AP, PC, CU, etc. se demostraría del mismo modo, que el 
conjunto de rectas que fuese resultando, sería menor que el ante­
rior ARSTQB, y así sucesivamente, se sigue que con mas 
razón la curva ADB será mayor que cualquiera de estos conjun­
tos; pero estos conjuntos de rectas, al paso que menguan , se van 
acercando á la curva ACB, por tener mas puntos comunes 
con ella y estar cada conjunto entre la curva y el conjunto an­
terior ; luego (2 2 S) la curva ACB es menor que cualquiera de 
estos conjuntos, y con mas razón se tendrá ACB<ADB , que 
era L Q. D. D.

Cor. Puesto que la curva interior es menor que cual­
quier conjunto de rectas, cada arco de curva será menor 
que la porción de rectas correspondientes á dicho arco, ó lo 
que es lo misino arco Co!<; PS-t-CS.

272 Teor. Si dos lados de un triángulo son iguales á 
dos de otro, y el ángulo que forman es desigual, el lado

o
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opuesto al, mayor ángulo será mayo' que el que en el otro 
triángulo está opuesto al ángulo menor.

Espl. Sean dos triángulos ABC, DEF ( fig. 27 ), ta­
les que AC ;DF, AB=DE, y el ángulo BAC^EDF; 
digo que BC>FE.

Dein. Superpóngala! id triángulo D1ÍF sobre 1! I!AC, de 
manera que el lado DF se contunda con AC, con lo que el 
triángulo DEF vendrá á tener la posición di 1 AIvi , rayen­
do DE dentro del ángulo BAC por ser el ángulo FDE<üAC.

Aquí pueden ocurrir tres casos: l.° que el punto E caiga 
lucra del triángulo ABC como en E'.

2.° Que. caiga sobre el.lado BC como en II: y 3.° que cai­
ga dentro del triángulo como en K.

1. ° Si cae en E' será (§ 268)
E'G+GC>E'C, y AG+GB>BA¡ 

y sumando ordenadamente se tendrá
E'G-j-GC ,-AG-pGB>E'C-(-BA,

ó lo que es lo mismo E'A+BC>E'C+BA; y suprimiendo en 
ambos miembros E'A y BA , ,que son iguales por ser
E'A=DE=BA, quedará BC>E'C=EF.

2. ° Si E cae en'II, en el lado BC, se tendrá (ax. 4°)
BC>HC=FE.

3. ° E11 fin, si el punto E cayese dentro, v. g. en I\, se
tendría (§ 269) AB+BC>AK-t-KC ; y quitando AB y AK, 
que son iguales por ser DE=AK=:AB, quedará BC>KC=EF, 
que es L. Q. D. D.

Cor. .Recíproca mente, si dos lados de un triángulo son 
iguales á dos de otro; y el tercer lado desigual, el ángu­
lo opuesto en el triángulo donde el lado sea menor, será me­
nor que el del otro triángulo donde el lado es mayor. Por­
que no puede ser igual ni mayor.

273 Teor. Si desde un punto Juera de una recta, se 
tira una perpendicular y diferentes oblicuas: 1 ? la per­
pendicular será mas corta que las oblicuas; 2.0 las obli­
cuas que disten igualmente de la perpendicular, serán igua­
les-, y 3.0 la oblicua, que mas se separe de la perpendi­
cular, será la mas larga.

Espl. Si desde el punto A fuera de la FD (ílg. 28) 
se le tira una perpendicular AB, y diferentes oblicuas 
AE, AG, AD, se verificará: i.° que la AB será la mas 
corta de todas;. 2.° que las oblicuas AE, AC, equidis-
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tantes de k perpendicular AB, sari o iguales; y 3.0 que 
da las oblicuas AG, AD, la AD que mas se separa 
de la perpendicular, será la mas larga.

t.n Por sor ol triángulo ABC rectángulo rn I!, j 
sor el ángulo roclo ol mayor do un triángulo ( 9fifi cor. 2.°), se 
sigue (267 ) que el lado AC>AB, ó AB<YC, que es 
L. 1." Q 1). I).

2.0 Si BC=BE, los triángulos ABE, ABC, serán igua­
les ( 260); luego darán AE=AC, qne os L. 2.° Q. I). D.

3.0 Siendo el triángulo ABC, rectángulo en B, oí ángulo 
ACD, estonio do. dicho triángulo, será obtuso; pues ha de sor 
mayor (266) que ol interno y recto ABC; luego (266 cor. 2.°), 
el ángulo ACO es ol mayor del triángulo ACD, y por lo mis­
mo se le opondrá mayor lado ( 267 ); luego AD>AC, que era 
L. 3.° Q D. I).

Cor. 1.° Desde un mismo punto fuera de una recta no 
se le pueden tirar tres rectas iguales.

Cor. 2.0 Dos triángulos rectángulos son iguales, cuan­
do tienen iguales las hipotenusas y uno délos catetos, ó 
uno de los ángulos agudos: porque, primero, sean los 
triángulos ABC y DEF (fig. 29), en que se supone 
AC--DF y AB=I3E; digo que BC=EF; y por lo 
mismo estos triángulos son iguales (259).

electo, si colocamos el triángulo DEF sobro el ABC, 
de modo que DE se contunda con AB, resultará que como los 
ángulos en B y 011 E son iguales, por roclos , el lado EF cae­
rá sobre el BC (§ 251)- Ahora , si ol pimío F no cae sobre el 
[mulo G, caerá ó mas á la izquierda como en G, ó mas á la 
derecha como en H.

Si cae en G, la DF estará representada por AG; y como 
por el supuesto DF=AC, será AC=AG, que rs un absurdo, 
pues se tendrían dos oblicuas iguales á un mismo lado de. la per­
pendicular AB. Como del mismo modo se demostraría que 110
puede caer hacia la derecha de C, v. g. en II, resulta que cae­
rá sobf-e. C; luego se habrán contundido los tres lados del trián­
gulo DEF ron los del ABC; luego son ¡guales.

Sea en 2.° lugar AC=DF, y el ángulo BAC=F.DF; co­
locando el triángulo I)EF sobre el ABC, de modo que 1)F 
se contunda con AC, la DE lomará la dirección de AB (§251); 
y como c| j„mto F se lia contundido con C, si la FE no ca­
yese sóbrelo CB, se podrían tirar desde ('. dos perpendiculares
á AB, io ipie es absurdo; luego los triángulos serán iguales.



3',(> GEOMETRÍA.

Cor. 3-° Si un punto de iDia'perpendicular dista igual­
mente de dos puntos de la recta 4 que lo es, todos ¡ospun­
tos de la primera estarán 4 igual distancia de aquellos 
mismos puntos de la segunda.

- Por'¡ue si luesc R ( fig- 98) el punto que .lisiase igualmen­
te .le E y C, desde cualquier punió A, M, ó II, de la AII, 
que se tirasen rectas á E y C, serían iguales (260) los triángu­
los ABE, ABC, los MBE y MBC también, ó los HBE, 11BC- 
luego se tendrá AE=AC, ME=MC y HE=H(J.

Si el pu.ito A, que se halla fuera de la FD, dista ¡guai­
na'n te de E y de C, será AE=AC; y como tienen un ládó 
AH común los triángulos rectángulos ABE, ABC, - resultará 
(cor. aiit. ) que EB=BC; y si por un punto cualquiera de AH 
tal como M, se tiran las ME, MC, serán iguales por hipote­
nusas de triángulos EBM, MBC iguales; y como lo mismo se 
demostraría de cualquier otro punto, resulta la proposición.

C°r. 4.0 Bis■ triángulos son iguales cuando tienen dos 
ciaos iguaies é igual también el ángulo opuesto al mayor 

de ellos. J
Espl. Sean ABC, DEF (fig. 24*) dos triángulos en 

que se supone AB= ED, AC=DF, ACB=DPE, sa­
mándose ademas que BA:> AC; digo que los dos trián­
gulos ABC, DEP son iguales.

De,:,. Por ser AB>AC, resulta ( 267 ) que el ángulo 
ACB>ABC; luego el ángulo ABC será por precisión agudo, 
pues que si ACB es agudo, con mas razón lo será el ABC que 
es menor que él; si ACB fuese recto, tí olilu.so, el ABC sería 
(266 cor. 2.") por precisión agudo; luego la AB será oblicua res­
pecto de la BC, v por la misma razón tendremos que DE se­
ra oblicua respecto de EF. Ahora, los ángulos ACB, DFE 
que son iguales, no pueden menos de ser agudos, rectos ú obtusos.

Si los suponemos agudos, resulta que las AC y DF serán 
también oblicuas respecto de las BC, EF; y concibiendo las per­
pendiculares AP, DO caerán dentro de los triángulos ACB, 
DI E ( 266 cor. 6.°), y los triángulos ACP, DFQ serán igua­
les (cor. 2.°); pues son ambos rectángulos, 11 uno en 1> y el otro 
Cil Q, tienen iguales las hipotenusas ‘AC, DF, y ademas tie- 
nen iguales los ángulos agudos ACP, DFQ; luego AP=DQ, 
y PC=QF. Ahora, por ser AP=DQ, resulta que los trián­
gulos APH, DQE rectángulos en P y en Q, serán iguales
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hipotenusas AB, ED y los catetos AP, DQ Luego PB=QE; 
y sumando osla ecuación con la PC=QF, será J1C=F.F: y por 
consiguiente teniendo por el supuesto AB==I)E, AC=1)F, y pol­
lo que acabamos de demostrar BC=EF, resulta que los triángu­
los ABC, DEF tienen iguales sus tres lados; luego (259) serán 
igua les.

Si los ángulos ACB, DFE fuesen rectos,'entonces los trián­
gulos rectángulos ACB, DFE tendrían por el supuesto iguales 
las hipotenusas AB, DE, y los catetos AC, DF, luego (cor. 2.°) 
serían iguales.

Si los ángulos ACB, DFE fuesen obtusos romo en la (f:g. 2 5°); 
resulta que las perpendiculares AP, DQ, caerían fuera de los 
triángulos (2GG cor. 2.°), y resultaría que siendo iguales por el 
supuesto los ángulos ACB, DFE, sus suplementos ACP, DFQ 
serán también iguales; y los triángulos ACP, DFQ rectángu­
los en P y en Q serán iguales (cor. 2,°), pues ademas tienen 
iguales las hipotenusas AC, DF; de donde resulta AP=1)Q y 
CP=FQ. De ser AP=DQ; y de tener por el supuesto AB=DE, 
resulta que los triángulos ABP, DEQ rectángulos en P y en 
Q serán iguales (cor. 2.°); y por lo mismo BP=EO; restan­
do de esta ecuación, la CP=FQ, se tiene BC=EF; y como 
por el supuesto AB=DE, y AC=DF, resulta que los trián­
gulos ABC, DEF tienen sus tres lados iguales, y por consiguien­
te (259) serán iguales. Luego en todos los casos es verdadera la
proposición.

Cor. 5.0 Dos triángulos son iguales cuando tienen dos 
lados iguales y el ángulo opuesto ul menor de ellos, con tal 
que en ambos triángulos sea de ¡a misma especie el ángulo 
opuesto al mayor lado-, esto es, que en ambos sea agudo ú 
obtuso.

Espl. Sean los dos tria'ngulos ABC, DEF (figs. 24* 
y 25*)j en los cuales suponemos que AB=DE, 
ACrrDF, ABC.—DEF, y sabemos ademas que ACcAB, 
y DF<DE, y que los ángulos ACB, DFE son en 
ambos triángulos de una misma especie, esto es, son en 
ambos ó agudos como en la (fig. 24*), d cu ambos obtu­
sos como en la (fig. 25*) ; digo que son iguales los espre- 
sados triángulos ABC, DEF.

JJe/n. Coloqúese el triángulo DEF sobre el ABC, de mo­
do que DE se confunda con AB , y resultará (251) que el la­
do F.F caerá sobre el BC.

Ahora, las circunstancias que y suponen conocidas, dan á
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entender que. las AG . y pF no son perpendiculares á las BG, 
EF; pues que si lo fuesen , los ángulos en CvF serían rectos, v 
los triángulos ABC, DEF serían iguales por lo demostrado 
(cor. 2.°). Luego si concebimos por A una perpendicular al la­
do opuesto BC, resultará que por ser DF==AC y estar el 
punto D confundido ron A, que la DF, 6 se confundirá con 
AC ó caerá en Ac (2 7 3); de modo que PC=Pe.

Mas si suponednos que caiga en Ac, el ángulo DFE estará 
representado por el A ti!, y tendremos (f;g. 2/|°) que AcB>l‘ 
será obtuso; y el ACP=AcP, por la igualdad de los triángulos 
Al’C, APc (cor. 2.°), será agudo; y como por el supuesto se sa­
be que los ángulos DFE, ALB sim de una misma especie, re­
sulta que la DF lio puede caer á diverso lado de la perpendi­
cular; luego raerá al mismo lado y se confundirá DF con AC, 
cayendo el punto F sobre C, y todo el lado EF se habrá 
confundido con IiC. Luego los dos triángulos se habrán con­
fundido y serán iguales.

La misma consecuencia se saca respecto de la (Cg. 25°); pues 
si suponemos que, al hacer la superposición , la DF no caiga 
sobre la AC , sino que torne la posición de Ac, al otro lado de 
la perpendicular, el áugulo ACB>P sería obtuso , y el ángulo 
AcP que represento en este supuesto al DFF., sería agudo, que 
es contra el supuesto; luego no se puede suponer que la DF cai­
ga hacia diferente lado de la perpendicular respecto de la AC; 
luego caerá encima y se confundirá con ella; luego los triángulos 
DF.F y ABC se confundirán cu un todo y serán iguales.

Cor. 6.° Dos triángulos son iguales cuando tienen dos 
lados iguales é igual un ángulo opuesto á uno de ellos, con 
tal que el ángulo opuesto al otro de los lados iguales, sea 
de una níinná especie en ambos triángulos.

Espl. Sea ABC, abe (fig. 26*) dos triángulos cuales­
quiera, en los que suponemos ABrrdA, EC—be y A—a\ 
voy á demostrar que si se sabe ademas que los a'ngulos 
C, c son ambos rectos, ambos agudos, d ambos obtu­
sos, los espresados triángulos son iguales.

Dcm. Superpóngase el triángulo abe sobre el ABC, de 
modo que ab se contunda con AB , y tendremos que, por ser 
ah—AH , el punto b se confundirá exactamente mu B ; y por 
ser el ángulo a=A , el lado ac caerá sobre el l ulo AC. 
Ahora, si el punto r no rae precisamente robre C, caerá ó á 
su izquierda como en I) , ó á su derecha como en E.

Supongamos que caiga en D, y temí remos , que el triángu-
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lo abe oslará representado por MIO, siendo oJ ángulo «=A£H5. 
IVrp'si cyC son rcrlos , habrá «los perpendiculares ÜIO, BC 
(iradas desde I> á la AC , lo que os imposible*. Si los ángulos c 
y C fuesen agudos, el ADB=c sería agudo, y BDC, suple­
mento do ADB sería obluso (9 54), y por consiguiente ma­
yor (252) que el ángulo C, que es agudo; luego el triángulo 
IJDG, nos daría (26') BC>BD, lo que es contra el supuesto, 
qué exige el que. BC=6c=BI). Si los ángulos c y C fuesen ob­
tusos, el ADB sería obtuso , y su suplemento BDC sería agu­
do; por lo que BC sería (266 cor. 2.° y 267) menor que Bl), 
y por consiguiente que su igual beD lo que también es contra 
el supuesto ; luego en ninguno de los tres casos de ser los ángu­
los C , o rectos , agudos ú obtusos se puede verificar que el pun­
to O caiga hácia la izquierda de Ct al superponerse los trián­
gulos ; y como por un razonamiento análogo deduciríamos que 
tampoco puede caer dicho punto á la derecha de C, por ejem-

Elo en E, resulta que debiendo caer ac sobre, AC, se lia­
rá confundido precisamente o con G(: y romo b se liabia con­

fundido con B, todo el lado be se habrá confundido (245) con 
Í1C: y habiéndose confundido los tres lados, se habrán confundi­
do los triángulos,y por consiguiente estos serán iguales, que era
L, Q. D. D.

Cor, 7.0 <0os triángulo$ son iguales , cuando tienen 
un lado igual, é iguales también dos ángulos que el uno 
sea el opuesto al lado igual.

Dcm. Sean ABC, abe, (lig. 26*7 dos triángulos cualesquie­
ra, en los que se tenga ¿B — ab, A=a, C—e. Superpóngase el 
triángulo abe sobre el ABC, de modo que ab se confunda 
Con AB, y tendremos que por ser AB—ab, el punto b caerá 
exactamente sobre B; y por ser el ángulo A—a, el lado ai 
Caerá sobre AC. Ahora, si el punto c no se confunde con C, 
raerá hácia la izquierda de este como en D (i hácia su derecha co­
mo en E ; y el triángulo abe estará representado por el ABI)
6 por el ABE: cucuyo caso el ángulo ACB sería menor que 
el BDA y mayor que el BEA (266); y como tanto el ADB 
como el BEA espresarían el ángulo c, resulta, que en ninguno de 
estos casos podría ser el ángulo c=C, como exige el supuesto. 
I.ucgo el punto e no puede menos de caer sobre, el punto C; 
en cuyo caso todo el lado be se habrá confundido con BC, y 
habiéndose confundido los tres lados del triángulo abe con los 
de] ABC, estos serán iguales; que era L. Q. D. D.

E11 el apéndice puesto al fin de lu segunda parte de la Geomc-
Tomo I, 47
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tría en la tercera edición del tomo 1, parte, segunda, demuestro 
otros seis casos nuevos de igualdad de triángulos.

274 Teor. Si una recía tiene dos puntos, tales, que 
cada uno de ellos dista igualmente de dos puntos de otra, 
le será perpendicular.

Espl. Si los dos puntos Ay H, ó A y B, ó A y M, 
de la recta AH (fig. 28), distan igualmente dedos 
puntos E y C de la FD, digo que la AH es perpendi­
cular á la FD.

Dcm. l.° Sean los dos puntos A y H, ó supongamos que 
AE==AC y HE=HC; lo cual dará los triángulos AEIÍ, AHG , igua­
les (259), pues ademas tienen común el lado All ; la igualdad 
de estos triángulos dará el ángulo EAI!=11AC; luego los trián­
gulos EAB, ABC, serán iguales: pues tienen los ángulos 
EAB , BAO, iguales, común el lado AB, c iguales también los 
lados AE, AC por el supuesto; luego los ángulos en B serán 
iguales, y por consiguiente rectos (252)¡ lingo la AH es per­
pendicular á la FD.

2. ° Sean ahora los puntos A y B, y tendremos AE=:AC,
y BE=BC; y por lo mismo los triángulos ABE, ABC, serán 
iguales (259); luego los ángulos en B serán iguales, y por con­
siguiente rectos; luego la AH será perpendicular á la El).

3. ° Sean los dos puntos A y ¡VI, y se tendrá AE—AC,
ME=MC; luego los triángulos AME, AMC, serán iguales (2 59), 
lo que da el ángulo EAM=C.AM; y teniendo los triángulos
AEB, ACB, iguales los ángulos en A y los lados que los forman,
á saber: AE=AC, por el supuesto, y AB por común, serán 
iguales (260 )( luego los ángulos en B son iguales, y por consi­
guiente rectos; luego la AII es perpendicular á la FD, que es 
L. Q. 1). D.

Cor. Si una perpendicular CD (fig. 21) tiene un pun­
to cualquiera Z), equidistante de dos A y B de la linea 
AB á que lo es, pasa por todos los puntos que en dicho 

plano distan igualmente de A y de B,
Porque si hubiese otro punto tal como K con esta circunstan­

cia, tirando por él y por D, la DK, esta sería perpendicular á 
la AB, por lo que acabamos de demostrar; y como CD lo es por 
el supuesto, resultarían dos perpendiculares en un mismo punto 
de la recta AB, lo que es absurdo ( 266 cor. 5.°).

375 Probl. i.° Desde un punto A fuera de una rec­
ta BC (fig. 30), tirar una perpendicular á esta recta.
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Res. y Dan. Haciendo centro en el punto dado A, jr caí mi 
radio cualquiera, trácense dos arcos que coi ten á la recta en D 
y E; haciendo centro en estos puntos D y E, con el mismo ó 
con otro radio cualquiera, trácense por la parte inferior otros dos 
arcos que se corten ; por el punto de. intersección F y el punto 
dado A, tíresela AF, que será perpendicular á la J3C. Por­
que tiene dos puntos A y F á igual distancia de los 1) y E.

276 Probl. 2.0 Por un punto A de una recta BC 
(fig. 31), tirarle una perpendicular.

Res. y Dem. Haciendo centro en el punto dado A, trácen­
se dos arcos en D y E con un radio cualquiera; haciendo cen­
tro en 1) y E con un radio arbitrario, pero mayor que AE, 
trácense dos arcos por arriba ó por abajo; por el punto de inter­
sección F y el punto dado A, tírese la FA, que será perpen­
dicular á la BC. Porque tiene dos puntos A y F á igual distan 
cia de los I) y E.

277 Probl. 3.0 Dividir una recta AB (fig. 32) en 
dos partes iguales.

Res. y Dem Haciendo centro en sus estreñios A V B con 
un mismo radio , trácense dos arcos que se corten por la parle de 
arriba, y otros dos que se corten por la parle de abajo; y tiran­
do la FG dividirá á la AB en dos partes iguales. Porque te­
niéndola FG dos puntos equidistantes de A y B, será perpen­
dicular ( 274 ) á la AB, y tendrá (27 3 cor. 3.°) todos sus 
puntos á igual distancia de A quede B; luego AII=IIB.

De las paralelas.

278 Cuando dos líneas rectas se hallan en un plano 
de modo que no se encuentran, aunque se las prolongue 
todo loque se quiera, como AB, CD (fig. 33), se lla­
man paralelas.

Cuando dos rectas paralelas AB, CD son cortadas por 
una recta PE, esta se llama secante; la cual forma con 
las paralelas ocho ángulos: cuatro internos, a saber: 
/«, «, p, y 2; y cuatro estemos, á saber: fe, í, r, s.

Cuando se comparan dos ángulos internos á diferen­
te lado de la secante, uno encada paralela, se llaman án­
gulos alternos internos', tales son los my q, y los nyp¡ 
cuando se comparan dos ángulos internos á un mismo la-

o
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do de ia secante, como los /«,/*, ó los n, q, se llaman 
solamente internos; cuando se co'mparan dos unguloses­
temos, uno en cada paralela hacia diferente laño de la 
secante, se llaman alternos estemos: tales son los kyr, 
y los / y s; cuando se comparan dos ángulos estemos á 
un mismo lado de la secante, tales como k y s, ó l y r, 
se llaman simplemente estemos-, y cuando se comparan 
dos ángulos, uno en cada paralela, á un mismo lado de 
ia secante, uno dentro y otro fuera* se llaman correspon­
dientes: tales son Jos k y p, los m y s, los I y ft v 
ios n y r,

279 Teor, Las recias perpendiculares a una tercera 
son paralelas^

Lspl. Si las '¡los rectas ¡AB, CD, son perpendicula­
res á la GH, son paralelas, ó no se pueden encontrar 
en ningún punto deg plano donde ge hallan.

Den. Porque ¿i ta encontrasen., desde .el punto en que lo ilt~ 
ciesen, se tendrían liradas do» perpmdiculajTs i Ja GJI, lo que 
110 puede ser (2GG cor 3.®),
; Cor. j.° Luego para tirar .una paralela d una recta 

dada AB, desde un punto cualquiera G, ee bajará d 
dicha recta desde el espresado punto una perpendicular 
Gil, y en dicho punto & se tirará á esta perpendicular 
LH, otra recta GL que le sea perpendicular, la cual 
será poralela á la propuesta AJI', po.r -sur ambas per­
pendiculares á la GH.

Cor. 2.0 Y como desde el punto G no se puede ba* 
jar mas de una perpendicular GH i la AB, y en G 
sálo se puede levantar una perpendicular4 GH,’ resulta 
<|ue por un punto dado, sólp se podrá tirar una paralela 
d una recta dada. (*),

. ^a. Teoría las paralelas es una de las mas trascendentales flo
las Matemáticas; y sin embargo, liasta el presente, lia reposado en pro­
posiciones que carecían de todo el grado de rigor y exactitud que es ca­
racterístico de la Geometría. E11 la nota del § JSSn de la 2." y 3.* edi­
ción del Tomo I parte 11 de mi Tratado Elemental, que contiene la 
Geometría, veo la digresión, que en dicho volumen inserto desdo el J 

1 1 l 1, . "?b0S. ,nclusive' P0“fio todas cuantas teorías de las pa­
ralelas han llegado a nu noticia, desde Euclides hasta el présenle, y ma­
nifiesto su inexactitud.

¡ no de los Geómetras, que lian hecho mayores esfuerzos para la
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280 Teor. Si una recta es perpendicular á una de dos 

paralelas, lo será también á la otra.
Espl. Sean AB, GD dos paralelas, (íig. 33) y GH

demostración rigorosa de la cspresállá Teoría de tas paralelas, es 
Mr. Legendre-, del cual liemos insertado en la citada digresión todas 
sus diversas teorías hasta las comprendidas en la duodécima edición do 
su Geometría ; y habiendo hecho después este Sabio nuevas investigacio­
nes sobre tan interesante asunto, me parece de mi deber, para no omi­
tir nada que pueda conducir á formar idea del estado actual de tan im­
portante materia, el insertar aquí lo mas principal.

Kn el Tomo XII (impreso en 1833 ) de las memorias de la Acade­
mia de Ciencias del Instituto de Francia , pág, 5(í7 hay un escrito in­
titulado ' Reflexiones sobre diferentes maneras de demostrar la teoría 
de las paralelas, ó el teorema sobre la suma de los tres ángulos del 
triánaúlo por Mr. Legendrc.'

y dice pág. 507 * la ¡dea del ángulo se une naturalmente con la del 
espacio infinito comprendido entre sus lados; este espacio tiene siempre una 
relación determinada con la superficie entera del plano; porque los cua­
tro ángulos rectos formados por la ¡ntersecciou de dos rectas perpendi­
culares entre sí, comprenden toda la superficie del plano. Luego un án­
gulo cualquiera encierra entre sus lados un espacio que es á la superfi­
cie del plano , cotilo el ángulo mismo es á cuatro rectos.

• F.l plano estando eslendido al infinito lauto cu longitud como en 
ancho, su superficie es considerada como un infinito de segundo orden; 
asi, un ángulo cualquiera, si está medido por el espacio comprendido 
entre sus lados , será considerado como un infinito de segundo orden.

«Mas el espacio infinito , comprendido en todo ángulo dado , se pue­
de dividir en una infinidad de partes iguales, que serán ellas mismas in­
finitas , pero de primer orden solamente.

"En electo, sea A un ángulo dado (fig. 33a debajo de. las 
20 y 21); si sobre uno de sus lados AP se loman parles igua­
les AC, CE , EG etc., en utímero cualquiera , y desde los pun­
tos C, E.G.ctc. se tiran paralelas CD, EF, GH etc. al otro 
lado AB, ó lo que viene á ser lo mismo, rectas que bagan con 
AP ángulos DCP, FEP, HGP, etc. iguales al ángulo A, se 
formarán así en el ángulo BAP, tantos espacios como se quieran 
ÜACD , DCEF, FEGII etc. que son todos iguales entre sí; por­
que es visible que pueden ser superpuestos del mismo modo que 
se bace respecto de dos triángulos que tienen un lado igual ad­
yacente á dos ángulos iguales cada uno á cada uno.

"Llamaremos Oiángulo al uno de estos espacios formados por 
dos rectas indefinidas AB , CD, que estando situadas en un mis­
mo plano, bacen con una tercera AC, dos ángulos interiores 
11AC, ACD, cuya suma es igual á dos rectos. Hay, como se ve, 
una infinidad de bidrigalos iguales en el espacio que contiene un 
ángulo dado; esto es por lo que el biángnlo es un infinito del pri­
mer orden solamente, y el ángulo un infinito del seguudo orden,
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perpendicular á AB; digo que la GH también es per- 
pendicular á la CD.

Dem. Si la GH no es perpendicular á CD, le se-

cuando se conviene en medir estas dos cantidades por el espacio 
superficial comprendido entre sus lados.

“Establecidas estas nociones, es muy fácil demostrar el pos­
tulada de Euclides" (es nuestro teorema § 287 del texto).

Pág. 400. “ Demostración hecha mas simple solo por la con­
sideración de los biángulos,

“Las ideas, que acabamos de desenvolver, son las primeras 
que se presentan al espíritu cuando se consideran los ángulos y los 
biángulos como representando los espacios superficiales compren­
didos entre sus lados. Pero, esta teoría se puede simplificar mu­
cho reduciéndola á la consideración sola de los biángulos; se evi­
ta entonces el inconveniente bastante grave de admitir infinitos 
de dos órdenes diferentes , j se. obtiene la demostración ilc la teo­
ría de las paralelas, mas simple, si yo no me engaño, que todas 
las que se lian insertado basta aquí en los elementos.

“Observemos primero que todo biángulo oblicuo, es decir, 
todo biángulo CAlil) (lig. 33 ¿), cuyo ángulo no es recto, se 
puede trasformar en un biángulo recto que le sea equivalente. 
En efecto , si desde el medio I1' de. la base AB se baja la FG 
perpendicular sobre AC, y FII perpendicular sobre, la paralela 
ISI) prolongada liácia II, es fácil de probar (no es fácil como 
dice el Autor, sino muy difícil, 4 no ser que se cometa el círculo vi­
cioso de suponer conocida parte de la teoría de las paralelas) que los tri­
ángulos rectángulos AFG , BFII son iguales, y que asi GF11 
es una sola línea recta, perpendicular á la vez á las dos parale­
las AC , BU , y dividida en dos partes iguales en el punto F.

“ Tendremos , pues, por esta construcción , un biángulo recto 
CGHD, que será equivalente, al biángulo oblicuo CABD; por­
que se ve, que basta añadir el triángulo BFII al biángulo obli- 
cuo, y quitar de él el triángulo igual AGF , para mudar el 
biángulo oblicuo en biángulo recto. Se ve , ademas , que tirando 
la recta FÉ perpendicular á Gil, el biángulo recto CGHD 
será dividido en dos partes iguales por la recta FE; porque los 
dos biángnlos CGFE , EFHD, que, tienen bases iguales GF, 
FII, pueden ser superpuestos, y son por consiguiente iguales. Esto 
supuesto, vamos á principiar por demostrar el teorema siguiente,
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tí oblicua, y por G se podrá concebir una recta TU 
perpendicular á GH, la cual (279 cor i.°) será para­
lela á HA j y como la CD lo es por el supuesto, se

de donde se puede fácilmente deducir toda la teoría de las
paralelas.
"Teorema. Sean AC, BI) (fig. 33c solire la 3 3) dos redas 

perpendiculares d una tercera AJJ y por consiguiente para­
lelas entre si; si por un punto cualquiera M tomado sobre 
AC, se lira la recta MN perpendicular d AC y termina­
da en su paralela IID: digo t.° que la reda MN será igual 
con AB ; 2.° que esta misma recta MN perpendicular á
AC, será también perpendicular d su paralela Bl).

«Demostración. Desde el punto N tírese al punto I me­
dio de AB, la recta M que se prolongará hasta que en­
cuentre á AC igualmente prolongada, en el punto P; los 
dos triángulos B1N , A1P serán iguales por tener un lado 
igual B1=AI, adyacente á dos ángulos iguales cada uno á ca­
da uno, á saber, el ángulo B1N=AIP cOmo opuestos, al vér­
tice y el ángulo B=A como siendo ambos rectos. Luego el 
lado IN=IP, y el ángulo BNl=*API. Esto supuesto la su­
ma de los dos ángulos CPN, PND, es igual á la de los dos 
ángulos IISB, 1M), y por consiguiente, vale dos ángulos rec­
tos. Tenemos pues un biáugulo oblicuo CPMD, que será equi­
valente al biáugulo recto CABD, cuya base es AB: pero, 
se puede hallar un segundo valor del biáugulo oblicuo Cl’ISD.

«Prolongúese PN una cantidad 1SQ igual con PN, y 
por el punto Q tírese la recta GQY que forme con NQ 
rl ángulo GQN=QND. Entonces la suma de. los dos ángulos 
DN'Q, NQY será igual á la suma de los dos ángulos GQN, 
NQY, y por consiguiente será igual á dos ángulos rectos; lue­
go se tendrá un segundo biáugulo DiNQY, que. será igual al 
biáugulo CPND; porque estos dos biángulos pueden ser su­
perpuestos, como se verificaría para dos triángulos que tuviesen 
un lado igual PN=NQ, adyacente á dos ángulos iguales, ca­
da uno á cada uno.

«Por otra parte, los mismos dos biángulos, tomados jun­
tos, forman un solo biáugulo CPQY, cuya base es PQ; y 
pues que el punto N es el medio de PQ, los triángulos 
GNQ, MNP son iguales, conio teniendo un lado igual adyacen­
te á dos ángulos iguales cada uno á cada uno, á saber, NQ=FN,



3'6 fifcOMETRÍA.

tendrán por el punto G tiradas dos paraleles CD, UT 
á la AB, lo que no puede ser ( 279 cor 2.0).

281 Teor. Si dos rectas cortadas por otra, Jorman

ángulo GNQ=PNM , ángulo GQN=QND = NPM. Lue­
go el lado .GN=MN, y el ángulo NGQ será recio, así 
como el ángulo NMP. Luego el biángulo ohlleno CPQY, 
dohle del biángulo CPIS'D será equivalente al biángulo recio 
CMGY, cuya liase es 1\1G, y por consiguiente seria doble 
del biángulo recto, cuya base es MN , mitad de MG. Se si­
gue de aquí, que el biángulo oblicuo CPND, que es equivalen­
te al biángulo recio cuya base es AB, es equivalente también 
al biángulo recto cuya base es íilU. Pero, dos biángulos ¡vi­
tos iguales deben tener bases ¡guales. Luego l.° la perpendicu­
lar MN es igual con AB.

''liemos levantado MN perpendicular & AC hasta que 
encuentre á BD, y liemos probado que. MN debe ser igual 
Con AB; si por el punto N levantásemos del mismo modo 
una perpendicular á BD hasta el encuentro de AC, será 
necesario que esta perpendicular, que designaremos por NM' 
Sea igual también con AB; pero, es visible que esta segunda rec­
ta NM' si 110 se. confundiese con la perpendicular NM, se­
ría una oblicua mayor que NM, y por consiguiente mayor 
que AB. Luego, para que ella sea igual con AB, es preciso 
necesariamente que. se confunda con NM; luego 2.° la misma 
MN es perpendicular al mismo tiempo á las dos paralelas AC, 
BI).

«Esta demostración establece de Una manera muy simple y 
muy rigorosa una propiedad esencial de las paralelas, de que se 
tiene naturalmente la idea sin liinguu estudio preliminar; par­
que no se pueden concebir dos paralelas sin representárselas co­
mo dos lincas que conservan la misma distancia entre sí aun 
cuando se las prolongase al infinito; y se concibe al mismo tiem­
po que esta distancia, que es por todas partes la misma, eslá 
medida por una recta perpendicular á un mismo tiempo á las 
tíos paralelas.

«Este principio estando una vez demostrado, toda la teoría 
de las paralelas, así como el teorema sobre la suma de los ángu­
los del triángulo son.consecuencias de él, muy fáciles de. deducir 
por el método ordinario de los elementos. Esto es por lo que no­
sotros podríamos dispensarnos de añadir aquí desarrollos tille-
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ángulos altemos internos, ó alternos estemos, 
chas rectas serán paralelas.

Espl. Sean AB, CD, dichas rectas,

377

iguales, ¿A 

y EF ]a

ñores. Sin embargo, vamos á hacer ver romo «le la propojf 
rion precedente se puede deducir el teorema sobre la suma de 
los tres ángulos del triángulo.

"l’ues que liemos encontrado que el rectángulo ABNM (ñ 

gura 33c) tiene sus cuatro ángulos rectos, se sigue que una dia­
gonal B.\I tirada en este rectángulo, le dividirá en do triáii 

galos, en que la suma de los ángulos es igual á dos rectos • v 
«lesde entonces, por la aplicación de las proposiciones 
li (que el pone) , se demostrará que en todo triángulo, la suma 
de los ángulos es igual á dos ángulos rectos. Pero, esta consol 
cuenca puede ahora ser obtenida sin recurrir á las nronosicío 
lies A y « ]¡. 11

"En electo, sea BAO un triángulo malquiera ( fi<» 33 r/\ 

rayo mayor lado sea BC; desde, el vértice A bájese’la per­
pendicular Al) sobre BC, por el misino punto A tírese 
Erecta KF perpendicular á Al); en fin, por los puntos B 
v C elevense sobre la BC las perpendiculares B¡\1 y UN 
terminadas en los puntos AI y N sobre la recta EF ’ ’

"Por esta construcción, las redas. BC, EF, perpendicula- 
resa una misma recta Al), son paralelas; después, la reda 
UN perpendicular á BC será, según la proposición prece­
dente, perpendicular á EF y al mismo tiempo igual con AI) 
Fuego los triángulos rectángulos ACD, CAN son ¡guales col 
mo leni ndo 1111a hipotenusa común AC , y ,q |a,|0 AI) 
igual al lado CN. Luego los ángulos opuestos á estos lados 
iguales, a saber ACD, CAN son iguales, del mismo modo lo 
sii'áii los dos ángulos ABD, ISAM; luego los tres ángulos «leí 
triangulo ABC, hacen la misma suma que los tres ángulos 
U\_\, CAB y BAM; esta última suma es igual á dns"án- 
gulos recios, pues que AIAN es una linea reda; luego la su­
ma de los ángulos del triángulo ABC es igual también á dos 
ángulos rectos.

"Así, toda la dificultad está resuella , y liemos encontrado 
111 fl" "na demostración de la teoría de. las paralelas tan sim­
ple como rigorosa , V muy propia para ser insertada en los ele­
mentos. Sin embargo, no debemos disimular que liav una obje­
ción que hacer contra las propiedades de los liiáiigulos, sobro 

Tomo I. ¡ «
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secante ; digo que si n=p, 6 m—q, d 6
l~s, dichas rectas no se encuentran, ó serán paralela?. 

Dern. i,° Sea n~p ó m=q, y se tendrá que las

las ruaK-s la demostración de nuestra proposición principal está 

apoyada.
"Hemos supuesto ipic dos biángulos rectos son equivalentes, 

es decir, iguales en superficie, si sus bases son iguales. En cier­
to, si se comparan entre, sí los dos biángulos recios CABI), 
PMNQ, (fig. 33r) cuyas bases Al!, MN son iguales, se ve 
que estos dos biángulos pueden ser superpuestos, y que por lo 
mismo son iguales.

"Pero, lo que tiene lugar para dos biángulos rectos, asi ais­
lados, parece no ser verdadero para dos biángulos rectos que 
tienen bases iguales, pero que están enclavados el uno en el otro. 
Tales son los dos CMND, CABIA (fig. 33c), cuyas dos bases 
MN y Ai! son iguales en virtud de la proposición citada.

"Es evidente, en efecto, que estos dos biángulos son desigua­
les, pues que su diferencia es igual al rectángulo ABNM, que 
puede ser de una magnitud cualquiera finita.

"El principio de que dos biángulos rectos son iguales ruan­
do sus bases son iguales, cae pues aquí en delicio, o al menos exi­
ge una modificación. He aquí ahora la esplicacion que.se puede dar 
de esla dificultad.

"La igualdad entre dos cantidades de magnitud finita exige 
que $ii diferencia sea absolulamerte nula ; pero, si las dos cantida­
des que se comparan son infinitas, tales como dos biángulos que 
se suponen representar la eslension superficial infinita, compren­
dida entre sus lados, no es absolutamente necesario que su dileren- 
cia sea nula; basta que la relación de esta diferencia á la una de las 
dos cantidades comparadas, sea mas pequeña que toda tracción da­
da de la unidad.

"Pero, el rectángulo AMNB, de que hablábamos poco lia, 
no se puede considerar sino cómo una parle infinitamente peque- 
fin de cada uno de. los biángulos de los que es la diferencia. Eu 
efecto, se puede llevar 10(1 veces por ejemplo la longitud AM se­
bee, la recta MC , indefinidamente prolongada, y si ,se elevan 
por estos puntos de división otras lanías perpendiculares A AH., 
se formarán así 100 rectángulos iguales al rectángulo AAIMI;
se pueden formar del mismo moilo 1000, 11)000, 100000 ele.
rectángulos iguales con AMNB, y quedará slmpre en el biáugu-
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rectas AB, CD no s€ podrán encontrar en nn punto K 
hacia la derecha de FE; porque entonces las tres rec­
tas FE, CD, AB, formarían en triángulo, en el cual,

lo CMND un espacio superficial infinito, no ocupado por los 
rectángulos, el cual podrá ser superpuesto sobre el hiángtilo CAI1I). 
Luego el rectángulo, en su relación con el biángulo es menor que 
un término cualquiera de la serie decreciente

1 ! 1 1 _____ _____ , . - _ ptp
1U0 ’ 1000 ’ 10000 ’ 100000 ’

I.uego, cuando no se trate sino de la relación de magnitud entre dos 
biángulos rectos, cuyas bases son iguales, como esto tiene lugar en 
la demostración de nuestra proposición, se podrá suponer que esta 
relación es rigorosamente igual á la unidad , y que así estos dos 
biángulos son iguales.

"La dificultad, que acabamos de resolver, proviene de la na­
turaleza de la cuestión, donde la idea del infinito parece insepara­
ble de la idea de las paralelas; pero, está bien comprobado abora 
que el empleo de los biángulos no pUrdr introducir ningún error 
en la demostración que liemos dado de la proposición principal, y 
que asi esta demostración reúne al rigor geométrico toda la senci­
llez apetecible.

Conclusión.

«EL deseo de perfeccionar mis Elementos de Geometría , poniendo al 
abrigo de toda objeción la teoría de las paralelas, me ba liecbo volver 
muchas veces sobre si mismo asjiÁto, y ensayar en diferentes ediciones 
demostraciones diferentes del teorema sobre la suma de los tres ángulos 
del triángulo, que ofrece el mismo punto de dificultad que la teoría de 
los paralelas. Memorias bastante numerosas, que me han sido dirigidas so­
bre estas demostraciones, no me bau suministrado ninguna luz; pero me 
I au dado lugfh- á reflexionar de nuevo sobre los medios do llegar en fin 
duna demostración que reuniese todos los sufragios. Instruido en último 
lugar, de que la demostración inserta en la 12.“ edición (de esta balda­
mos en el § 114 del Tomo 1 parle II), y que no se ba mudado después, 
no había obtenido el asentimiento de algunos Profesores , que , sin con­
testar su exactitud , la encontraban muy difícil de comprender por sus 
discípulos, be querido hacer una revista general de las diversas demos­
traciones que yo había propuesto en diversas cpucas, comprendiendo en 
ellas demostraciones de otro género de las que yo no halda hecho men­
ción , á fin de poder elegir yo mismo , después de un profundo examen, 
la queme pareciese debel'ser preferida i las otras, lia resultado de es­
te examen , y de las nuevas ideas que me lia sugerido , que yo lie sido 
conducido, de una manera imprevista, á una uueva demostración que 
no le cede en rigor geométrico á ninguna otra; y que parece poder ser 
e egida como la mas simple y la mas propia de ser insertada en los ele­
mentos. Sin embargo, como esta demostración reposa sobre las propicda-
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por ser n~p, ó m=q, el ángulo e.-terno n seria igual 
a uno de los internos opuestos p, lo que no puede ser en 
virtud de lo demostrado ( 266).

Del misino modo se demuestra que no se pueden en­
contrar liária la izquierda ; luego dichas rectas son para­
lelas. L. i.° Q. D. D.

z.° Si se supone k~r, ó ¡=:s, sus opuestos al 
vértice n y p ó m y q, serán iguales; pero estos son al­
ternos internos, luego por la primera parte del teorema, 
dichas rectas son paralelas. L. 2.0 Q. D. D.

282 Teur. Si dos rectas cortadas por otra, forman coa 
ella los ángulos correspondientes iguales, serán paralelas.

Dem. Porque si se supone k—p, como k=n (¡j 257J 
sera n—p, que es el caso anterior; luego serán parale­
las. L. Q. D. D.

203 Teor. Si dos rectas cortadas por otra forman án­
gulos internos ó estemos, que juntos valgan dos rectos^ di­
chas rectas son paralelas.

Dcm. Porque si se supone wi+p=7r; como w-f-n=w 
(§254). será (i ule. as. 5.°) rn-\fp¿¿rn-\-n, rio. donde cjo¡lando 
771 r quedará p=/r, luego (-281) serán paralelas. Y si se supone

des de una figura que no lia sido considerada hasta ahora en los elemen­
tos, sería posible que esta innovación no fuese generalmente aprobada. 
Cualquiera que sea por !o demas, el juicio que se forme , jo me felici­
tare siempre de la especie de casualidad que me lia permitido presentar 
á la elección de los Geómetras, dos demostraciones igualmente rigoro­
sas de la Teoría Je las paralelas. (Pone ñor nota. ‘Antes que jo publi­
case mi obra, no existía ningún libro elemental, donde la demostración 
de la Teoria Je las paralelas pudiese considerarse como ¡absolutamente 
rigorosa)' ; la una (la de la 12.a edición) mas directa j mas conforme 
con los métodos ordinarios; la otra fundada sobre un principio nuevo, 
pero cuja aplicación entra en las formas elementales mas simples.*

Aquí se ve ante todas cosas, que lo insertado por Mr. Legendre en 
la 12.a edición de su Geometría no se ha considerado por todos suficien­
temente exacto: y como en el ($ 41ij de mi Geometría impresa en 1825 
tengo manifestado esto mismo, es para mí la mayor satisfacción el sa­
ber que lia habido oíros que opinan como vo; lo cual se ve confirmado 
por el mismo Legendre, cuando á aquello l:a Iralado de sustituir otra
cosa.

F.n cuanto á la presente demostración por medio de los biángulos, 
el mismo Legendre manifiesta por donde flaquea ; y si se compara toda 
esta complicación con los dos sencillísimos, claros y exactos corolarios 
del teorema del párrafo 270 del texto, que es en lo único que consiste 
mi última teoría de las paralelas, yo dejo á la consideración imparcial 
de ios Geómetras el que decidan cuál es preferible.
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k-\-k=ir, como /i-^-s—ir, será ky quitando s, 
quedará /r=//; pero estos soii correspondientes, luego ( 282) 
serán paralelas. L. Q. 1). D.

284 Teor. Si una secante cortad dos paralelas, se ve­
rifica: 1 ° que los ángulos alternos internos son iguales; 
2.0 que los alternos esteraos también lo son-, 3.0 que tam­
bién son iguales los correspondientes-, 4.0 que los dos in­
ternos junios valen dos rectos, ó son el uno suplemento del 
otro-, y que lo mismo se verifica en los estemos.

Espl. Sean AB', DE (lig.34) las paralelas y FK la 
secante; digo i.°que los ángulos m~n y p=q> 2.0 que 
r—t y u=s¡ 3.0 que r=n, p=s, u~q y m—f, 4.0 que 
m-i-q—ir, n-t-p^rr, y por lo mismo m es suplemento 
de q, y n (Je p-, y 5.0 que r-r-s—rt, u-t-t—ir, oque 
r es suplemento de s, y u de t.

Dan: l.° por el punto L, medio de la parte CO de la 
FK, interceptada por las paralelas, concíllase lji Gil perpendi- 
culac á una de las dos paralelas, la cual lo será también á la otra 
(280), y por lo mismo los dos triángulos GLO, CI.I1 serán 
rectángulos en G y II; y corno LQ=LC por construcción , y 
los ángulos en L son iguales (257), dichos triángulos (273 co­
rolario 2.°) serán iguales , y darán el ángulo en 7/1=//; y co­
mo los ]) v </ son sus suplementos , serán 4255) también ¡guales.
L. l.° Q. D. D.

2. ° Gomo (§ 257) 7/7=7- y 7?=/, y por lo acabado de de­
mostrar es 777 /7, será r / ; del mismo modo se demuestra que 
u=s, que esL. 2.° Q. I). D.

3. ° El ángulo 7/7=7- (257), y 777=77 por alternos internos; 
luego r=n; del mismo modo se demuestra que p—s, u—q y 
777=/, que es L. 3.° (). I). D.

4° Siendo 77/-}-//=77, resulta que por ser 777=77 , se ten­
drá // !/;=;r , y por lo mismo 11 es suplemento de. p; 
y como lo mismo se demuestra respecto de //< y //, resulta 
L. 4® Q. I). D.

5.° Siendo //+/'=7r, y //=»', será /•-|-.s-='7r, y por lo 
mismo /• es auplemenlo de s ; y como lo mismo se demuestra 
de los a y t , resulta L. 5.° Q. I). I).

285 Teor. Si una recta es paralela ú una de dos pa­
ralelas, loes también á la otra.

E.'pl. Seau las rectas AB, DE paralelas, y la XX
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p'iraída con AB; digo que también XZ será paralela 
con DE

Dan. Por ser ÁB-y XZ paralelas, se tiene (2S4 3.°) ¿=r; 
y por serlo las AB, DE, se tiene n=r; luego k=n , luego 
XZ es (282) parálela á DE. L. Q. 1). D.

286 Teor. Lis partes de paralelas interceptadas en­
tre paralelas son iguales.

Espl. Sean A15, CD (fig. 35) dos paralelas; digo que 
si desde la AB se tiran á Ja CD las FG, Kt , KL, 
MV etc. paralelas entre sí, todas estas partes, y io mis­
mo 1 as l‘H, GE, ó HK, EL etc. comprendidas por 
las paralelas, son iguales.

Dan. Tírese la secante GH , y se tendrán los triángulos 
FGII, GHE, que ¡mr tener el lado Gil común , el ángulo 
/)=«/, por alternos internos éntrelas paralelas AB,(I>, el 
ángulo /;='/ por la misma razón entre las FG , HE, serán 
(26,1) iguales; luego se tendrá FG=I!E , FII=GE. Del mismo 
mo lo se demuestra de todas las demas, t resulta L. Q. I). I>.

Esc. 1° Si fuesen perpendiculares, sucedería lo mis­
mo, y ss deducirá, que las paralelas están equidistantes 
en todos sus puntos.

Esc. e.° La igualdad de los triángulos FGH, GHE, 
da el ángulo GFH=GEH; y como «=7, y rn—p, se­
rá sumando n-t-m—q-hp, ó FGE=FHE.

287 Teor. Si dos rectas cortadas por otra , forman 
con ella dos ángulos internos, que juntos valgan menos 
que dos ángulos rectos, dichas lineas se encontrarán hacia 
el paraje donde forman dichos ángulos.

Espl. Si las dos rectas UT,AB (fig. 33), cortadas 
por la GH, forman los dos ángulos UGH, AHG, 
tales que UGH+AHG <"ff, se llegarán á encontrar ha­
cia la izquierda de la GH.

Dcrn Si 110 se encuentran, serán paralelas (27 8); pero si en 
G formamos el ángulo HGC tal, que junto con el AHG val­
ga ilos rectos , ó tí , la recta DC será paralela á la AB; lue­
go se tendrían tiradas por el punto G dos paralelas UT, CD, 
á una misma recta AB, loque no puede, ser (279 cor. 2.°); lue­
go dichas rectas prolongadas suficientemente, se encontrarán, Y 
esto se. verificará Inicia la izquierda de la GH , porque 110 [lu­
diendo la GT volver á encontrar ( 244 cor. 3.°) , en ningún 
punto á la GD, con menos razón podrá encontrará la paite
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1IB; luego so. pncontrarán fiáiia la izquierda , qne rs. hácia dnn- 
iIp forman los ángulos cuya suma os menor que ilos rec­
tos. L. Q. I). I). (*)

288 Teor. Dos ángulos que tienen sus lados paralelos, 
ó son iguales, ó son el uno suplemento del otro : son igua­
les, cuando sus vértices están vueltos hacia un mismo lado, 
6 en situación enteramente opuesta ; y son el uno suple­
mento del otro, cuando le tienen vuelto hacia diferente 
lado.

Espl. Los dos ángulos n, m, (íig. 36) que tienen sus 
lados paralelos y sus ve'rtices vueltos liácia un mismo la­
do , 6 los m y o que los' tienen en una situación ente­
ramente opuesta, son iguales; y los DEG y ni, que 
tienen los lados paralelos y sus ve'rtices hacia diferente 
lado, son el uno suplemento del otro.

Dan. Prolongúese, la DE hasta que. encuentre á la BC en 
IT; y será n=p, por correspondientes entre, las para Irlas CE, 
BC, siendo la secante DH; y p—m por corr&poiidicntcs entre 
In^ paralelas AB, DH, y la secante. BC; luego m=n; v como 
n=n, por opuesto al vértice , será también rn~n.

Ahora, DEG- es suplemento de n: luego también lo será 
de su igual r/i, que era lodo L. Q. D. D.

289 Teor. Los tres ángulos de un triángulo valen jun­
tos dos rectos, ó sr.

Dan. Si por el vértice A ( fig 37), se tira la DÉ parale-

( ‘ ) Esta preposición la tomó EncüQcs por evidente ; pues era el axio­
ma XII (ó el XIII según Gavio) del libro l.” de sus Elementos de Ceo- 
melrnl; y dista mucho de ser axioma. Para que se compruebe el sóli­
do fundamento con que en varios parages de mis obras, be insistido 
tanto en manifestar lo mucho que se ha ahusado lomando por axiomas, 
proposiciones que no lo son , voy á poner aquí uno , que no solo no es 
evidente pura poderse lomar por axioma , sino que es una proposición faístt.

Efectivamente , en los Elementos de Geometría por Thlunas Simpson, 
pág. 5 se ponen diez axiomas ó verdades evidentes por si mismas; y en­
tre ellas la que octlpa el 9.° lugar dice así.

Si dos puntos D,F, en una recta ¡If:V ("fig. áfíaj están puestos á 
desiguales distancias I)C. EE de otra recta AH, en ¡a misma super­
ficie plana, dichas lineas. prolongadas, por ef lado de la distancia me­
nor EE , se encontraran la una á la oirá*.

Esta proposición es falsa. En efcc-o , supongamos que MIS' y AB 
í fig. 5<¡ b ) sean perpendiculares á EE , y por lo mismo serán paralelas. 
De cualquier modo que se lite la DE, que no sea paralela ron KE, 
se verificará que HC FE; j i pesar de esto, las MN ) AB no se 
encontrarán en parte alguna.
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Ja al Indo BC, se tendrá r/i=ACB, n—Jl, por aliemos in­
ternos mire las paralelas BC, DE, siendo las secantes AO, Ai!; 
luego sumando será m+n—ACB-|-I!; y añadiendo el ángulo o, 
será «í-p/i+o-=ACB-|-B-fo; pero (§ 2 r>4 cor. 3.°) m+n+o—i:, 
luegoACB4-B+o=7r, que. es L. Q. D. D.

Cor. i? Luego dados dos ángulos de un triángulo, se 
conocerá el tercero, restando de dos rectos ¡a suma de los 
dos dados-, y dado un ángulo, se hallará la suma de los 
otros dos, restándole de dos rectos; así, en un triángulo 
cualquiera un ángulo es suplemento de la suma de los otros 
dos, y al contrario-, y en un triángulo rectángulo cada 
ángulo agudo es complemento del otro, pues entre los dos 
valen un recto.

Cor. 2.° Si dos triángulos tienen dos ángulos iguales, 
el tercero será igual al tercero-, pues en ambos lia de ser 
lo que falta á los otros dos para dos rectos.

Cor. 3.0 En el (§ 266) liemos demostrado, que el ángulo 
esterna de un triángulo es mayor que cualquiera de los dos 
internos opuestos-, ahora podemos deducir, que el ángulo 
esterna de un triángulo es precisamente igual á la suma de 
los dos ángulos internos opuestos.

En efecto, si en la (üg. 37) se prolonga el lado EC 
hasta M, y se tira la CG paralela con bA, tendre'mos 
que el ángulo 0= con el l por alternos internos entre las 
paralelas AE, CG siendo CA la secante; el ángulo i 
es igual con el ABM por correspondientes entre las mis­
mas paralelas siendo BCM la secante. Sumando orde­
nadamente estas ecuaciones, resulta que

ángulo o-f-ánguloABC=ánguio /-(-ángulo i; 
pero los dos ángulos l é i componen el ángulo ACM, 
que es elesterno en el triángulo ABC; y los ángulos o 
y ABC son ios dos internos opuestos; luego resulta lo 
que hemos asegurado.

Cor. 4.0 Sí dos triángulos isósceles tienen una misma 
base, el 'ángulo opuesto á esta base será menor en el trián­
gulo en que los lados iguales son mayores-, es decir, que 
si en los dos triángulos isósceles ACE, MDN, (%■ 37*) 
suponemos qne las bases AB, MN, son iguales; se ve­
rificará, que si los lados MD, DN iguales entre sí en el 
triángulo MDN, son mayores que los lados AC, BC,



GEOMETRÍA. 33Í5

también iguales entre sí en el triángulo ACB, el ángulo 
MIÍN será menor que el ángulo ACB.

Eu efecto , pues que MD lo suponemos mayor que 
AC, podremos tomar en MD una parte ML=AC=CB- 
y uniendo el punto L con N por medio de la recta LN, 
resultará que el ángulo MNL, por ser parte del MN1), 
será menor que él; y como MND=NMD por el su­
puesto de ser isósceles el triangulo MDN, se tendrá 
MNL<NMD; y como el áugulo ISiMD es el mismo 
que el NML, resulta que en el triángulo LMN seten- 
drá LN >LM; y como LM=ACzzCB por construc­
ción y ser isósceles el triángulo ACB, resulta que los 
triángulos ACB, LMN tienen AC^LM, AllrSlN y 
LN>CB; luego <n virtud de lo demostrado (272 cor.) 
será el ángulo LMN>CAB; y como LMN es el mis­
mo ángulo que el DMN, se tendrá DMN>CAB (a): 
y como DNM = DMN, y CAB = CBA, se tendrá 
también DNM>CBA; y sumando esta desigualdad con 
la (a), será DMN-hDNM>CAB+CÜA (b).
tero, por el teorema que acabamos de demostrar, se tie­
ne DMN+DNM+MDN=7r; y CAB-t-CB A-t-ACB^tr; 
y como cosas iguales á una tercera son iguales entre sí, 
resultará DMN-+-DNM-+MDN=CAB+CBA-i-ACB.

Si del primer miembro de esta ecuación, restamos 
DMN-t-DNM, que es el primero de la desigualdad ( b) 
y del segundo restamos CAI.-+CBA, que es el segundo 
de la misma desigualdad, en virtud de lo espuesto (61..2.0), 
se tendrá MDN<ACB.

Cor. 5.0 Si haciendo centro en C (fig. K que se halla en- 
trelas 159, iÓ2yiÓ3 lámina 4?) uno de lus ángulos iguales 
de un triángulo isósceles BAC con un radio igual á AC, 
uno de los lados iguales, se traza un arco AD y por el 
punto D en que encuentre al lado opuesto ó á su prolonga­
ción, se tira la DC-, digo que el ángulo DCE, forma­
do por la prolongación del lado desigual BC, y la linea 
tirada DC, es triplo del yJCB, ó de su igual ABC.

Porque, cuando CD cae dentro del triángulo, sé tiene
DCE=DBC-t-BDC^DBC+DAC+DCA;

y como DCA=tt—2DAC, se tendrá
DCE^DBC-hDAC+w—2DAC=DBC+9r—DAC;

Tomo I. 4y
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pero tt-DAC-tt-BAC=:2 ABC ;
luego DCE=DBC-t-2ABC=3 ABC=3AL'B. Cuando la
CD cae fuera del triángulo, se tiene

DCE=DBC+BDC=DBC-+-DAC=DBC......
+ABC-+-ACB=3ABC=3ACB, que era. L. Q. D. D. (* ). 

Del circulo y de las recias consideradas en él.
290 Teor. El diámetro es la mayor de todas las cuerdas. 
Espl. Sea AB un diámetro (fig. 38), y AD una 

cuerda ; digo que AD<AB 6 que AB>AD.
Dan. Tirando el radio OI) al otro eslreino He la cui-rila, se 

tendrá (§ 268) A0+01)>AD; pero AO+OD=AB, luego
AB>AI), que era. L. Q. D. 1).

fuera
(jue

í-\ Fundándose en este corolario y eu el cuso en que CD cae 
del triángulo isósceles CAB, el Sr. Don Joaquín da Loresecha, 
fia pertenecido á los Cuerpos faculiativos de Ingenieros y Anille, 
y en la actualidad se llalla de pHcial de la Secretaria de Guerra, lia 
Inventado un iiistrumenlo , para dividir un ángulo en tres partes igua­
les- y con su auxilio , cuando está bien construido, queda resuelto grar 
ticamente el famoso problema de la trisección del ángulo ó del «reo , que 
basta el presente 119 se puede resolver por la Geometría elemental, si­
no en el caso de ser ícelo el ángulo ó de ser el arco un cuadrante.

F.l espresado instrumento, que el Sr. de Loresecha lia tenido la 
bondad do regalarme, podrá llamarse combas de trisección angular á 
trisector del ángulo, y está representado en la figura T entre las 1G2, 
1G3 y 1G9 al tín de la lámina í." de este tomo. .

Consiste en dos reglas AB, CD, unidas con otras dos ah, be igua­
les entre si y mas pequeñas que las anteriores; pero que tienen un movi­
miento giratorio al rededor del ponto b íi¡o en la regla AB, al re­
dedor del punto a fijo en la CU, y del punto c lijo laminen eu una 
corredera ce igual á las reglas oi, y be, que se mueve en la ranura hi 
de la regla CD. F.sta disposición permite que la regla CD se aproxi­
me loque se quiera á la AB-

Para manifestar, el uso de este instrumento, supongamos que FKC 
sea el ángulo que se quiere dividir en tres partes iguales. Coloqúese la 
re da AB de modo que su canto interior coincida, con uno de los lados 
de? ángulo, tal como GE, y la regla ha con el lado F.E. Después 
se hace giraren a la regla CD basta que el punto c, canto estremo 
de la corredera, coincida eu C con el cauto interior de la regla AB, 
tomando entonces la regla CD, la posición C'D' y el punto c lo del c’: 
en dicho caso, trazando el ángulo c'e'b , este será la tercera parte del 
dado. La razón es la siguiente: siendo por construcción ah~bc=cc, con 
el movimiento se lia constituido el triángulo bc'c' ¡só.scclcs, y el abe' 
también isósceles, siendo ac' prolongación de c'e', y por consiguiente es 
el caso del corolario anterior.

Debe observarse, ano siendo el ángulo de 155° el límite de los que este 
instrumento puede llegar á dividir, que es el caso cuque las dos reglas 
ab, y be coinciden, los ángulos que paseu de dicha graduación , se sub- 
dividirán en dos partes iguales etc.

Los ángulos , por pequeños que sean, no tienen mas limitación que las 
que provienen de la uiavor d menor perfección del instrumento y del 
grueso del lápiz ó tiralíneas.
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291 Teor. En un mismo circulo ó en círculos iguales, 
arcos iguales tienen cuerdas iguales, y cuerdas ¿guales 
su hienden arcos iguales.

Espl. Sea ADBF (fig. 39) un círculo; digo que si 
se suponen los arcos A¿D, AxF iguales, las cuerdas 
AD, AP también lo serán ; y si se suponen las cuerdas 
AI), AP iguales, los arcos A*D, A*F serán iguales.

Dem. l.° Tírese el diámetro AB; y concibiendo uoblada 
por él la figura, la parte AFB se confundirá ( 249 ) con ADB; 
y por ser iguales los arcos Asi) y Aa;F, el punto F raerá so­
bre el punto D; pero el punto F es también estremo de la cuer­
da AF, y I) lo es de la Al): y ademas dichas rectas tienen 
común el punto A ; luego se lian confundido sus estreñios; luego 
(245) serán iguales. L. 1 0 Q. D. D.

2.° Si AI)=AF, tirando los radios CD, CF, los trián­
gulos AGI), AGF, serán iguales (259), y darán el ángulo 
CAF'= al CAI). Esto supuesto, si se dobla la figura por el diá­
metro AB, la parte AF'B caerá sobre ADB, V el punto 
F caerá sobre el punto 1), por la igualdad de los triángulos; 
pero los puntos F y,]), estreñios de las cuerdas, son también 
estreñios de los arcos; luego habiéndose coulundido los estreñios 
de los arcos, serán iguales. T,. 2.° Q. T). T).

Cor. La igualdad de los triángulos AGD, ACF da­
rán el ángulo ACD= al AGP; de donde se deduce, 
que si desde los estremos de dos arcos iguales de un mis­
mo círculo ó de círculos iguales, se tiran radios al cen­
tro , los ángulos formados por dichos radios son iguales.

292 Teor. En un mismo círculo-, ó en círculos iguales, 
el mayor arco tiene mayor cuerda; y la mayor cuerda 
subtende á mayor arco.

Dem. I.° Porque si se supone el arco A:H>A:D tirándolas 
cuerdas AD, AH, y los radios CD, CH, los dos lados AG, CH del 
triángulo ACH, serán iguales á los dos lados AC, CD del ACD; el 
ángulo ACH, que es lodo respecto del AGI), será mayor que- él ; y 
por loiuismo (272) el tercer lado AI1>A1). que es L. l.° Q. D D.

2.° Si AH>\1), digo que será AzII>A;D.
Porque si esto 110 se verifica , será ó <A:1).

Si A=II=A;D, resultará (§ 291) AH=AD, que es con­
tra el supuesto; JÓ AslKAaD, se tendría por la primera par­
te Alie VI), que también es contra el supuesto; lnégo no po­
diendo ser AH igual ni menor que Al), será Alf>AD, 
que. es L 2.° Q. D. D.

O
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293 Teor. A una Teda que corta d la cuerda de un 
círculo, le pueden suceder tres cosas: 1? que pase por 
el centro5 2'.' que sea perpendicular á ¡a cuerda; y 3? 
que la divida en dos parles ¿guales ; digo que si se ve­
rifican dos de estas cosas se verificará la tercera.

Dem. Supongamos primero que la CP (iig. 40) > salga 
del centro y sea perpendicular á la cuerda FM ; ¡ligo que 
divide á la cuerda en dos partes iguales, esto es, que FP=P¡VI.

En electo, por salir la CP del centro tiene un punto C 
equidistante de F y de M; y por ser perpendicular los tie­
ne lodos (273 cor. 3.°); luego el punto P que es punto de 
la CP, está equidistante de F quede ¡VI; luego las rec­
ias FP , PM , que miden estas distancias, serán iguales. 
L. 1° Q. D. D.

2. ° Si la CP sale del centro y divide á la FM en dos 
partes iguales, digo que es perpendiculnr á la FM.

En electo, por salir la CP del centro, tiene el punto C 
equidistante de F y de M; V por dividirá la cuerda en 
dos parUS iguales tiene el punto P equidistante de F y de M; 
luego la CP tiene dos puntos C y P equidistantes de los 
F y M de la FM ; luego ( 274 ) le será perpendicular. 
L. 2° Q. D. D.

3. ° Si la CP divide, á la cuerda FM en dos partes 
iguales, y le es perpendicular, pasará por el centro.

E11 electo, por dividir la CP á la FM cu dos partes 
iguales, tiene el punto P , equidistante de F que de M; 
y por serle perpendicular, pasa (274 cor.) por todos los puntos 
que en dicho plano están á igual distancia de. F que de M; 
y como el centro es uno de estos, se deduce que la CP pasa­
rá por él. L. 3.n Q, D. D.

294 Teor. La recta que cumple con estas circunstan­
cias , divide en dos partes iguales al arco que la cuerda 
suhtende.

Dan. Porque siendo perpendicular , y teniendo un punto 
equidistante de F y de M, los tendrá todos,- luego el pun­
to Q donde la CP vaya á encontrar al arco FQM, tam­
bién estará equidistante de F que drM; luego las cuerdas 
FQ y QM serán iguales; *luego también lo serán los arcos 
F/O; O/«AI, que es L. Q. D. D.

Esc. Recíprocamente, si una recta CP sale del 
centro y divide al arco en dos partes iguales , será per­

pendicular á la cuerda FM de dicho arco. Porque
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por las condiciones con que está tirada, tiene el punto 
C y el punto Q equidistantes de los estreñios F, 
M, de la cuerda FM.

295 Teor. Si en un círculo se tiran dos cuerdas pa­
ralelas, los arcos que estas interceptan serán iguales.

Espl. Sean FlVI y fm estas dos paralelas; digo 
que los arcos Ff, Mm son iguales.

De.rn. Si desde el centro C tiramos una recia CP per­
pendicular á una de ellas, lo será igualmente á la otra (280), y 
dividirá (293 y 294) tanto á ellas como á los arcos FQMj/Qm; 
en dos partes iguales, y se tendrá F/O—M/oQ , fQ—mQ, 
restando estas ecuaciones será F’/Q—fQ=Slr/iQ—///Q, ó arco 
T/=Mm, que era L. Q. 1). D.

296 Teor. Dados tres puntos A, B, C (figura 41) 
que no esten en línea recta, se puede siempre hacer pasar 
por ellos una circunferencia de círculo.

Constr. Unanse dichos puntos por medio de las rec­
tas AB, BG, y divídanse estas en dos partes iguales 
por medio de las perpendiculares EL, KG, las cua­
les se encontrarán en el punto O, que será el centro.

Dcrn. E11 efecto , si 110 se encuentran, serán paralelas; y en 
este caso la AB perpendicular á DE, será perpendicular 
(280) á FG en el punto Iíj pero BK, prolongación de 
AB, es diferente de. BFC, pues que los tres puntos A, I!, C, 
no están en línea recta; luego tendríamos dos perpendiculares 
BF, BK, tiradas desde un mismo punto 11, á la recta GK, 
lo que os imposible (266 cor. 3.°); luego las perpendiculares 
DE, FG, se cortarán en un punto tal como O.

Ahora , por pertenecer el punto O á la perpendicular 
DE, está á igual distancia de los dos puntos A V I!; el 
mismo punto O, por pertenecer á la perpendicular FG, es­
tá á igual distancia de los dos puntos B, C; luego las tres dis­
tancias OA, OB, OC, son iguales; luego la circunferencia des­
crita haciendo centro en O con el radio OB, pasará por 
los tres puntos A, B, C, que es L. Q. 1). D.

Cor. 19 Para trazar una circunferencia por tres pun­
tos dados ó por los tres vértices de un triángulo, se apli­
cará la construcción del teorema.

Cor. 2.0 Para hallar el centro de un círculo, ó de 
un arco de circunferencia. se tirarán de un modo cual­
quiera dos cuerdas AB, BC, con tal que no sean pa-
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ralelas; se dividirán en dos partes iguales por medio de 
perpendiculares, y el punto donde se encuentren será el 
centro.

297 Cuando una recta corta á la circunferencia de 
un círculo, teniendo parte dentro y parte fuera, se lla­
ma secante : tal es la AB (tig. 42). Y cuando una rec­
ta es tal que no tiene mas de un punto común con la 
circunferencia, teniendo fuera todo lo demas, aunque se 
la prulongue cuanto se quiera, se llama tangente: tal es 
la CE. El punto D, que es común á la circunfe­
rencia y á la tangente se llama punto de contacto.

29S Teor. Toda recta CE perpendicular al estre- 
rno D de un radio, es tangente del círculo.

Dan. Por ser CE perpendicular á OD, esta lo será á 
CE (§ Í5’4 cor. 2.°); y como desde un punto solo se piado ti­
rar una perpendicular á una recta, se verificará que. todas las 
rectas liradas desde O á la CE, serán oblicuas; y se ten­
drá (§ 2 7 3) ON>OI); luego el punto N estará fuera del 
círculo; luego la recta CDE no tiene común con la circunfe­
rencia sino el punto 1) estando toda ella fuera ; luego es tan­
gente. L. Q .1). 1).

Cor. De aquí se deduce, que, para tirar una tangen­
te por un punto dado en una circunferencia, se tirará el 
radio correspondiente á dicho punto, y en el estremo de 
este se levantará una perpendicular.

299 Te,or. Tuda tangente es perpendicular al radio 
en el punto de contacto.

Dan. Por suponerse la CE tangente, todos sus puntos es­
tán fuera del círculo, escoplo el de contacto D; luego toda rec­
ta que desde el centro termine en la CE, es mayor que la Olí; 
luego la OD es la línea inas corla que desde O se puede tirar 
á la CE; luego es perpendicular. L. Q. D. D.

De los ángulos considerados en el circulo.

300 Teor. Si haciendo centro en el vértice de un án­
gulo , con un radio cualquiera se traza un arco , y se 
concibe dividido este en un número cualquiera de partes 
iguales, y por los puntos de división se tiran radios ul



GEOMETRÍA, 391

vértice, los ángulos parciales en que quede dividido el án­
gulo dado serán iguales.

Espl. Sea el ángulo COA (ftg. 43); digo que si 
con un radio AO, se traza un arco ABC, y se con­
cibe dividido este en partes iguales AB, etc. y 
por los puntos de división B, D, etc. se tiran los ra­
dios OB, OD, etc. los ángulos AOB, BOD, etc. se­
rán iguales.

Dan. Doblando la figura por el radio OB, se tendrá 
(24 i) que el arco AB caerá sobre el arco BDC: y por ser 
Iguales los arcos AB, BD, el es tremo A del primero caerá 
sobre el estremo D del segundo; luego habiéndose-confundido 
el punto A con el D, las rectas AO, OD, que parten 
desdé, un mismo punto O , también se habrán confundido 
(245); luego (25 1 esc.) los ángulos serán iguales. Como lo mis­
mo se demostraría de los demás, re-lilla Li Q. D. D.

301 Teor. Si desde los vértices 0, o, de dos án­
gulos AOC, áoc, se describen con un mismo radio dos 
arcos de círculo, la relación de los arcos comprendidos 
entre los lados de cada ángulo, será la misma que la de 
estos ángulos.

Espl. Aquí pueden ocurrir dos casos: 6 que los dos ar­
cos AC, ac tengan una común medida (245 esc.), o'que 
no la tengan.

Dan. I 0 Si los dos arcos AC y ac tienen por común 
medida al arco AB=«¿>, colorándola sobre cada uno de ellos 
tantas veces como se pueda, quedarán divididos ambos en par­
tes iguales; y llamando rn al número de partes iguales a AB 
que contiene el arco AC, y n al número de partes iguales 
á ab=\li , que contiene el ac , se tendrá 

AC=mxA B, ac—n X A B ;
y formando proporción y .simplificando por AB, será 

AC:«c::mX AB:/íX AB: :rn-n;
ahora, si por los puntos de división se tiran los radios OB , etc. 
ob, etc. el ángulo AOC quedará dividido (31)0) en tantos 
ángulos iguales con AOB, como partes iguales á AB con­
tenía el arco CA , esto es, en ni ángulos iguales: y por 
la misma razón el ángulo aoc quedará dividido en n án­
gulos iguales con anfc=AOB por lo demostrado (§ 291 cor.); 
y se tendrá AOC=«iXAOB, /ioc=«X"oú=«xAOB; y forman­
do proporción será A OC:« or:: m X AOB. n X AO J1:. o' :/í ; 
y como esta proporción y la anterior tienen común la razón



392 geostktrt'a.

m-.n, resultará (§ I84, 2.a) AC-.acv.AOC-.aoc. Luego la rela­
ción ile los arcos etc.

2.° Si los arcos AC, ac son inconmensurables, iligo que la 
relación de dichos arcos no puede ser mayor ni menor que la de 
los ángulos, V de. consiguiente será igual.

Si se supone (üg. 41) 'a relación de los ángulos menor que 
la de los arcos, ó AOC:aoe-< Y(J:«c , para que la segunda ra­
zón sea igual con la primera , se necesitará que su consecuente 
ac crezca, y se convierta v. g. en ad¡ lo que dará 

AOC:iwc::ÁC:ad.
E11 este caso, concibiendo dividido el arco AC en dos par­

tes ¡guales, y luego en otras dos etc., se llegará (229) á 1111 
arco menor que cd, el cual colocado sucesivamente sobre el 
acá, liará que uno de los puntos de división caiga entre c 
y d, v, g. en c; con lo cual los ángulos AOC y 110c, guar­
darán la misma relación que los arcos coinensurabies AC, ac, 
y se tendrá AOC:ao6'::AC:ac$ pero esta proporción tiene los 
mismos antecedentes que la anterior; luego (1841 -a cor.) los 
consecuentes darán aoc-.aoey.nd-.ae; pero este es un absurdo, 
pues la primera razón aoc-.aoc es de menor desigualdad, y la 
segunda ad-.ae , es de mayor; luego la relación de los án­
gulos no puede ser menor que las de los arcos.

Tampoco puedo ser mayor; poique si se supone 
Á0C:?UK¿> VC:nc, disminuyendo el consecuente de la segunda 
razón, lo suficiente paya que resulte igual con la primera, y su­
poniendo que se convierta en nd', se tendrá AOC:aoc::AC:ad'; 
y concibiendo dividido como antes el arco AC en parles igua­
les, bastante pequeñas, para que colocada una sobre el arco ac 
las veces que se necesite, caiga un punto de división éntre c y 
d' , como en c', se tendrá AOG:aoc'::AC-.acr ; qué (IS.4 
2.a cor.) dará aoí-.aoc'-.-.ad'-.irc' que es un absurdo, porque una 
razón es de mayor desigualdad, y otra de menor. Luego si la ra­
zón de los ángulos no puede ser menor ni mayor epie la de los 
arcos, deberá ser igual. L. Q. 1). 1).

302 Por esta razón se toma, para la medida de los 
ángulos, el arco de círculo comprendido entre sus dos 
lados, y descrito desde su ve'rtiee como centro.

Pera entender bien esta medida, debe saberse que la 
circunferencia se considera dividida en 360 partes igua­
les, que se llaman grados; cada grado en 60 partes igua­
les, que se llaman minutos; cada minuto en 60 partes 
iguales, que se IJauian segundos; cada segundo tn óo ter-
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ceros etc. Los grados se setlalan con una o sobre el nú­
mero, los minutos con un acento, Jos segundos con dos 
etc.: de manera, que 57o 17'4a,"22'" , quiere decir 57 
grados, 17 minutos, 44 segundos, y 22 terceros. De con­
siguiente, la medida de un ángulo recto es un cuadrante 
d yo”, que se señala con ¿tt.

303 Teor. El ángulo formado por una tangente y 
una cuerda tiene por medida la mitad del arco que la 
cuerda suhtende.

Espl. Sea el ángulo ETA (íig. 45), formado por 
la cuerda AT y por la tangente EMj digo que tie­
ne por medida la mitad FT del arco TEA que la 
cuerda AT subtende.

Constr. Tírese el diámetro HF perpendicular á la 
cuerda AT, el' BD paralelo á la misma cuerda, y 
tírese el radio CT.

-Orín. Por ser FI1 perpendicular $ AT, lo será también 
á su paralela BD (§ 2 80); luego el ángulo FCD es verlo; el án­
gulo ETC también es recio (299), luego (253) será FCP=F.TC.

Ahora, el ángulo o=p, por alternos internos entre las pa­
ralelas AT,BD, siendo CT la secante¡ luego restando es­
tas ecuaciones, se tendrá FCD—o=?ETC—/»; ó «=ETA; pe­
ro, por tener n su vértice en el centro del círculo, tiene 
por medida el arco FT; luego el ángulo ETA, que es su 
igual, tendrá la misma medida FT; y como FT es la mitad 
de TFA (294), resulta L. Q. I). D.

Esc. Gomo entre los dos ángulos ETA , ATM, 
lian de valer dos rectos, el valor del ángulo ATM se­
rá lo que le falte á la mitad de AFT para la semicir­
cunferencia, o' su medida será la mitad del arco ABHTj 
luego ya se considere el arco uiayor ó el menor que la 
cuerda subtende, se verifica la proposición.

304 Teor. El ángulo cuyo vértice está en la circun­
ferencia^ formado por el concurso de dos .cuerdas , tiene 
por medida la mitad del arco que abrazan sus dos lados.

Espl. Sea el ángulo DTE (fig. 46), cuyo vértice 
T está en la circunferencia, formado por las dos cuer­
das TE , TD j digo que tiene por medida la mitad 
del arco ED que sus dos lados abrazan.

Otm. Porque si cu T se concibe la tangente ATB, los 
tres ángulos ATI), DTE, ETB, valdrán juntos (254 cor. 3 '’)

Tomo i. 50
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la mitad de la circunferencia TEDM; pero el ATD, pol­
lo acabado de demostrar, tiene por medida la mitad de TM1), 
y el BTE la mitad de TE¡ luego el DTE tendrá por 
Inedída la mitad de DE, que era L. Q. D. D.

Cor. i.° Si se unen los puntos D y E con el 
centro C, el ángulo DCE tendrá por medida todo 
el arco DE, y DTE su mitad; luego será 

DCE=2DTE.
Al ángulo DCE, por tener su vértice en el centro, se 
le llama ángulo central, y al DTE, por tener su vér­
tice en la circunferencia, se le llama ángulo inscrito; 
luego el ángulo central es duplo del ángulo inscrito.

Cor. 2? Todos los ángulos BAE, BCE, BDE (figu­
ra 47), <jué tienen sus vértices en la circunferencia e in­
sisten sobre un mismo arco BE, son iguales', porque to­
dos tienen por medida la mitad del arco BE (*).

(*) El Señor D. Joaquín de Loresccha, que. ha pertenecido 
á los cuerpos facultativos de Ingenieros y Artillería, y en la ac­
tualidad se halla de oficial de la Secretaría de Guerra, fundán­
dose en esta propiedad, ha excogitado un importante, procedi­
miento para determinar los puntos que se quieran de una cir­
cunferencia, con tal que se den tres, sin necesidad de conocer 
el centro, ni el radio; lo cual es muy útil aunque se conociera 
el radio, si este fuese demasiado grande etc.

Sean los tres puntos dados a, b, c, (fig. 4"° que se halla 
colocada éntrelas figuras 38, 4"> y de la lámina 1.a). Unan­
se dichos tres puntos por medio de las tres rectas ab , ac , be. 
Divídase, el ángulo bac en un número cualquiera de partes 
iguales, que lo mas sencillo es en dos, por medio de la recta in­
definida ad , y se. tendrá dng. bad=áng. dac. Por la par­
te exterior de la be, fórmese el ángulo bcs=bad, y el pun­
to e en que el lado es encuentre á la recta ad será pun­
to de la circunferencia.

En efecto, por esta construcción resulta que el ángulo dec, 
como estenio del triángulo aec, será igual con 

eac-\-eca—bac—bad-\-acb-\-bce;
pero bad=bce por construcción, luego resulta dec=bac+acb; 
poro, si prolongamos ab hasta tendremos que el ángu­
lo Ibc. estenio del triángulo abe, “será igual con bac+acb; 
y como cosas iguales á una tercera son iguales entre sí, resul-
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Cor. 3.0 Todo ángulo ACB {fig. 48), cuyo vértice 
está en la circunferencia, y cuyos lados pasan por los 
estreñios de un diámetro AB, es recto ; porque tiene 
por medida la mitad del arco AEB, que es un cua­
drante.

Cor. 4.0 Todo ángulo ACD, cuyo vértice esté en 
¡a circunferencia y abrace un arco mayor que la semi­
circunferencia, será obtuso-, porque la mitad de este ar­
co será mayor que un cuadrante; y todo ángulo ACE, 
cuyo vértice estecen la circunferencia y sus lados abra­
cen un arco menor que la semicircunferencia, es agudo-, 
porque su mitad será menor que un cuadrante.

305 Probl. En el estremo B de una recta AB 
(fig. 49), que no se puede prolongar, levantar una perpen­
dicular.

tara dccz=lbc-, y sicmlo estos ángulos iguales, tendrán suple­
mentos iguales, luego será cea—abe ¡ pero, siendo el punto b 
por el supuesto un punto de la circunferencia, el ángulo abe 
tiene por medida la mitad del arco que la cuerda ac sublen- 
dc; luego el ángulo ace, que es igual con abe, tendrá la 
misma medida, esto es, la mitad del arco que la cuerda ac 
subleude. De donde se deduce , que el punto c se baila en la 
circunferencia de que se trata. Porque si estuviese fuera de la cir­
cunferencia, tendría por medida la mitad del mismo arco que 
subtende la cuerda ac menos (§457 T. I P. 11 T. E.) la mi­
tad del arco convexo que abrazasen las ea, ec; y si el punto 
c se bailase dentro de la circunferencia, tendría por medida 
(§ 45G T. I P. 11 T. E.) la mitad del arco subtendido por ac 
mas la mitad del arco que corlasen en la circunferencia las pro­
longaciones de ac y ce.

Para determinar los puntos que están inferiores á los dados 
a, b, c, se procederá del modo siguiente. Fórmese en b el 
ángulo abm=bac; y en a el ángulo bap=abc, y el pun­
to n en que la ap encuentre á la bm será punto de la 
circunferencia. Porque de este modo, resulta (2S9 cor. 2.°) que 
áng. anb=áng.acb; pero el ángulo acb, estando el punto c 
en la circunferencia, tiene, por medida la inftad del arco que 
subtende la cuerda ab; luego el ángulo anb tiene por me­
dida la mitad del arco que subtende la misma cuerda ab, y 
el punto n se halla en la circunferencia de que se trata.

B
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Res. j Dam. Haciendo centro en un punto cualquie­

ra C, trácese una circunferencia que pase por B, 
y que ademas corte en otro punto cualquiera A á di­
cha recta. Por este punto tírese el diámetro AD; úna­
se el estremo D de dicho diámetro con el 15 por me­
dio de la BD; y esta será la perpendicular pedida. 
Porque el ángulo ABD es recto (304 cor. 3.0), y por 
lo mismo la BD es perpendicular á la AB.

306. Probl. Dado un punto A ^fig. 50) fuera da 
un círculo DEB,/ tirarle una ó dos tangentes.

Res. y Dem. Unase dicho punto A con el centro 
C del círculo, por medio de la AG; sobre esta recta 
como diámetro, trácese una circunferencia; desde el pun­
to dado tírense á los puntos de intersección D, B, las 
rectas AD, AB, las cuales serán las tangentes pedidas. 
Porque tirando Jos radios CD, CB, los ángulos ADG, 
ABC, que tienen su vértice en la circunferencia del cír­
culo BDA, y cuyos lados pasan por los estremos del 
diámetro AC, serán rectos; y por lo mismo la AD será 
perpendicular á DG, y la AB á CB; y como DC,CB 
son radios del círculo dado DEB, resulta que las AD, 
AB, .perpendiculares á estos radios son tangentes de di­
cho círculo.

De Jas figuras en general, y propiedades de Ini cuadriláteros.

307 Se llama figura el espacio terminado por líneas. 
En la idéa de figura entran estas dos: la del espacio cer­
rado, que se llama área ó superficie, y ia de las líneas 
que le cierran, que se llama contorno ó perímetro. Las 
figuras terminadas por rectas, se llaman rectilíneas; las 
terminadas por una d muchas curvas, curvilíneas; y las 
que por líneas rectas y curvas, mistilíneas.

Cdando dos figuras tienen sus perímetros de igual es- 
tensiun, se llaman isoperímetras; cuando sus superficies 
son iguales, se dice que son equivalentes; y cuando son 
tales que superpuesta la una á la otra se confunden exac­
tamente, se llaman iguales.

Se dice que una figura está inscrita en un círculo, ó 
que un círculo está circunscrito á una figura, cuando to-
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dos sus ángulos están en la circunferencia de dicho cir­
culo, como ABDC (ilg. 51).

Cuando uua figura es ta! que todos sus lados son tan­
gentes de un círculo, se dice que está circunscrita al cír­
culo, ó que el círculo está inscrito en la figura: tal es la 
ABCDE (fig. 52).

En general, se llama ¿ase de una figura al lado sobre 
que se considera insistiendo; allura, la perpendicular ba­
jada á la base desde el punto de la figura qué diste mas 
de la base; y se llama diagonal toda finca AD (fig. 51) 
que desde un ángulo va á parará otrono inmediato.

308 De esto y de lo dicho (‘270 y 271) se deduce, 
S.° qiie el perímetro de una figura inscrita en una curva 
es menor que la misma curva-, 2.0 de dos figuras inscritas 
en una curva, la que tenga mayor número de lados tiene 
mayor perímetro-, 3.0 el perímetro de toda figura, circuns­
crita á una curva, es mayor qué la misma curva-, y 4.0 
de dos o mas figuras circunscritas á una curva, la que 
tenga mayor número de lados tiene menor perímetro-, pues 
aquí llamamos perímetro álo que allí conjuntos de rectas.

309 Cuando una figura está terminada por cuatro 
rectas, se llama cuadrilátero. Si de estas cuatro rectas 
ninguna es paralela á o':ra ,1a figura se llama trapezoide, 
como ABCD (fig. 53); cuando dos son paralelas entre 
sí, como AD, BC (fig. 54), se llama trapecio; y pa- 
ralehgramo, cuando las cuatro rectas son paralelas de dos 
en dos.

Hay cuatro especies de paralelogramos: primero, cuan­
do los ángulos A y D (fig. 55) adyacentes á un mis­
mo lado AD, y los lados AB, AD que forman un 
mismo ángulo, son desiguales, el paralelogramo se llama 
romboide-, cuando los ángulos adyacentes á un mismo lado 
son desiguales , é iguales los lados que forman un mismo 
ángulo, como ABCD (fig. 56), se llanta rombo-, cuan­
do los ángulos adyacentes á un mismo lado son iguales, y 
los lados que forman un mismo ángulo desiguales, como 
en la (iig. 57), se llama rectángulo-, y cuando los lados 
que forman un mismo ángulo son iguales, y los ángulos 
adyacentes a un mismo lado también son iguales, como 
se vé on ABCD (fig. 58), se llama cuadrado. *
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Se llama base de un paralelogramo el lado sobre que 
se considera insistiendo, y la pe rpendicular á la base tía 
6U prolongación , desde el lado opuesto, se llama altura; 
así , BE es la altura de los paralelogramos ABCD 
(fígs- 55 y 56), cuando se considera por base el lado Al). 
En un- trapecio se llaman bases los dos lados paralelos; 
y altura la perpendicular tirada desde uno de ellos al otro.

310 Teor. Los cuatro ángulos de un cuadrilátero va­
len 21T tí cuatro rectos.

Dan. Porque ( figs. 53, 54 y 55), tirando la diagonal AC 
quedará dividido en dos triángulos, cuyos ángulos valen lo mis­
ino que. los del cuadrilátero ; y como los ángulos de. cada triángulo 
valen tt , los del cuadrilátero valdrán 27r ó cuatro rec­
tos. L. Q. D. D.

311 Teor. Si dos lados opuestos de un cuadrilátero 
son iguales y paralelos, será un paralelogramo.

Espl. Si los dos lados AB, CD del cuadrilátero ABCD 
(fig. 59)5 son iguales y paralelos, los otros dos lados 
AD, BC, también lo serán, y la ligura será un parale­
logramo.

IJern. Si se tira la diagonal AC, se tendrán dos triángulos 
BAC, DAC, que tienen AB=CD por el supuesto; el lado 
CA común, y el ángulo m=n, por alternos internos entre 
las paralelas AI!, CD, y la secante AC ; luego son iguales 
(260) ; luego AD=BC , y el ángulo /'='/; pero estos son 
alternos internos entre las rectas AD , BC, cortadas por otra 
AC; luego diclias rectas serán paralelas (281), y la figura un 
paralelogramo. L. Q. D. D.

3 12 Teor. Si los lados opuestos de un cuadrilátero son 
iguales, el cuadrilátero será un paralelogramo.

Espl. Si en el cuadrilátero ABCD, se supone AD~BC, 
y BA=CD, digo que AD será paralela con BC, y 
BA con CD, y la figura un paralelogramo.

Dcm. Porque tirando la diagonal AC, los triángulos ABC, 
ADC serán iguales (259) ; luego el ángulo rn=n , y p=i/; la 
primera ecuación da, que CD es (281) paralela con BA, y la 
segunda que. AD lo es á BC; luego la figura es un paralelogra­
mo. L. Q. D. D.

313 Si aplicamos aquí lo demostrado (286), y se sus­
tituye el lenguaje de paralelogramo, lados, etc. se tendrá: 
i.° que., la diagonal de un paralelogramo le divide en dos
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triángulos iguales. 2° En todo paralelogramo son iguales 
los lados y ángulos opuestos. 3.0 Dos ángulos A, D, con­
tiguos aun mismo ladode un par alelo gramo, son ( 284..4.°) 
el uno suplemento del otro. 4.0 Si uno de los ángulos es 
recto, lo son todos. 5.0 Si dos lados contiguos de un pa- 
ralelogramo son iguales, lo son todos los demas.

314 Si dos paralélogramos tienen dos lados iguales é 
igual el ángulo comprendido, serán iguales-, pues Jos otros 
dos lados lo serán por opuestos á los dados; y los ángu­
los serán, el opuesto igual al dado, y los adyacentes 
también serán iguales, por ser suplementos suyos.

Ademas puede observarse, que si por la parte supe­
rior d interior de la AD, y por la derecha o izquierda de 
la AB, se tirasen varias rectas, y por el punto C se ti­
rasen paralelas respectivamente á dichas rectas, resulta­
rían una multitud de paralelogramos, que todostendrían 
una misma diagonal AC , como se ve en la (fig. 59*}.

De los polígonos.

315 Una figura terminada por mas de cuatro lineas 
se llama polígono; si está terminada por cinco lados, se 
llama pentágono, si por 6, exágono-, si por y, eptágono; 
si por 8, octágono-, si por 9, eneágono-, si por 10, decágo­
no-, si por 11, endecágono-, si por 12, dodecágono. Cuando 
ocurre nombrar un polígono de mas lados, se dice polí­
gono de 16, de 20, de 30 lados.

Un polígono es regular cuando tiene iguales todos sus 
ángulos y todos sus lados, como ABDEF (fig. 60); yes 
irregular cuando le falta alguna de estas circunstancias, 
como ABCDEF (fig. 61).

Se llama ángulo saliente de un polígono, aquel cuyo 
vórtice mira hácia fuera de la figura, como los A, B; y 
ángulo entrante, aquel cuyo vértice mira hácia dentro de 
la figura como el D.

Cuando el polígono es regular hay un punto dentro, 
tul que todas las rectas que desde él se tiran á los ángu­
los, son iguales; este punto se llama el centro del polígo­
no, y las rectas tiradas radios oblicuos ¡y se llaman ra-
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dios rectos las perpendicnlares tiradas desde el centroá 
los lados; y en un polígono se llama sojita á la diferen­
cia entre el radio oblicuo y el radio recto.

3 16 La suma de todos los ángulos de un polígono vale 
tantas veces dos rectos, como lados tiene el polígono me­
nos dos.

Dan. Porque si desde uno de los ángulos" A (fig. 61)" se. tiran 
diagonales, quedará dividido el polígono en laníos triángulos co­
mo lados licué minos dos; piro los ángulos de estos triángulos 
componen los del polígono; luego lo» ángulos de este valen lanío 
como los de los triángulos; y como los década triángulo valen dos 
recios, se deduce L. Q. I). D.

Cor. i.° Luego llamando w á dos ángulos rectos ó i 
i8o°, y n al ntunero de lados , (n—2)tt será la espre- 
sio/i del valor de todos los ángulos de un polígono.

Cor. 2.° Como en un polígono regular todos los «ángu­
los son iguales, y hay tantos como lados, para hallar" el 
valor de uno se dividirá el valor de todos, que es («—2)7?, 

por n; que es también el mímero de ángulos, y se ten­

drá: Angulo de polígono regular—C""-2)'*.
n

Esc. La fórmula anterior da á conocer que el ángulo 
de un polígono regular es siempre menor que ir; por­
que, para obtener su valor, se ha de multiplicar % ’por el

quebrado propio ———.
n

El triángulo equilátero y el cuadrado se pueden con­
siderar como polígonos regulares de tres y de cuatro la­
dos; y les convienen las propiedades del teorema y coro­
larios que acabamos de deducir.

Así es, que sustituyendo 3, 4, 5, etc. en vez de n, 
se tendrán los ángulos de los polígonos regulares siguien­
tes, que es muy útil saber de memoria.

Arigulo de triangulo equilátero =6o°;
Angulo de cuadrado =90°;
Angulo de pentágono regular —108o;
Angulo de exágono regular =120°.

317 leor. Si se dividen los ángulos de un polígono
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regular en dos partes iguales por medio de rectas, estas 
se encontrarán en un mismo punto y serán iguales.

Espl. Si los ángulos A, B, D, etc. (fig. 6o), se divi­
den en-dos partes iguales por medio de las rectas AC, BC, 
DG, etc. digo que estas se encontrarán en un mismo pun­
to G y serán iguales.

jücm. Pues que (316 esc.) el ángulo FAB<180°, su mitad 
CAB valdrá menos de 90°; por la misma razón ABC valdrá 
menos de 90° ¡ luego será CAB+ABC< 180° ; luego las recias 
AC, BC se encontrarán (287) en un punió tal como C. Y co­
mo los ángulos CAB, CBA , son iguales por ser mitades de los 
iguales FAB,ABD, el triángulo ACB será isósceles y dará 

AC=CB.
Del mismo modo se demostrará que la DC encontrará á la 

BC; pero falla probar que la DC encontrará á la BC en el 
mismo punto en que la AC encuentra á la BC. Para esto, ob­
servaremos que los triángulos CAB, BCD tienen iguales los la­
dos AB, BD, é iguales los ángulos adyacentes á estos lados, por 
ser mitades de los ángulos A, B, D, etc. del polígono; luego se­
rán iguales, y se podrán superponer; luego podremos concebir 
que el triángulo DCB se doble pe la BC, de modo que Bl) 
caiga sobre BA, en cuyo caso DC se confundirá con AC, é 
irán por consiguiente á encontrar á la BC en un mismo pun­
to C.

Como lo mismo se demuestra de todas las demas , resulta que 
todas se encontrarán en C; y que AC=BC=DC==etc. que 
es L. Q. D. D.

Cor. i.° Luego el punto C será el centro del polígo­
no, y las rectas AC, BC, DC, etc. los radios oblicuos-, cié 
manera que en todo polígono regular son iguales los ra­
dios oblicuos.

Cor 2.° Luego los triángulos CAB,CBD,CDE, etc. 
son isósceles é iguales entre sí-, porque tienen sus tres la­
dos respectivamente iguales.

Cor. 3? Si desde el centro se tiran las perpendiculares 
CP, CQ, etc. á los lados de dicho polígono, serán los ra­
dios rectos; y como los triángulos AGQ, ACP, tienen 
el lado AC común, el ángulo CAPzzCAQ por mitades 
de FAB, y el P=Q por rectos, resulta (273 cor. 2.0) 
que son iguales, y dan CP=CQ; luego en un polígono 
regular todos los radios rectos son .guales.
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Cor. 4.0 El radio recto de un polígono regular divi­

de al lado correspondiente en dos partes iguales-, porque 
(tO5 esc.) los triángulos FCÁ, AC13, etc. son isósceles.

Cor. 5.’ Si desde el centro de un polígono regular y 
con el radio oblicuo, se traza una circunferencia, esta 
pasará por todos los ángulos del polígono, y por consi­
guiente el círculo quedará circunscrito a! polígono.

Cor. 6.° Si desde el centro del polígono se traza una 
circunferencia con un radio igual al radio recto (fig. 62), 
esta pasará por los estreñios de todos ellos; y siendo ca­
da lado perpendicular al radio recto, que se lia converti­
do en radio del círculo, este quedará inscrito en el po­
lígono.

Esc. al cor. 5.0 y 6.° Debe observarse, que radio oblicuo 
de un polígono inscrito en un círculo , y radio de un cír­
culo circunscrito á un polígono, es una misma cosa-, y que 
radio recto de un polígono circunscrito á un círculo, y ra­
dio de un círculo inscrito en un polígono, es también una 
misma cosa: o mas general, el radio oblicuo de todos 
los polígonos que se pueden inscribir en un círculo, es el 
mismo que el del círculo en que lo están; y el radio recto 
de todos los polígonos que se pueden circunscribir á un 
círculo, es el mismo que el del círculo á que lo están.

Cor. 7.0 Como todos los triángulos ACB, BCD, etc. 
(fig. 60) son iguales, los ángulos ACB, BCD, etc. for­
mados en el centro , serán iguales; y como en virtud de 
lo espuesto (254 cor. 3.0) todos valen 360o tí 27r, y hay 
tantos como lados, resulta que , 0

áng. del centro de un políg. reg. =:■■■■ °—.

Cor. 8.° El lado del exágono es igual al radio del 
círculo circunscrito-, porque los triángulos ACB, BCD, etc. 
(fig- 63) que, en todos los polígonos regulares, son brís­
celes , en el exágono son equiláteros, por ser equiángulos; 
pues siendo ABD—120o, su mitad CBA valdrá 60o, 
y también C£B=6o°; luego el ACB~Go°-, luego CA-AB.

Cor. ).° Cu go para inscribir un exágono en un círculo 
basta colocar el radio seis veces sobre la circunferencia, y 
tirar rectas por los puntos de división A, B, D, etc.

Si aliara se quiere inscribir un triángulo equilátero.
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se unirán de dos en dos los estreñios de los Jados, con las 
rectas AD, DF, FA.

Cor. io.° Y si se quisiese un arco de 30o, se dividiría 
(294) en dos partes iguales el arco yJB correspondiente 
á una cuerda igual al radio.

318 Para inscribir un cuadrado, se tirarán dos diá­
metros AB, CD (fig. 64) que se crucen á ángulos rectós 
y se unirán susestrenios porlas cuerdas AC,AD,DB, BC.

Si se levantan en A, B,C, D perpendiculares á los ra­
dios 04, OB, OG, OD, se tendrá circunscrito el cuadra­
do MNPQ: en el cual por ser cada lado v. g. MN 
igual (313..2.0) al diámetro AB, se tendrá que el perí­
metro del cuadrado circunscrito vale cuatro diámetros.

Abora, por ser el lado del exágono igual al radio del 
círculo circunscrito, su perímetro valdrá seis radios ó tres 
diámetros; pero la circunferencia es mayor (308) que el 
perímetro de cualquier figura inscrita y menor que el de 
la circunscrita; luego la circunferencia es menor que cua­
tro diámetros y mayor que tres , ó está entre tres y cua­
tro diámetros.

l)a las lineas proporcionales.

319 Teor. Sien una recta que con otra forma un án­
gulo cualquiera. se toma un número cualquiera de partes 
iguales, y por los puntos de división se tiran paralelas 
entre sí, hasta que encuentren á la otra , y por estos pun­
tos de concurso se tiran paralelas á la primera', cada una 
de estas rectas quedará dividida en partes iguales entre si.

Espl. Si en la AY (fig. 65) que con la AZ forma un 
ángulo cualquiera VAZ, se toma AB~BC~CD— etc., 
por los puntos de división B, C, D, etc. se tiran las BF, 
CG, etc. paralelas entre sí: y por los puntos F, G. H, etc. 
donde estas encuentran á la AZ, se tiran las l'S, GT, etc. 
paralelas á la primera AV: digo que las partes AF, FG, 
GH, etc. de la AZ, serán iguales; y que también lo se­
rán las délas rectas FS, GT, etc., y las de CG, DH, etc.

Dcm. Por el supuesto se tiene AB=BC; pero 15C=FK pste 
lados opuestos del paralclogramo BCKF, luego AB=FK.
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1£1 ángulo FKG=ABF (§ 288); el BAF=KFG, por cor­
respondientes cutre las paralelas AV, FS, siendo la secante AZ; 
luego (261) los triángulos BAF, KFG, serán iguales, y da­
rán AF=FG.

Del mismo modo se demostrará que el triángulo
FKG=GNH=HPQjsclc. ; luego AF=FG=GH=IIQ=etc.

Ahora, FK=BC por lados opuestos de paralelogramo; 
y por la misma razón KL=CD, LM=DE, etc.; pero 
BC=CD=DE= etc. por el supuesto, luego FK=KL=LM = etc.

Para demostrarlo respecto de las CG, DII, etc,, observare­
mos que. CK=BF por lados opuestos de paralelogramo; BF=KG 
por la igualdad de los triángulos ABF, KFG : luego CK=KG,

Ahora , DL=CK y LN=KG , por lados opuestos de parale- 
logramos; pero CK=KG por lo acabado de demostrar ; luego 
BJ.=LN; y como KG==NII por la igualdad de los triángulos 
FKG, GNH, resulta tqnibien que DL=LN=NH, que era 
todo L. Q. D. D.

Cor. Puesto que AB = BC=etc. y AF=FG=etc., 
resultará que la razón que tenga AB con AF, esa mis­
ma tendrá BC con FG, etc. luego

AB: AF:: BC: FG: :CD; GH: :etc.: etc. 
y multiplicando los dos términos de la primera razón por 
una misma cantidad, se tendrá

AB: AF:: zAE: 2 AF::3AB:3AF: :4AB:4AF:; 
nxAB:nxAF::/«xAB.v«xAF::etc.:etc.

Esto quiere decir, que un número cualquiera n de 
partes de la primera es al mismo múmero de partes de la 
segunda, como otro número cualquiera m de parles de la 
primera es á este mismo número de partes de ia segunda-, 
ó alternada dirá: un número cualquiera n de partes déla 
primera es ú otro número cualquiera m de partes de la 
misma, como el número n de partes de la segunda es al 
número m de partes de la misma-, de manera que se ten­
drá esta serie de razones iguales

AB:AF::BC:FG::CD:GH::DE:HQ::AC:AG::
BD :FH:: CE: GQ:: AD: AH:; etc. :etc.

3eo Teor. Si por un punto cualquiera del lado de un 
triangulóse tira una paralela á la base-, los lados de di­
cho triángulo quedan divididos en partes proporcionales.

Espl. Sea el triángulo ABC (íig. 66); digo que 
si desde un punto cualquiera D de uno de los lados, se
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tira una recta DE paralela á la base, esta recta divi­
dirá á los lados BA, BC en partes proporcionales, de 
modo que se tendrá BA:BD::BC:BE.

Idem. Aquí pueden ocurrir dos casos: t.° que CA sea CO- 
mensurable con ]JD, y 2.° que no lo seg.

En el primer caso, sea la común medida de BA y BD la AP; 
y representando por rn el número de veces que está contenida en 
BA, y por n las que está contenida en BD, se tendrá 
AB=mX AP, BD=nxAP; y formando proporción y simplifican­
do por AP, será AB:BD::7/íXAP: nX'AP::rn:n; pero, si por 
los puntos de división P se tiran rectas paralelas á la AC, tales 
como la PQ, rilado BC quedará dividido ( 319 ) en rn par­
tes iguales con CQ, y la recta BE, en n, y se tendrá 
BC=/nXGQ; BE=nXCQ¡ de donde BC:BE::z«XCQ://XCQ:.-/n:n; 
luego esta proporción y la anterior (18.4..2.a) darán 

AB:BD:: BC:BE.
2.° Si BA y BD son inconmensurables, digo que la razón 

ilc BA: BD no puede ser mayor ni menor que la de BC:BE
En electo, no se puede supor er BA:B1):: BC:BL, siendo 

BL<ÜE; porque en este caso concibiendo la BA dividida en 
partes iguales, tan pequeñas que tirando paralelas á AC, por los 
puntos de división , caiga una de estas tal como de, entre E y 
L, á causa de la comensurabilidad de BA ron Hd, se tendrá 
BA:IW::BC:Be. Cuya proporción yla anterior dará (§ 184..2.a cor.) 
BD:Bí/::BL:Be, resultado absurdo; porque launa razón es de 
mayor desigualdad, y la otra de menor.

Tampoco se puede, suponer que BA:BD:: BC: BL', siendo 
HE; porque concibiendo dividida la BA en partes tan pe­

queñas como se necesite, para que una de las paralelas tal co­
mo d'e', tiradas á la base AC por los puntos de división , cai­
ga entre Ey U, se tendrá x BA: B2'::BC:Be'; y formando 
proporción con los consecuentes de estas dos proporciones, será 
BI);Bd':: BL': B</, resultado absurdo por la misma razón que 
antes; luego no podiendo ser la razón BA: BD>ni<BC: BE, será 
BA:BD::BC:BE, que es L. O. D. D.

Cor. i.° Dividiendo esta proporción, tendremos 
BA—BD:BD::BC—BE:BE, ó DA:BD::CE:BE, la cual 
compuesta y alternada, se convierte en

DA+BD=BA: CEh-BE=BC :: BD: BE:: DA: CE; 
que nos manifiesta, que ¿os lados del triángulo son pro- 
porcionales con las partes superiores é inferiores á la pa­
ralela, y estas próporcionales entre si.
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Cor. 2.° De aquí se sigue también, que si tres para­
lelas AC, DE, de, se cortan por dos secantes yld, Ce, 
estas y las partes en que quedan divididas por la para­
lela DE, serán proporcionales entre sí; de manera que
se tendrá Ad:Ce::AD:CE::Dd:Ee, ó Ad:AD:Dd::Ce:CE:Ee.

Porque concibiendo prolongadas las secantes hasta que se en­
cuentren en 15, el triángulo BAC nos dará, considerando la 
<Ic- paralela con AC, Bd: Be:: Ad:Ce, y el BDE consideran­
do la de paralela con DE, dará Bd:Be::Drf:Ee; por lo que 
( 1 8/p.2.a ) será Ad:Oe::Dd:Eí?; y ( 184.4.a)
Ad—tíd.Ce—Ec::Ad:Cr::Dd:Ee; que. reduciendo y permutando 
resulta Ad:Ce::AD:CE::Dd:Ée ó (§185) Ad:AD:Dd::Cc:CE:Ee.

32 J Teor. Si una recta divide los lados de un trián­
gulo en partes proporcionales, es paralela á la base.

Espl. Sea el triángulo BAC (fig. 67); digo que si 
la DE divide los lados BA, BC, de modo que se ten­
ga BA:BD::BC:BE, la recta DE será paralela á la ba­
se AC.

JJer/i. Si la DE no es paralelad la AC, se le podrá tirar 
por el puntó D una recta que lo sea. Si esta fuese la De, se 
tendría (§ 320) BA:BD::BC:Bc; y como esta proporción y la 
del supuesto tienen los tres primeros términos comunes, resulta 
BE=Be, que es absurdo, porque BE es todo y Be parte suya; 
luego la paralela á la base, no puede caer por mas arriba de la DE. 
Tampoco puede, caer por la parte inferior; porque, si se supone 
que la De' es paralela á la AC, resultará BE=Bc', que tam­
bién es absurdo; luego si la paralela lirada por el punto D á 
la base AC, no puede pasar ni por mas arriba ni por mas aba­
jo de la DE, esta será la paralela. I.. Q. D. D.

322 Teor. La DE, que es paralela á la base, et 
también proporcional con la misma base; de manera que 
se tiene BA:BD::AC\DE.

Dem. Tirando por D la DF paralela con BC, tendre­
mos (320 cor. I.°) BA:BD::AC:CF; pero DE=FC por ser 
lados opuestos del paralelogramo DFCE; luego BA:BD::AC:DE, 
que era L. Q. D. D.

Esc. Si por un punto E, dentro de un ángulo BAC 
(Cg- 67), quisiéramos tirar una recta BEC, de mo­
do que BE=EC; tiraríamos ED paralela con CA, 
tomaríamos DB=DA, y tirando BEC, resultaría (320

BE=EC.
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^23 Probl. Dividir una recta dada AG (fig.68) en 
las partes iguales que se quiera , v. g. en ocho.

lies, y Dem. Tírese por uno de sus estreñios A una 
recta cualquiera AQ; tórnense en esta ocho partes iguales 
á una magnitud arbitraria, tal como Al'; tíñase el es­
tremo P de la octava división con el G de la recta pro­
puesta; y por todos los puntos de división tírense para­
lelas á la PG, las cuales dividira'n á la AG, en las ocbo 
partes iguales que se deseaba (319)-

Esc. Si se quisiera dividir la recta en dos (ó mas) par­
tes que tuviesen una razón dada, como de 3 á 5, se di­
vidiría la recta AG en 8 partes por el método anterior; 
y la recta DE tirada por el punto que señale uno de los 
números dados, paralela con GF, dividirá la AG en 
las dos partes AE, EG; que serán como 3:5 (320 cor \ .°).

324 Probl. Dadas tres rectas G, A, L (fig. 69), ha­
llarles una cuarta proporcional geométrica.

Res. y Dem. Fórmese un ángulo cualquiera YAZ 
con dos rectas indefinidas AY, AZ; en uno de los la­
dos AV tómese una parte AB= con la 1? G; en el 
mismo lado to'mese otra parte AC= con la 2? K; en el 
otro lado AZ to'mese una parte AE= á la 3? L; úna­
se el estremo B de la primera con el E de la tercera 
por medio de la BE, y por el estremo G de la segun­
da tírese la CP paralela con BE, la cual irá á encon­
trar al otro lado, de manera que la parte ÁF será la 
cuarta proporcional pedida. Porque el triángulo ACP 
(§320) da AB: AC::AE: AP, ó sustituyendo á estas 
líneas sus iguales, G:K::L:AF.

Esc. Si sólo se diesen las dos rectas G, A, y se pi­
diese una tercera proporcional geométrica, se emplearía la 
misma construcción sin mas diferencia que tomar 

AE—AC=K.
325 Probl. Formar la escala universal que se conoce 

con el nombre de escala de mil partes.
lies, y Dem. Túrnese una. magnitud arbitraria K 

(6g. yo), y repítase diez veces sobre la AB, desde A 
basta O; tómese toJa la magnitud AO=ioK, y re­
látase nueve veces desde O liácia la derecha; en los es­
treñios levántense perpendiculares, en las cuales se toma-
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rán también diez partes iguales con otra magnitud arbi­
traria, y se tiraran rectas por los puntos ue división 1,2, 
3, etc. que serán paralelas é iguales (311) á la AB; yen 
la última CE fórmense las mismas partes que en la Ali.

Desde D á C y desde O á A, po'ngase 10, 20, 30, 
etc. en las divisiones 1?, 2?, etc.; únase el punto O con 
el 10 de la de arriba; el 10 de la AO con el 20 de 
la de arriba, y así sucesivamente hasta unir el punto 90 
déla de abajo con el C de la de arriba; únase también 
el punto O con el D, y en los puntos de división de la 
derecha se pondrán, tanto arriba como abajo, 100, 200, 
300, etc.; con lo cual quedará formada la escala.

En ella se podrán tomar hasta mil partes, de esta ma­
nera : considerando que la distancia A90 vale diez par­
tes, Ta AO valdrá 100; y como AB=ioAO, se si­
gue que la AB, que es la mayor magnitud que se pue­
de tomar, valdrá mil partes.

jEsc. i.° Ahora , para tomar un número cualquiera de 
partes menor que mil, se procederá del modo siguiente. 
En primer lugar esta distancia se debe tomar en la pa­
ralela á AB que pase por el punto que espresa el guaris­
mo de las unidades del número propuesto; y la magnitud 
estará espresada por la parte de esta recta que hay in­
terceptada entre la recta que espresa las centenas y la 
que va desde las decenas de ahajo á una decena mas de 
la de arriba. Así, si se quieren tomar 237 partes, se 
echará de ver que esta distancia se debe tomar en la rec­
ta yP, y estará representada por la parte HN inter­
ceptada entre la recta 200 que espresa las centenas y 
la que desde el 30 de la de abajo que espresa las dece­
nas, va al 40 de la de arriba.

Porque ¡SH=H/rc-fíw-(-rNf ahora, lira es igual á 200, 
y por consiguiente vale 200 partes; la ]Nr=O30, también por 
lailos opuestos, del paral.elogranio IS/O30, y por consiguiente 
vale 30 de estas partes; y la rrn, poi; loque, ahora probaremos, 
vale 7 de dichas parles; luego MH=200+30+7=237 parles.

Para probar que rm vale 7 parles.se observará que el trián­
gulo ODIO, por ser la rm paralela á DIO, da

rwD 1 Or.O/n-.OD;; 7 XOM OxOí:; 7:10; luego DI 0X7
yrrn=.

10
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como la distancia DIO la suponemos compuesta de diez partes,

10*7 „
resulta que rm=——---- /.

Esc- 2 o Es muy importante el conocimiento de la escala, 
pues es lo primero qué se. lia de hacer para delinear todo plano, y 
es la que en los misinos planos y mapas sirve para conocer la dis­
tancia de dos puntos,

De la semejanza de las figuras.

336 Se llaman figuras semejantes las que tienen sus 
ángulos iguales y sus lacios proporcionales; y desemejan­
tes, aquellas á que falta alguna de estas dos circunstan­
cias. De modo que las dos figuras ABCDE, abede (fig.71) 
serán semejantes, siempre que sus ángulos sean A—a, 
Ji—b, C=c, etc., y ademas se tenga

AB:a¿::BC:fie'::CD:cd-:etc.:etc.
327 Teor. Todos los polígonos regulares de un mismo 

número de lados son semejantes.
Dcxn. Porque siendo en ambos uno mismo el número n de la­

dos, la fórmula (§ 316 cor. 2.°) —dará un mismo

valor par? cada ángulo; luego los ángulos del uno serán iguales á 
los del otro; y como en cada uno han de ser iguales los lados en­
tre sí, resulta que la razo» que uno de ellos tenga ron Otro, esa será 
la (pie tengan otros dos cualesquiera. Luego serán semejantes. 
L. Q. D. D.

328 Teor. Si por un punto cualquiera del lado de un 
triángulo se tira una paralela ú uno de los otros lados, 
se originará un triángulo que será semejante al primi­
tivo.

Espl, Si por el punto b1 del lado AB (fíg. 72), 
se tira la Ve' paralela con BG , el triángulo A Ve' 
será semejante al ABC.

Dern, Ambos triángulos tienen común el ángulo en A ; el 
ángulo en b'= al en B por correspondientes; el en tapien 
C, por la misma razón; luego tienen los tres ángulos del uno 
respectivamente iguales á los del otro. Abora, e\ triángulo ABC 
nos da (§ 320 y 3 22) A¡1:A//::AC:A(.'.:BCAV.

Tono I. ■ 62
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Largo estos dos triángulos tienen los ángulos iguales, y pro­
porcionales los lados; largo son semejante». L. Q. 1>. 1).

329 Teor. Dos triángulos son semejantes, cuando 
tienen los tres lados del uno proporcionales con los tres 
del otro.

Espl. Sean los dos triángulos AEG, abe, en que se 
supone AB:ab::AC:ac::BC:bc-, digo que se tendrá a=A, 
£—B, c=C, y por lo mismo los triángulos serán seme­
jantes.

Constr. Tómese en el lado AB una parte Ab'~ab, 
y en AC una parte Ac—ac, y únase el punto b‘ 
con el c'.

Dem. l’op el supuesto tenemos AB:o6::AC:ae; luego susti­
tuyendo en ve* de ab J ao sus iguales A¿1', Ac’, será 
AD-.AV-.-.AC-.Ae'; luego (3‘¿1) la Ve' será paralela á la base 
y proporcional (323) con la misma base: luego AJi-Ah'-.-.BC.Vr'-
V coiiio nb=Kb't esta proporción y la que forman la primera
V la tercera varón del supuesto tienen los tres primeros téma­
nos iguales; luego el cuarto será igual en ambas, y se tendrá 
Vc’=Á>c; luego los triángulos A Ve', abe son iguales (2 59); y 
como A Ve' es semejante (358) al ABC, resulta que su igual 
abe también será SemejanIe con ABC, que era L. Q. I). 1).

330 Teor. Dos triángulos son semejantes cuando tie­
nen un ángulo igual, formado por dos lados proporcio­
nales.

Esph Sean ABC, abe dos triángulos, en que se su­
pone A=a, y AB:ab::AC:ac ■, digo que son semejantes.

Dem. Hecha la construcción anterior, resulta que si en la 
proporción del supuesto sustituimos en vez de ab, ac, sus ¡gua­
les Ab', Ac', se tendrá AB:A¿/::AC:Ac'; luego la Ve' d¡\ide 
en pactes proporcionales los lados del triángulo ABC, y por lo 
mismo será paralela á la base; luego (328) el .triángulo A Vi' 
es semejante al ABC; y como abe es igual (2G0) con A Ve', 
resulta que abe será semejante con ABC, que es L. Q. 1). I).

331 Teor. Dos triángulos son semejantes cuando Us 
tres ángulos del uno son respectivamente iguales ú los del 
otro.

Espl. Sean dos triángulos ABC, abe, en que se su­
pone A—a, B —b y C=c, digo que son semejantes.

Constr. Tómese en AB una parte Ab' igual con 
ab, y por b' tíresela b'e' paralela con BC.
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Bem. El ángulo ¿'=Ti por correspondientes; y como B=b 
por el supuesto, será U=b; luego los dos triángulos Al/J, abe 
son iguales (201); pero Ai'..' es semejante con ABC; luego 
,,'uc también lo .-erá, que. es L. Q. 1). 1).

Cor. i.° Cuando dos ángulos de un triángulo son 
iguales respectivamente á dos de otro, los triángulos son 
semejantes; porque en este caso el tercer ángulo (289 
cor. 2.°) es igual al tercero.

Cor. 2° Dos triángulos rectángulos son semejantes, 
siempre que ademas del ángulo recto tengan otro igual 
ó coman.

Cor. 3? Dos triángulos ABC, DEF (figura 73) son 
semejantes cuando tienen sus lados paralelos; porque si 
AB es paralelo con DE y 13C con EF, el ángulo 
B=E (§288); y ademas por 6er AC paralelo con DF 
será igualmente el ángulo C=F y A=D.

Cor. 4? Dos triángulos DEF, ABC (fig^ 74) son 
semejantes cuando tienen sus lados respectivamente per­
pendiculares-, porque dando á uno de ellos un cuarto de 
conversión (lo que no altera el triángulo) resultarían sus 
lados paralelos á los del otro.

Esc. i.° Dos triángulos rectángulos son semejantes 
cuando tienen proporcionales un cateto y la hipotenusa.

En electo, si suponemos rectángulos en B yen * (fig-12) 
los triángulos ABC, ale, r que AB:AC::o6.a«, serán seme­
jantes; porque tomando AU—ab y AJ=ac, la proporción se 
convertirá en AR:AC::AÍAA</ ; luego si unimos el punto V 
con c' por medio de la V d , esta será (321) paralela con 
BC; y como el ángulo B es recto por el supuesto, también lo 
será (284.. 3.°) el i'; luego ( 273 cor. 2.°) los triángulos 
Al/d, abe serán iguales; pero Al/d es semejante (32S) al 
ABC-, luego también lo será el abe, que era L. Q. 1). D.

Esta proposición se verifica aun con mas generalidad 
en esta forma.

Dos triángulos son semejantes cuando tienen dos lados 
proporcionales á igual el ángulo opuesto al mayor de 
ellos.

Espl. Sean los dos triángulos ABC, abe (fig. 72) en 
que se supone AB:aA::AC:ac , ABC—abe, sabiendo ade­
mas que el lado AC es mayor que AB; voy á demos­
trar que son semejantes.

•
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IJém. Tómese en AB una parle AP=±abt y en AC una 

parte Ad=ac, únase V con c' por medio «le la ¿V', y 
tendremos que, sustituyendo en la prOpol-ciOn del suplíoslo envía 
de ab y ac, sus valores Al', Ai/, será AII;A¿'.:AGA<:'; lue­
go la Ve' divide en parles proporcionales a los lados del 
triángulo ABC; y por lo mismo será (321) paralela á la base; 
Juego el triángulo A Ve' es semejante (3 28) al ABC; y como 
el triángulo abe es igual (273 cor. 4-°) con el AVJ (por te­
ner ab—AV, ac—Acr por construcción y abe—Ah':', porque 
de. ser la Ve' paralela con la base BC, se deduce que el ángu­
lo Ab'er=ABC-=abe por el supuesto), rcsulla que el triángulo 
abe también será semejante al triángulo ABC.

Esc. 2? Dos triángulos soti semejantes cuando tienen 
dos lados proporcionales é igual el ángulo opuesto al la­
do menor de los dos dados y que sean de una misma es­
pecie los ángulos opuestos al lado mayor de los dos que 
se dan.

Espl. Sean ABC , abe dos triángulos efl que se tie­
ne AC:ac::AI3:a¿; el ángulo en C= al en c; y en que 
se sabe ademas que AB<AC y que los ángulos en B 
y ¿, son de una misma especie, esto es, o ambos agu­
dos, ó ambos rectos, ó ambos obtusos; digo que los dos 
triángulos ABC, abe son semejantes.

Dan. Tómese en AB una parle AV—ah, yen AC una 
parte Ac'=ac, y tírese la Ve' ; con lo cual la proporción vid 
supuesto nos dará AC:Ac'::AB:A¿'; luego la b'i/ será (321) 
paralela con la base BC; luego el ángulo B=b' y el c'= C=c. 
Luego (328) el triángulo Ab'c' es semejattle con el ABC; pero 
el A Ve' es igual (273 cor. 5.°) con el abe; pues tienen dos la­
dos iguales-, á saber, AV=ab, Ac,=ae; el ángulo c opuesto 
al menor de, los lados ab, igual al tf opueslo al menor en el 
A b'c', y los ángulos en b y V son de una misma especie por 
suponerse que lo son los en b y B que es igual con i'; luego 
el abe será semejante con ABC, que era L. O. I). D.

Esc. 3.0 Dos triángulos son semejantes cuando tienen 
un ángulo igual, y proporcionales los lados que forman 
otro ángulo que sea de la misma especie en ambos trián­
gulos.

Espl. Sean CAB y FDE (fig. 76*) dos triángulos 
en los que se tenga el ángulo ABO=DEF, y propor­
cionales los lados que forman los ángulos ACB, DFE,
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de modo que se tenga J3C:AC::EF:DF; voy á demos­
trar, que, con tal que se sepa que los espresados ángu­
los ACB, DFG son ambos agudos tí ambos obtusos, los 
triángulos serán semejantes.

Dan. Si por los puntos E y F se tiran las rectas EG, FG 
rpir formen los ángulos FEG y EFG iguales con A1!C y BCA, 
temí reinos que el triángulo ABC será semejante á GEF (co­
mí. l.°), y darán BQCA-.iEFlFG ¡ y como esta proporción y la 
del supuesto tienen la primera razón común , será 
EF:FG::EF:DF ; qué da (184 1.a) FG—HF. Luego los trián­
gulos EGF y E1>F tienen el lado FG=FJ), el lado EF co- 
iniin, y los ángulos FEG==AHG=üFED, y los otros ángulos 
F.KI) y EFG de la misma especie, por serlo EF1) de la misma 
(pie ACB por el supuesto,' y EFG=AGB por construcción; 
luego dichos triángulos serán ( SiB cor. G.") iguales; por con­
siguiente rl ángulo EFG ó ACB igual DFE, y por lo mismo 
(cor. I.° ) los triángulos ABC y DEF son semejantes; que era 
L. Q. T>. r>.

Ése. 4. 0 Dos triángulos son semejantes cuando tie­
nen un ángulo igual, y ios lados opuestos á dicho ángulo 
son proporcionales con las perpendiculares que se les ti­
ren desde dichos ángulos.

Espl. Sean ABC, abe (ílg. 75*) dos triángulos en 
que el ángulo BUC—bac, y que ademas se tenga 
AD;B i::ad:lic; voy á demostrar que dichos triángulos 
son semejantes.

Dan. Si lo; dos primeros términos de la proporción del su­
puesto, )os multiplicamos por AB, y los otros dos por ab, se 
nos convertirá en A1)X AB:BC><AB::adXa6:6cXab. Esta pro­
porción compuesta, la podremos descomponer (190) en las dos 
proporciones simples siguientes AD:AB:.a</:o6 y AB:BC::o6:6f. 
La primera nos dice que. los triángulos ABD, abd rectángu­
los en O y d son semejantes (esc. 1°); lo que. da el ángulo 
DBA =dba, ó Cñ\=cba; y como por el supuesto el ángulo 
BAC=6ac, resulta en virtud de lo demostrado (cor. l.°)que 
los triángulos ABC, abe son semejantes, que era L. Q. 1). !>■

En el apéndice puesto al fin de la segunda parte de la Geo­
metría, en la tercera edición del tomo l.° parle, segunda, de­
muestro otros cinco casos de semejanza de triángulos.

Esc. 5. 0 Siempre que se hayan de sacar proporcio­
nes, de triángulos semejantes, se compararán los lados del 
uno con los homólogos del otro; esto es, los qu« están
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opuestos á ángulos iguales, tí sean paralelos tí perpen­
diculares.

332 Teor. Si desde el ángulo recto de un triángulo 
rectángulo se baja una perpendicular á la hipotenusa, 
se verificarán seis cosas: 1? el triángulo quedará divi­
dido en otros dos semejantes al total, y semejantes entre 
sí-, 2? la perpendicular bajada será media proporcional 
entre los dos segmentos de la hipotenusa-, 3? cada cateto 
será medio proporcional entre la hipotenusa y el segmen­
to correspondiente; 4? el cuadrado de la hipotenusa será 
igual á la suma de los cuadrados de los catetos ; 5? los 
cuadrados de los catetos serán entre sí como los segmen­
tos correspondientes; y 6? la perpendicular será cuarta 
proporcional á la hipotenusa y á los catetos.

Espl. Si desde el ángulo recto A (íig. 75) del trián­
gulo rectángulo ABC, se baja una perpendicular AD 
á la hipotenusa EC, digo que se verificarán seis cosas: 
1? los dos triángulos ADB, ADC serán semejantes al 
total BAC, y semejantes cutre sí; 2? la perpendicular 
AD será media proporcional entre los dos segmentos 
BD y DC de la hipotenusa BC; 3? cada cateto AB tí 
AC será medio proporcional entre la hipotenusa BC y 
el segmento BD, tí DC que á cada uno corresponde; 
4? el cuadrado BC2 de la hipotenusa será igual á la su­
ma BA’-t-CA2 de los cuadrados de los catetos; 5? los 
cuadrados BA2, CA" délos catetos serán entre sí como 
los segmentos correspondientes BDyDC; y 6? la DA 
será cuarta proporcional á la hipotenusa BC y á los ca­
tetos CA, AB.

Jiern. I ,a l’or tener los triángulos BAC y BAD un ángulo 
común en I!, y ademas el primero uno recto A por el supues­
to, y el segundo el r también recto, dichos triángulos serán se­
mejantes (331 cor. 2.n). Por tener los triángulos BAC y DAC 
común el ángulo en C , y ademas tener un ángulo recto cada 
uno, á saber: el primero en A, y el segundo en m, también 
serán semejantes. Ahora, de ser semejantes BAC y BAD, se si­
gue que el ángulo en C=n; luego los triángulos BAD y DAC, 
ademas del ángulo recto r y ni, tienen otro ángulo igual; lue­
go (331 cor. 2.°) son semejantes. L. 1." Q. D. D.

5.a Por ser los triángulos BAD v DAC semejantes, darán 
(§331 ese, 5.°) I5D:AD;íDA:DC, que t» L. 2.» Q. D. ü.
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3.a Los triángulos semejantes BAC y BAD darán (331 es- 

col. 5.°) BC.:BA::BA:BD (m).
Los JÜAG, 1)AC, dan OC:ACr.AGDC (n); que junta con 

la (ni) manifiesta L. 3.° Q. D. 1).
/,a Las proporciones, (m) y (n) dan BAa=BCxBD (p), 

AC=BCxCD (<[); y sumando, resolviendo en factores y re­
duciendo, será

BA'+A(?=BCXBD+BCXCD=BCX(BD+CD)=BCXBC=BC’, 
ó B.C’=ABa+ACa, que es L. 4.0 Q. D. D.

,r).a Si con las dos ecuaciones (p) y (q) formamos pro­
porción, y simplificamos por BC, será 
B.V:ACa::BCXBl):BCxCb::BD:CL>, que es L. 5.® O. D. D.

(,;l Los triángulos BAC, BAD, dan BC:CA::BA:AD, que 
es L. f>.° Q D. 1).

Cor. Una vez que BC2=BA2-4-CA2, si estraemos 
la raiz cuadrada de ambos miembros, será

BC=V BT2ZbpA3;

luego en conociendo los dos catetos se conocerá la hipo­
tenusa , atrayendo la raíz cuadrada de la suma de los 
cuadrados de los catetos. Y si en la misma ecuación se 
despeja un cateto, tal como CA, se tendrá

CA2=BC2—AB3, que da CA=:VBC2—BA2 ;
la primera quiere decir, que el cuadrado de un cateto es 
igual al cuadrado de la hipotenusa menos el cuadra do del 
o tro cateto-, y la segunda, que en conociendo la hipote­
nusa y un cateto, se conocerá el otro cateto est rayendo 
la raiz cuadrada de la diferencia de los cuadrados de 
la hipotenusa y del otro cateto.

333 Teor. Si desde un punto cualquiera A de la 
circunferencia (fig. 76) se baja una perpendicular al diá­
metro BC. se verificarán cuatro cosas: 1? la perpendi­
cular AD será media proporcional entre los dos seg­
mentos BD , DC del diámetro ; 2? si desde los estreñios 
del diámetro se tiran las cuerdas BA, CA á dicho pun­
to de la circunferencia, estas serán medias proporciona­
les entre el diámetro y el segmento correspondiente-, 
3? los cuadrados BA° , CA2 de dichas cuerdas serán 
entre sí corito los segmentos correspondientes-, y 4.a el 
cuadrado BCf del diámetro es igual á la suma de los
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cuadrados BA2, CAZ de las cuerdas, que desde sus es­
treñios se tiren á un punto cualquiera A de la circuí 
ferencia.

Dan. Es la misma que la del caso anterior, solo Yon susti­
tuir las voces diámetro á hipotenusa, cuerda á cateto, punto de 
la circunferencia á vértice de ángulo recto ; pues el triángulo 
BAC es rectángulo en A (§ 30?j cor. 3.°).

Cor. i? Una vez que BA2=BCxBD, y BA es una 
cuerda cualquiera , se sigue que el cuadrado de una 
cuerda es siempre igual al diámetro ó duplo del ra­
dio multiplicado por el segmento correspondiente 4 dicha 
cuerda.

Cor. 2,° Luego si se tienen dos cuerdas tiradas cada 
u-na desde su diámetro, el cuadrado de cada una será 
igual al diámetro multiplicado por el segmento que le 
corresponda j y formando proporción con las dos ecua­
ciones, se tendrá después de simplificar la última razón, 
que en general los cuadrados de. las cuerdas son coma 
los segmentos que causan en el diámetro que pasa por uno 
de sus estreñios, las perpendiculares bajadas desde los 
otros estreñios; y las cuerdas serán entre sí (190) como 
las raíces cuadradas de los segmentos.

334 Probl. Entre dos rectas dadas K, L (fig. 76), 
hallar una media proporcional.

/les. y Dern. Póngase una á continuación de. otra , de mo­
do que DD=K, DC—t■ sobre toda la IiQ como diámetro, 
descríbase la semicircunferencia JJAC ¡ en el punto D don­
de se unieron, levántese la perpendicular DA basta encontrar 
á la circunferencia, la cual será la media proporcional pedi­
da (333 1.a). 1

335 Tcor. En todo triángulo obtusángulo, el cuadra­
do ‘leí mayor lado es mayor que la suma de los cuadra- 
dos de los otros dos lados-, y en todo triángulo acután- 
guio, el cuadrado del lado mayor es menor que la suma 
de los cuadrados de los otros dos lados.

Espl. Sea primero el triángulo obtusángulo ABC 
(%• 77); digo 1ue el cuadrado de AB es mayor que 
la suma de los cuadrados de AC y CE, ó que 
AB->AC--+CB2 y si el triángulo ABC (fig, 7.3) es 
acutángulo , se tendrá AB2<AC2-±-CB%.

Dem. l.° Bajando la perpendicular BD (fig. 77),el trian-
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guio ADR será rectángulo, y (332.. 4.a) dará 
AB'=AD'+BD' (n)¡

jkh-o ATr^AC+CDy^AC’+IACxCD+CI)'; y por ser rec­
tángulo el triángulo CZLD, será (§ 339 cor.) BDZ=BC’__CL>3;
luego poniendo, en vez de estos cuadrados sus valores en la ecua­
ción (n), se convertirá en
AB’=AC+%ACxCD+CD'+BC’-CD’=AC’+BC'+<iACxCD; 
luego el cuadrado #dc AB, que es igual á la suma de los cua­
drados de. los otros dos lados, mas la cantidad 2ACxCD , esce- 
derá á dicha suma en esta cantidad; luego será mayor. Lo «ri­
mero Q. D. D

2.° Bajando la perpendicular BD (fig. 78), el triángulo 
rectángulo ABD dará AB’=AD=-v-BD' (p); 
pero AD'=z(AC-CDy=AC—2 AC'xCB+ClJ'; 
y el BBC dará BD,=BC,—CDÍ¡ y sustituyendo estos va­
lores en (p) resultará
AB’=AC'—2ACXCn+CB'+BC,-CD’=AC*+BC,-'iACxCD; 
luego al cuadrado de AB, que es igual a la suma de los cuadrados 
de los otros dos lados, menos la cantidad iACXCD; le talla­
ra dicha cantidad para ser igual con ella; lingo será menor. 
L. 2.0 Q. D. D.

Esc. i.° Para cifrar en ecuaciones la relación de Jos 
lados de los triángulos, y para la espedjejon de los cál­
culos, se señalan en general los ángulos por Jas Jetras 
mayúsculas A, 2?, que se suponen en sus vértices, 
y por o, b, e, los lados opuestos respectivamente á di­
chos ángulos, como se ve (figs. 77 y 78); con io cual 
las dos ecuaciones anteriores, reunidas en una, darán 
c bxCD-, que quiere decir, que en todo trián­
gulo oblicuángulo el cuadrado del lado mayor (tí de un 
lado), es igual á la suma de los cuadrados de los otros 
dos, mas ó ménos el duplo del lado sobre que se tira la 
perpendicular, multiplicado por el segmento interceptado 
por la perpendicular hasta el ángulo opuesto al laao que 
se considera.
t Esc- 2-° Si el segmento CD fuese nulo, se tendría 

c=b3+a?, y el triángulo sería rectángulo, pues la per­
pendicular caería por el mismo lado BC, tí sería el mis­
mo lado.

Cor. Luego, en un triángulo el cuadrado de un lado 
(s "tenor, igual tí mayor que la suma de los cuadrados

Tomo I 5,3
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de tos otros dos lados, según el ángulo opuesto A dicho la­
do sea agudo, recto ú obtuso.

oi6 Teor. Si desde dos vértices cualesquiera de un 
triángulo se tiran dos rectas al punto medio de su res­
pectivo lado opuesto , dichas rectas se encentra, an a las 
dos terceras partes de la distancia a su vértice res-

FeCtEs°pl. Sea ABC (%■ 79) un triángulo cnálqniera; 
digo que si desde dos ángulos cualesquiera A, C, se ti­
ran las AL, CO, á los puntos L, O, medios de os 
lados opuestos BC, AB, el punto de «ntersec«.onj? dis­
tará de A los dos tercios de AL ó será AC ¿AL, 
y del mismo modo CG—^CO.

Dem. Porque tirando la OL, será (321) paralela con AC, 
pues divide en parles iguales á los lados AB, BC, y se lomea 
(§ 32 2) AB.BO..AC.OL; y como por el supuesto JiU=^AlS,
resulta OL=-f¿AL.

Ahora, los triángulos OGL, AGC, son sentantes por ten r 
los ángulos en G iguales por opuestos al vértice, el ángulo 
OLG=GAC por alternos internos, luego (331 cor. 1. ) son se­
mejantes, y darán AC.UL.-.AG GL .CG.GO; 
y como UL=UC, será GL=\AG, y OG=\CG, o se tendrá 
AG-GL-AA ; que componiendo, comparando con el anteciacn- 
tc, será' ÁG+Gl=ALAG::V.S , queda AG=$AL ; del
mismo modo so tiene CG=$CO, y resulta L. Q D. D.

337 Teor. Si dos rectas se encuentran dentro de un
círculo, se cortan en partes recíprocamente proporcionales.

Espl. Se dice de dos rectas que están divididas en 
partes recíprocamente proporcionales, cuando las partes 
de la una, ó ella y una parte suya, forman los medios 
de una proporción, y las partes de la otra, ó ella y una 
parte suya, forman los estreñios; así, vamos á probar que 
las dos rectas BA, DC (fig. 8o) que se encuentran den­
tro del círculo ADBC, se cortan de manera que
AE:EC::ED:EB. „

Dem. Únanse los puntos DyA por la DA, y los J- . 
C por la BC; los triángulos T>AE, BUG tienen los ángu­
lo, en E iguales (257), y losen D y en B iguales (304 cor­
roí. 9.°) por insistir sobre un mismo arco AC; luego son si 
mojantes , y darán AE-.EC. DE EB, que es L. Q. D. D.

338 Teor. Si desde un punto fuera del circulo se ti-
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ran dos secantes, que terminen en la parte cóncava de 1a 
circunferencia, las partes esternas serán recíprocamente 
proporcionales con las secantes enteras.

Espl. Si desde e) punto P (fig. 81) se tiran al cír­
culo ABDC dos secantes PD, PC, digo que tendremos 
PA-.PBv.PD-.PC.

Dan. Si tirárnoslas CB y DA, los triángulos PBCyPAJ), 
ademas del ángulo común P, tienen iguales (304 cor- ®-°) l°s 
(J y 1); luego (331, cor. I.°) serán semejantes, y nos darán 
PAPBPBPC, que es L. Q. D. D

339 Teor. Si desde un ángulo de un triangulo se tira 
una perpendicular al lado opuesto, el lado sobre que cae 
la perpendicular es á la suma de los otros dos, como la 
diferencia de estos es á la dijerencia de los segmentos.

Espl. Si desde el ángulo B del triángulo ABC (figu­
ra 82), se tira la perpendicular BD al lado opuesto AC, 
se verificará que AC:ABa-BCv.AB—BC-.AD—CD.

Peni. Haciendo centro en 13 ron un radio igual al la­
do menor BC, trábese la circunferencia CFGF, y prolon­
garse. la AB hasta que encuentre á dicha circiinlerencia; con 
lo cual las dos secantes tiradas desde A darán (§ 3 38 )

( AE=AB+BE=BA+BC,
CA-.AE-.-.AG-.AF-, pero < AG=AB—BG=AB—BC,

l AF=AD—I)F=AD—DC; 
luego sustituyendo estos valores en la proporción será

AC: AB+BC:: AB—BC: AD—DC,
ó espresando por S, s, los segmentos Al), Cl), se. tendrá 
b-.e+a-.ic—a-.S—S , que es L. Q. 1). 1). (<M-rt)(c—a)

Esc. Esta proporción da 5—--------- -------- i

y como 5+-s=AD 4-DC=AC=¿, se tendrá (§154) 

b (c-ha)(c—a) h T ,.(ca)s=—------ 1-------» y «———sX l •

340 Teor. Si desde dos ángulos homólogos de dos fi­
guras semejantes ABCDE, ahcle (fig. 71) 1 setirandia- 
gonales á los demas ángulos, los triángulos homólogos, 6 
del mismo modo colocados, serán semejantes.

Item. Por ser las figuras semejantes, se tiene
AB:a6::BC:fic::CD:cd::DE::de::EA:ca::etc..etc., 

y A=0, B=6, C=e, D=d, E=e, etc. etc.
o
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Luego los triángulo* ABC, aba, tienen el ángulo B=¿, for­

mado por dos Indos proporcionales; luego son semejantes (330) 
y dan B.C:6c::CA:ca::CD:cd (por la serie de razones iguales del 
supuesto), y el ángulo ACB=oii.

Ahora, si de los ángulos totales en C ye, que son iguale , 
quitamos los iguales ACB y acb , los'residuos ACD', acd, tam­
bién serán iguales; luego los triángulos ACD, acd, se hallan en el 
mismo caso que los anteriores; luego son semejantes; y como lo 
mismo se domostraría de. toáoslos demas , resulta L. Q. D. D.

341 Teor. Recíprocamente, si dos figuras se componen 
de un niismo número de triángulos semejantes, y del mis­
mo modo colocados en cada figura , serán semejantes.

Dcm. De la semejanza de los triángulos ABC, abe, se dedu­
ce que el ángulo B=J, y BCA==6co; de. la de los triángulos ACD, 
acd, se deduce que ACD=acd; sumando estas dos ecuaciones se­
rá BCA-j-ACD =bca-\-acd, 6 BCD=bad; y como lo mismo 
demostraríamos de los demas ángulos, resulta que las figuras 
ABCDE, abade, tienen iguales tus ángulos.

Ahora , los triángulos semejantes ABC, aba, dan 
AB:oá::BC:¿c::AGac ¡

los ACD, acd, dan AC:ac::DC;dc::AD:a<í;
los ADE, ade, dan AD:«<¿::DE:tfe::EA:ea .

La segunda de estas series de razones iguales tiene común con 
la primera , la razón AC:«c, y la tercera tiene común con la 
segunda, la AD:od; luego podremos enlazar las tres de este modo:

AB:oft::BC:6f::AC:ot'::DC:íic::AD:fld::DE«ie::EA:ea;
6 prescindiendo de las razones en que entran las diagonales, 

será AB:a6::BC:6c::DGde::DE:dc::EA:ea.
Luego, ademas de tenerlos ángulos iguales, tienen proporcio­

nales los lados, y por lo mismo son semejantes. L. Q. D. D.
Esc. Si representamos en general por L, I/, L", etc., 

I, l', l", etc. los lados de dos figuras semejantes; por 
1\ p, sus perímetros; por D, d, dos diagonales homo­
logas; y por R, r, los radios rectos tí oblicuos de dos 
polígonos regulares de un mismo ntitüero de lados, que 
entdnces son semejantes (327), se tendrá 

L:l::U:l'::L":l"::etc.:etc.::D:d,
que (1 85..1?) da L-j-L'-t-L/,+etc.:/-+-/'-t-/"+eíc.::L:/::D:d; 
oreduciendo será P:p::L:l::D:d (m), y si son regu­
lares será Pp::L:l::R:r (a).

La (m) quiere decir, que los perímetros de dos figuras
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semejantes son entre sí como sus lados ó diagonales ho­
mologas; y la (n) dice, que en los polígonos regulares se­
mejantes, los perímetros son entre sí como los lados homó­
logos, ó como los radios rectos ú oblicuos.

342 Si siendo AB (fig. 83 ) el lado de un polígono 
regular cualquiera inscrito en un círculo, se quisiese otro 
de duplo número de lados, no habría mas que tirar el 
radio recto OE prolongado hasta B', y unir el punto 
B' con los A, B; pues cada lado AB' subtendería un 
arco que sería la mitad del primero. Y si dado un polí­
gono abedef (fig. 85) inscrito, se quisiese uno circunscrito, 
se tirarían los radios oblicuos Oa, Ob; etc., y tirando 
en sus estreñios las tangentes FA, AB, etc. su conjunto 
formaría el polígono que ge quería; pues todos los trián­
gulos aAb, ¿Be, etc. son iguales (261) é isósceles (303); 
de donde se sacará la igualdad de los lados AB, BC, etc. 
y la de los ángulos A, B, C, etc.

Y si teniendo un polígono MRVO(fig. 86) circuns­
crito á un círculo, se quisiese otro de duplo número de la­
dos, se tirarían los radios oblicuos CM, CR, etc. y en 
los puntos Q, D, etc. donde encontrasen á la circunfe­
rencia, se tirarían las tangentes PN, BT, etc. y se ten­
dría el polígono PNBT etc. que se quería; porque ti­
rándolas AQ, AD, etc. todos los triángulos QNA,ABD 
serían iguales entre sí é isdsceles.

343 Teor. Si en un circulóse inscribe un polígono cual­
quiera , y después otro de duplo número de lados, y así su­
cesivamente, la sajita correspondiente á cada uno irá sien­
do mas de dos veces menor que la del anterior; y por lo 
mismo podrá llegar á ser menor que cualquier cantidad 
dada, por pequeña que sea.

Espl. Sea ABED (fig. 84) un cuadrado inscrito en 
el círculo ; digo que si se le inscribe un octágono, y lue­
go un polígono de 16 lados, y así sucesivamente, la saji­
ta B& del cuadrado será mas de dos veces menor que 
el radio BC; y la Br del octo'gono mas de dos veces me­
nor que la Bk del cuadrado, y así sucesivamente; de 
manera que al cabo de cierto tiempo podrá ser menor que 
cualquier cantidad dada.

f>cin. Si dividimos el arco BITA en dos parles iguales en H;
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V tiramos las A1I y BU, estas serán lados del polígono de. duplo 
iuime.ro de lados ¡ y por ser los cuadrados de las cuerdas liradas 
desde los estreñios de uu diámetro (333 cor. 2 o) romo sus seg­
mentos correspondientes, tendremos BAa: BIIa::BC: li/í ; pero 
por ser olitusángulo el triángulo BI1A se tiene ( 335 l.°)que 
ABa>BHa+AHa ; pero A1I=BH , luego AH’=BIIa ; y la des­
igualdad anterior se convertirá en AB0>2B11" ; luego la pro­
porción anterior es tal que. el antecedente de la primera razón es 
mas de dos veces mayor que el consecuente ; luego el antecedente 
BC de la segunda será también más de dos veces mayor que su 
consecuente' Bk, ó BC>2B/t, ó lo que es lo mismo Bár<|BC.

Y como lo mismo se demostraría de Br respecto de BA , etc.
resulta (929 cor. l.°) L. Q. D. 1).

344 Teor. Si á un circulóse le circunscribe iaipolígo­
no regular cualquiera , y después otro de duplo número de 
lados, y así sucesivamente, iel lado de este ultimo seiú 
mas de dos veces menor que el del anterior-, y z.° la sa- 
jita del segundo será mas de dos veces menor que la 
del primero-, y por lo mismo dichas rectas podrán llegar 
á ser menores que cualquier cantidad dada, por pequeña 
que sea.

Espl. Sea MRVO (fig. 86) un cuadrado circunscrito 
al círculo, y TBNP etc. un octógono; digo i.° que el 
lado del octógono NB es mas de dos veces menor que el 
del cuadrado MR, oque NB<íMR; y 2.° quela Ba­
jita Be del octógono (siempre llamarómos Bajita en un 
polígono regular la diferencia entre sus radios recto y 
oblicuo) es mas dedos veces menor que la RD del cua­
drado, ó que Be íRD; y sise contintlacircunscribien­
do polígonos de duplo número de lados, dichas rectas po­
drán llegar á ser menores que cualquier cantidad dada, 
por pequeña que sea.

Dem. l.° El triángulo rectángulo BDR da ¡ J
como (§3/f2) J)D=AIi, será BR>A.¡ ¡ por la misma ra­
zón será MN>NA; sumando ordenadamente se tendrá 

BR+MN>AB+NA=NB;
y añadiendo NB, será BB+MN+NB>NB+NB, ó reducien­
do será MR>2NB ó NB<JMR , qn • es I. 1 0 Q D. D.

2.° Para demostrar la segunda parle , hallaremos los valores 
de las sajilas, y comparándolos se deducirá lo que hemos te «• 
En electo , bajando la perpendicular D/, esta será semilado del
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coadrado inscrito, ni será la sajita dtl'mismo cnadrado , j ade­
mas la »/ será paralela con «R ; por lo que (320 cor. I o), 
el triangulo CaR dará

CRX/n CR , x 
Ca:CR::/a:DR=--------=—'X/a (m).

Ca C«
Bajando la perpendicular os, esta será semilado del octógo­

no inscrito, lis será su sajita , y ademas la os será paralela con 
BI) ; por lo que el triángulo CDB dará

CBxDs CB• , .
CD:CB::Ds:Bo=---------= --XÜS (n).

U) \.jÍJ

Comparando los valores (m), (n) de DR y Be, se verá
CR , CB

que el factor —7- del primero es mayor que el —— del e gun-

do, pues teniendo igual denominador, el numerador CR del pri­
mero es mayor (273) que el CB del segundo; el factor la del 
primero es (34-1) nías de dos veces mayor qne el I)s del segundo; 
luego el valor de Bo es , por razón del factor CB, menor que 
el de DR ; y por razón del factor Ds mas de. dos veces menor; 
luego con mas razón será mas de dos veces menor, ó se tendrá 
Bc<£DR , que es L. 2.° Q. D. D.

345 Teor. Si en un circulo se inscribe y circunscribe 
un polígono regular de un mismo número de lados ; y des- 
pues se inscriben y circunscriben otros de duplo número de 
lados, y así sucesivamente, la diferencia entre el perímetro 
del circunscrito y el del inscrito podrá llegar á ser menor 
que cualquier cantidad dada, por pequeña que sea.

Dern. Sea P el perímetro del polígono circunscrito y R su 
radio recto, que es el mismo del círculo; y sean p y r el perí­
metro y radio recto del inscrito; y como estos polígonos son se­
mejantes (327), sus perímetros serán proporcionales (341 esc.) 
con sus radios rectos, y se tendráj P:p::R:r; que, dividiendo, da

P(R—r)
P—p:P.:R—r:R ; de donde sale P—p='--- —----- .

Y como en el valor de P—p entra por factor R—r, que 
es la sajita del polígono inscrito, y esta va siendo mas de dos se­
res menor al paso que se inscriben polígonos de duplo número de 
lados, resulta en virtud de lo espucslo (2 29 cor. 3.°) que la di-
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icrrncia P—p de los perímetros podrí llegar i ser menor, que 
cualquier cantidad dada por pequeña que sea. L. Q. D. 1).

Cor. Luego con mas razón se podrá circunscribir ti 
inscribir un polígono al círculo, en que la diferencia en­
tre el perímetro de uno ú otro y la circunferencia, sea me­
nor que cualquier cantidad dada. Porque como la cir­
cunferencia (308) es mayor que el perímetro del polí­
gono inscrito, y menor que el del circunscrito, al acer­
carse estos perímetros el uno al otro, se acercarán ccn nías 
razón á la circunferencia.

346 'Peor. Las circunferencias de los círculos son en­
tre sí como sus radios R, r, ó diámetros D, d; y la mis­
ma relación guardan las semicircunferencias, cuadran­
tes y arcos de un mismo numero de grados.

Dnn. Sean P, p los perímetros de dos polígonos regulares 
semejantes, circunscritos á dos círculos cuyas circunferencias sean 
C, c, los diámetros D, d, y It, r los radios, que también son 
(317 esc.) los radios rectos de diclios polígonos; y (34I esc.) se 
tendrá P :p-.:R-.r; pero aumentando el número de lados de 
estos polígonos, se pueden acercar P á C y p á c al mismo tiem­
po tanto como se quiera (345 cor. ); y siendo C, c constantes, re­
sulta (231 ) que P:p-.;C:c¡ y como esta proporción y la an­
terior tienen una razón común, nos darán (§ 1 8.4 . .2.a)
C: c :: R-.r:: 911: 2r :\D: d. Y dividiendo por 2, por 4, y en ge­
neral por n los dos términos de la primera razón, resulta todo 
I, Q. D. D.

Cor. 1.° Luego si se conociese la relación que un diá­
metro tenía con su circunferencia, en dando otro diáme­
tro ó circunferencia se podría venir en conocimiento de la 
circunferencia ó diámetro respectivo-, pues en cualquiera 
de estos dos casos serían conocidos tres te'rminos de la 
proporción anterior.

347 Pero Arquimedes halló que dicha relación del 
diámetro á la circunferencia era la de 7 á 22; Pedro Me­
ció halló la de 1x3 á 355; y la que nosotros hemos cal­
culado por procedimientos geométricos en nuestro Tratado 
elemental (tomo I, § 505) es lade 1 á 
3,14159265358979324; y por las series (tomo II del 
mismo Tratado, haciendo u§o de la fórmula del §647), 
liemos hallado que la espresada relación es la de 1 á
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4'592^535^979333^4626433632^95058;(*) luego 
haciendo uso de esta última, para hallar la circunferen­
cia correspondiente al diáuietio D, formarémos la siguien­
te proporción.

113,14159 etc. ::D:C—3,14159 etc.xD=97D=2irR, 
llamando ir al factor 3,'!4159 etc. Donde debe ob­
servarse, que cuando la letra ir está en las espresiones de 
circunferencia, círculo, etc., espresa el valor 3,14159010. 
y cuando se trata de ángulos vale dos árgulos rectos.

348 Para rectificar un arco o hallar su longitud es- 
tendido en línea recta, se dirá 360o que vale tuda la cir­
cunferencia, es á su longitud 3,141590=1^; como el 
número de grados G del arco es ú su longitud respectiva
L; ó 36o°:irD::G:L=—í-^.

360o
349 Los cálculos que hay que hacer para hallar la 

relación anterior del diámetro á la circunferencia, son su­
mamente complicados bajo cualquier aspecto, y por cual­
quier método que se hagan, como pueue verse en los pa- 
rages antes citados; por lo cual vamos á poner aquí un 
método gráfico muy sencillo, que podrá servir para casi 
todas las aplicaciones prácticas. Es el siguiente.

Sea AEBD (fig. 87) una circunferencia; tírese en el 
punto A una tangente indefinida l-'G; tómese (317 cor. 
10o) el arco Am de 30o, por ti punto ni tírese el ra­
dío Oin hasta F-, tómese ahora sobre la misma tangen­
te desde F á la derecha la magnitud FG igual á tres ve­
ces el radio-, desde el punto G, tírese al estremo B del 
diámetro la BG, y esta será igual en longitud á la se­
micircunferencia ADIJ, aproximada hasta mas de diez 
milésimas.

(*) til un manuscrito que se llalla en la biblioteca de Ratclif en 
Oxford hay una relación del diámetro á la circunferencia con ISO gua- 
rismos declínales, y es la siguiente:

1: 3, 1415921135389 793238 462643 385279 502884..
-.197169 399375 105820 974944 592507 816406..
..286208 998628 034825 342117 067982 148086..
••513282 306647
..4081284802 ele.

Tomo I.

093844 609550 582371 725559..

54
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En efecto, tirando la tnn perpendidular al radio AO, 
será semilado de exágono, y de consiguiente igual á la 
mitad del radio Onr, por lo que el triángulo AFO dará

„ . mnxAO
Ora: 0 A:: /rara : FA= — — ;

Ora
pero suponiendo el radio AO=i, será mn—§A0=§, y

Ora = VQníí—mni=S/1 —¿ = jj/ =IV3; luego

sustituyendo se tendrá FA= = —— = —, mul-
IV3 V3 3

tiplicando arriba y abajo por V3; de donde resulta que 
el cateto AG del triángulo rectángulo BAG será 
AG-3—3-V3j de consiguiente la hipotenusa

BG será BG=V/ABVAG2-\'/22+(3-$ V3 f=
V' 4-+-y—2x3x^V 3-t-J-x3=V' 13—2^/3-)-} =

\/*3-—2V 3=3x1,7320508=
V'i3,3333333-314Ó4'oi6=\/ 9,8692317=3,14153. 

Pero la semicircunferencia, siendo el radio la unidad, 
está espresada por 3,14159 etc.; lutgola recta BG es 
igual á la semicircunferencia BDA con menos de una 
diezmile'siina de diferencia. L. Q. I). D.

SEGUNDA PARTE.

Dit la estension en longitud j latitud, o de las superficies.

350 íf asta aquí, solo liemos considerado en las figuras 
su perímetro; ahora pasamos á manifestar las propieda­
des del espacio que encierran, o de las superficies.

Teor. Los paralelogramos que tienen bases y alturas
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iguales , ó que tienen una mi.'mu base y altura, 6 que tie­
nen una misma base y están entre unas mismas paralelas, 
son equivalentes.

JSspl. Sean ABCD, ABEF (fig. 88) dos paralelogra- 
mos que tienen la misma base AB, y están comprendi­
dos entre las paralelas AB, DE (por consiguiente (286 
esc. 1.°) tienen igual altura); .ligo que son iguales en su­
perficie, ó que ABODinABEF.

Veril. Pin electo, dichos paralelogramos nos dan AD=BC, 
AF=BE; ademas, de ser AB=EF y AB=CD, se. saca C])=E¡F; 
y añadiendo CF , será CD+CF=EF+CF ó DF=CE; luego 
ios triángulos ])AF , C8E son iguales (259). Ahora, si quita­
mos estos triángulos del cuadrilátero ABF.D, se tendrá 
ABE!)—I) AF=A BE I)—CBE; ó ABEF—ABCT), que es L.Q.D.D.

Cor. Luego todo paralelogramo ABEF (fig. 89), equi­
vale al rectángulo ABCD que tiene la misma base y 
altura.

351 Teor. Todo triángulo es la mitad de un paralelo- 
gramo de la misma base y altura.

Dem. Sea ABC (lig. 90) el triángulo dado; si por A se 
tira la Al) paralela con BC, y\por C la Ci) paralela con 
BA, se. tendrá un paral. iograino BABC , del cual será diagonal 
el lado AC ; luego (313) el triángulo ABO=ACD , y la su­
perficie. de cada uno equivaldrá á la mitad de ABCD, que 
es 1-. Q. D. D. .

Cor. i.° Luego un triángulo ABC es la mitad del 
rectángulo BC E que tiene la misma base BC y la mis­
ma altura AO; porque el rectángulo BCEF es igual en 
superficie al paralelogramo ABCD.

Cor. 2.0 Todos los triángulos que tienen bases y altu­
ras iguales son equivalentes; por ser mitades de paralelo- 
gramos iguales en superficie.

352 Teor. Las superficies, de dos rectángulos de una 
misma altura, son entre sí como sus bases.

Espl. Sean ABCD , ahcd (fig. 91 ) 6 R,r, dos rec­
tángulos de iguales alturas AD=ad-, digo que serán en­
tre sí como sus bases AB, a/), ó que R:r::AL:ab.

Aquí puede ocurrir que las bases sean comensura bles, 
6 que no lo sean.

Vcm. 1 0 Si las bases tienen la común medida AO 
y representamos por >n , n, las veces que está contenida en ca-.
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<!a una, se tendrá ABsmXAO, «i=mX<m=nXAO ¡ y for- 
manilo proporción y .simplificando por AO, será 

Aliyz/cmiX AO:«xAO::m:n.
Ahora, si por los puntos de división O, etc., o, etc., se con. 

cibeu perpendiculares OP, etc., etc., los rectángulos R, r, 
quedarán divididos el primero en m rectángulos como AOPD 
iguales entre si por lo demostrado (350); y el segundo en n rec­
tángulos como aopd iguales entre sí y con AOPD por la mis­
ma razón; luego se tendrá 7í=mXAOPD ; r=nXAOPD; y 
formando proporción y simplificando por AOPD, será 

/h/ r/nXAOl’D.nxAOPDm/r/í ;
esta proporción y la anterior (t 84 .2.a) dan B:r::AB:oí, 
que es L. I 0 Q. D. D.

2.° Si las bases son incomensurahles, digo que no puede ser 
ni <AB:«6, y de consiguiente será R:r::AB:tib.

Sea R.ryAB-.ub ; en este caso, menguando el consecuente ab, 
crecerá la segunda razón ; y suponiendo que se convierte en ax, 
Para ‘l"1' 'a segunda razón resulte igual á la primera, se tendrá 

R:r::ABiax.
Hecho esto , concíbase dividida la AB en dos partes iguales, 

y luego en otras dos, etc. hasta que resulte una parle menor que 
bx, en cuyo raso colocada desde a hácia b, un punto de divi­
sión caerá entre xyb, v. g. en /; y tirando la perpendicular 
ut, los rectángulos R y alud que tienen eomensurablrs sus lia­
ses AB, at serán como estas; y darán R-.atud-.-.Ali:nl; 
y co,no <‘sla proporción y la anterior tienen los mismos antece­
dentes, los consecuentes darán r=abcd:atud:-.ax:at; 
proporción absurda, por ser la primera razón de mayor desigualdad 
y la segunda de menor; luego uo se puede suponer Jl-.ryAH-.ub.

Por un razonamiento análogo se demuestra que uo puede ser 
menor; luego será igual. L. 2.°Q. D. D.

353 Teor. Dos rectángulos cualesquiera son entre sí 
como los productos de sus bases por sus alturas.

Espl. Sean ABCD,AEGP 6 R, r (fíg. 92)estosdos 
rectángulos; digo que R:r::ABxAD.AExAF.

Drrn. Habiendo dispuesto los rectángulos de manera que los 
ángulos en A estén opuestos al vértice, prolongúense los lados 
CE, CD hasta que se encuentren en H, y tendremos que los 
dos rectángulos 11, 11’, que tienen la misma altura AD, se­
rán como sus bases AB, AE, y darán 11.11'.AB-.AE; del 
mismo modo los rectángulos R', r, que tienen la misma altura 
AE, darán R'-.r-.-.Aü: AF.
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Multiplicando estas dos proporciones y omitiendo ( 191 ) el 
término ¡V, se tendrá H : r:: ABXAD: AKXAF, que es 
L. Q- 1). T?-

Esc. Luego se puede tomar por medirla de un rec­
tángulo el producto de su base por su altura , con tal que 
se entienda por este producto el dedos números ab.-trae- 
tos que espresen las unidades lineales contenidas en la 
liase y las contenidas en su altura.

Así, elijiendo por unidad de medida el cuadrado a 
(fig 93) cuyo lado sea la unidad de longitud, esto es, 
1 pie, 1 vara etc. y suponiendo que está contenida dicha 
unidad de longitud 5 veces en la base del rectángulo 
A, y 3 en la altura, se tendrá A:a::5X3:txt::i5:1 $ 
que da A=i50=i5; el rectángulo A equivaldrá á 
5x30=150=15, porque el cuadrado de 1 es igual 1; es­
to es, el rectángulo A vale 15 veces el cuadrado a, co­
mo manifiesta la figura.

Si suponemos que el lado del cuadrado 0 represen­
te un pie lineal , la mg, que se compone de tres veces 
el lado del cuadrado 0, representará una vara lineal; y 
el cuadrado mnpq representaiá una vara cuadrada. Don­
de se ve que la vara cuadrada tiene 9 pies cuadrados-, y 
del mismo modo resulta que el pie cuadrado tiene 144 

pulgadas cudradas, y la pulgada cuadrada 144 líneas 
cuadradas.

Son tantos los error°s que se cometen de tomar las 
medidas longitudinales ó lineales por superficiali s, aun 
por personas de muchos conocimientos, que para evitarlos 
graves inconvenientes, que de esto sé que han resultado 
en hechos prácticos, verificados con enorme perjuicio de 
tercero, que me he visto precisado á poner los párrafos 
237, 238 y 239 de mi Aritmética de Ñiños: en los cua­
les se aclara esto con tanta minuciosidad, que se baila á 
los alcances de todas las inteligencias (* ).

(°) En el escolio di-l § 100 liemos prometido (pie por ilota 
resolveríamos aquí ejemplos de cuestiones en que los factores v el 
producto espresen unidades di- un mismo nombre, aunque de dis­
tinta naturaleza , y para cumplir nuestra promesa, propongámo­
nos resolver la siguiente

Cuestión. Hallar la superficie de un rectángulo , cuja
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354 Teor. La superficie de un paralelogramo cual­
quiera es igual al producto de su base por su altura.

Dern. Porque el paralelogramo A13EF(fig. Ü9) es equi­
valente al rectángulo ABCU, que tiene la misma base

base es 5 varas y 2 pies, y su allura 3 varas y 1 pie.
En virtud do. lo queso acaba de manifestar, deberemos mul­

tiplicar la base por la altura. Practicando las tres reglas del 
(t; 100), tendré que, por la primera, el multiplicando se reducirá 
á 17 pies, y el multiplicador á 10 pies; efectuando el producto 
se tiene 17X10—170 pies, que serán pies cuadrados; y por la 
3.a regla deberemos dividir este producto por 3 , que espresa las ve­
ces que la unidad de especie, inferior del multiplicador está conteni­

da en la mayor; y resultará —— =5(>-|- —; volviendo á divi­

dir por 3, por espresar las veces que la unidad dp especie inferior del 
multiplicando está contenida en la de especie superior, se tiene

-—= { = 1 8 f j-(-|-=l 8-f-^, que son varas cuadradas.

Teniendo cu consideración, que el producto 170 son pies 
cuadrados, podríamos haber dividido desde, luego por 9, que son 
los pies cuadrados que tiene la vara cuadrada, y se hubiera obte­

nido que es el mismo resultado de ánlcs. Si el

quebrado de vara cuadrada lo queremos valuar en pies cua­
drados, deberemos multiplicar su numerador por 9, que son los 
pies cuadrados que tiene la vara cuadrada; y dividiendo después 
por el denominador 9, obtendríamos que |{- de vara cuadrada es 
8 pies cuadrados; y la superficie del espresado rectángulo sería 
18 varas cuadradas y 3 pies cuadrados.

E11 casos de. esta naturaleza, es mas breve, y mas claro el re­
ducir los factores á números fraccionarios , y hacer la operación 
en abstracto. En efecto, las 5 varas y 2 pies es lo mismo que 
55- varas varas. El multiplicador 3 varas y 1 pie es lo 
mismo que 3Í varas =^° varas. Haciéndola multiplicación será
i-X-^=-^-=18-|-y =18 varas cuadradas y 8 pies cuadrados.

Puede ocurrir aquí el conocer la superficie de un rectángulo, 
y una de sus dimensiones, y que. se quiera encontrar la otra di­
mensión. Supongamos que se nos dé la superficie del rectángulo
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AB, y la misma altura AD; pero este tiene por medida 
Al xAD;. luego ABxAD es igual á la superficie del para- 
lelogramo ABEF, que es L. Q. D. D.

Cur. De donde resulta, que la superficie de un trián-

quc sea de 18 varas cuadradas y 8 pies cuadrados, y la base, de 
dicho rectángulo que. sea de 5 varas y 2 pies lineales En este caso 
también es mas adecuado el reducirá números 1 faccionarios 11 
dividendo y divisor. El dividendo 18 varas cuadradas y 8 pies 
cuadrados es lo mismo que 185 varas cuadradas , ó reduciendo 
el entero á la especie del quebrado que le acompaña, tendremos

convertido el dividendo en varas cuadradas. El divisor
u

5 varas y 2 pies lineales es lo mismo que 5-|- varas lineales ó

ll varas lineales. Hemos dicho que el dividendo espresa varas

cuadradas y el divisor varas lineales para la claridad ; pero, al 
practicar la división , se debe hacer en abstracto para 110 incur­
rir en la impropiedad de dividir cosas heterogéneas. Efectuando

la división, se tiene —:—= - =—=3§ que son varas h-
9 3 y-1' j

neales, y es lo mismo que 3 varas y 1 pie lineales , como en efecto 
asi debía resultar.

Si se nos pidiese hallar la superficie de un rectángulo que tu­
viese (i varas y 1 pie de. base y 2 pies de altura, deberíamos re­
ducir los dos factores á una misma unidad , esto es, á que ambos 
estuviesen espresados en varas ó ambos en pies. E11 el primer caso

19
la cuestión está reducida á multiplicar &jvaras = -r varas, por

2 pies = j varas. Efectuando la multiplicación se tiene

-i- í~ lS — 4 2. qUe s01l varas cuadradas, ó lo que es lo mismo

4 varas cuadradas y 2 pies cuadrados. *’
Si hubiéramos reducido el multiplicando 0 varas y 1 pie á 

pies, se nos convertiría en 19 pies ; que multiplicados por 2 pies, 
dan 19.2=38, que son pies cuadrados ; y dividiendo por 9 qué 
son los pies cuadrados que tiene la vara cuadrada, resultarán \ 
varas cuadradas y 2 pies cuadrados. Si , dada la superficie 4 varas 
cuadradas y 2 pies cuadrados, y la dimensión 2 pies lineales, qui­
siéramos hallar la otra dimensión (5 varas y 1 pie podríamos cjccu-
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guio es igual al producto de su base por la mitad de su 
altura, ó á la altura por la mitad de la base. Porque 
el triángulo ABC (tig. p"') es la mitad del paralelogra- 
mo ABCD; y como la superficie de este es BCxAO, 
la del triángulo será la mitad, ó BCxíAOrriBCxAO.

Esc. Si llamamos P á un paralelograino cualquiera 
(fig 94), SÍ á su altura, y B á su ba e , se tendrá 

llamando p á otro parulelogramo, cuya ba­
se sea /;, y a su altura, se tendrá p=bxa; y forman­
do proporción, será P:p\:BxA:bXu; que espresa , que 
las superficies de dos par a lelo gramos cualesquiera son 
como los productos de sus bases por sus alturas , ó están 
en razón compuesta de sus bases y alturas.

Si si —a , será P.p::BxA:bxA\.B:b ; que quiere 
decir, que los pardlelógramos que tienen una misma al­
tura., son como sus bases.

Si se supone B—b, será P:p::BxArBxa::A:a; que 
quiere decir , que los par alelo gramos de iguales bases 
son como sus alturas.

Si P—p, serán también iguales sus espresiones, o' 
será BxA=¿Xa, de donde (§ i3o) B A::a:A¡ es de­
cir, que cuando los paralelogra/uos son 1'guales, las bases 
están en razón inversa de las alturaj.

Si multiplicamos estrcmos y medios en la proporción 
primitiva, será PxbXa—pxBxA; de donde B:Z>:':Pxn:pxA, 
que quiere decir, que ú desigualdad de todo, las bases 
estén en razón compuesta, directa de los paralelogramos,

laclo también de dos modos , ó reduciendo el dividendo á pies, 
ó el divisor á varas.

Por el primer procedimiento, el dividendo será 38 pies cua­
drados, y el divisor 2 pies lineales ; efectuando en abstracto la

división, será que serán pies longitudinales, que equi­

valen á 6 varas y 1 pie, como debía ser.

Reduciendo ambos términos á quebrado de su vara respec-

3S „ 3..ÍR 10
— -------=— varas lineales =0 varas y
9 o 2.9 3 1ti va , se tendrá 

1 pie lineales.



ettOHKTRl'A 15

é inversa de las alturas; y sacando de Ja misma ecua­
ción la razón de las alturas, se tendrá A:a::Px%/xB; 
que quiere decir, que á desigualdad de todo , las altu­
ras están en razón compuesta, directa de los paralelo- 
gramos, é inversa de las bases.

355 Las superficies de dos paralelogramos semejan­
tes son entre sí como los cuadrados de sus bases, de sus 
alturas, y en general de sus líneas homologas.

Eu electo, sean P, p (lig. 94.) dos pnrale’ogi ami s, <¡ue pol­
lo dicho antes darán /»:/i::BCXAE:6eX«e; y por ser semejan­
tes, sc,'á AB:«A::BC:6r, y el ángulo 11=6; y como los en K 
ve son rectos, los triángulos ABE, abe, son semejantes (.1! 1 
cor. 2.°), y darán AB:«A::AE:oe. Luego sustituyendo en la ra- 
r.on compuesta de arriba, en vez de la AEtóe , su igual BOA..- 
ó AB:oA, se tendrá /ty::BCxBC:Af:Xi.:::B0’:6, AlV’:./*’:: AE :oc

Esc. Y como las mitades son entre si como los todos, 
se deduce que los triángulos son como los productos de 
sus bases por sus alturas; que, á igualdad de bases, 
son como sus alturas etc. Sobre cuyas propiedades y mo­
do de deducirlas, aconsejamos á los principiantes que 
se ejerciten todo lo que juzguen necesario, hasta que se 
lleguen á apropiar o familiarizar con este procedimiento; 
pues son ¡numerables las continuas aplicaciones que tiene.

356 Teor. La superficie de un trapecio A11CD (íi- 
gura 95) es igual á su altura EP multiplicada por lase- 
misuma de las bases paralelas AB , CD.

Dem- Si I101" el [.unto G, medio da CB, se tira KL pa­
ralela al lado opuesto Al), y se prolonga 1>C hasta que en­
cuentre, á esta en K, los triángulos GBL, GGk serán, iguales 
(2G1); pues los ángulos en G son iguales, los B, G también, 
y CG=GÜ por construcción; luego añadiendo á ambos ALGO), 
resultará el trapecio ABO) equivalente al paralelogramo 
ADKL, y tendrá por medida la de este, que es EI-’XAL.

n ,, SAL AI.+ DK AB—BL-fDC+CK
Pero AL=DK=------ -- -----------=____________I_____

2 2 2
AB+CD
---------> (porque —III. y -fCK se. destruyen por la igualdad

délos triángulos); luego sustituyendo este valor de AL en la 
espresion EFxAL , resultará la superficie del trapecio* 

AB+GI)
ABGD=EFX----- ------, que era L. Q. I). 1).

■j
jaTosio I.
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Ese. Si por el punto G medio de BC, se tira 
GH paralela con la base AB, el punto H será tam­
bién el medio de AD; porque AHGL es un paralelo- 
gramo , por ser paralelos los lados opuestos luego

AB-t-CD
HG=AL= —----- ; y sustituyendo este nuevo valor,

será ABCD = EFxHG, esto es, la superficie de un 
trapecio es igual á su altura multiplicada por una para­
lela equidistante de las bases paralelas.

357 Teor. La superficie de un polígono regular es 
igual al perímetro multiplicado por la mitad de su radio 
recto.

Espl. Sea GHPK etc. (fig. 96) un polígono regular 
de n lados, que representaremos por P'; sea P el pe­
rímetro GHP etc. y R su radio recto OT; digo que 
se tendrá P'=Px¿R.

Dem. Por ser regular el polígono, lodos los n triángulos 
(¡Olí, GO.M , ele. son (3 17 cor. 2.°) iguales; luego será 
sup. de polígono GHPK clc.=/JXG0H=nXHG><5OT; pero n/HG 
compone i ,i-rim 1ro P del polígono; luego sustituyendo será
pi—PX^Il, que rí L. Q. O. D.

Cor. i.° Luego si llamamos p' otro polígono re­
gular, p á su al perímetro, y r á su radio recto, se tendrá 
p'=pX.^r-, y formando proporción será

. PxR pxr
P:p;:-----—::PxR:pxr.

Cor. a.° Si los polígonos fuesen de un mismo núme­
ro de lados, serían semejantes (327), y se tendría (§ 341 
esc.) P:p;:R:r::L:Z, representando por L, /, dos ‘incas 
hontdiogas; luego sustituyendo en la razón compuesta 
anterior PxR:pXr en vez de una de las componentes 
su igual sacada de aquí, se tendrá

P,:p'::PxP:pXp::RxR:/-Xr::PV"R2^2::L2:Za; 
que quiere decir, que las superficies de los polígonos re­
gulares semejantes ó de un mismo número de lados, guar­
dan la misma razón que los cuadrados de los perímetros, 
de los radios rectos, y en general son como los cuadra­
dos de sus líneas homologas.
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Esc. i.° Aunqne los polígonos no sean regulares, se 
verifica esta proposición , con tal que sean semejantes; 
porque en este caso los podramos dividir (340) en cierto 
número de triángulos A, B, C, etc. a, b, c, etc. semejan­
tes, y será P/=A+B-t-C-+-eíc. y p'~ a~i-b-t-c-betc.; y 
como los triángulos tendrán la razón de los cuadrados de 
los lados homólogos, se sigue que si expresamos por L, l 
á estos lailos, nos resultará A:a::b:b::C:c::etc.:etc.::L2:l2, 
de donde (1 85.. 1 .a) sale

A-4— B-t-C-+-etc.í a+; 
o' lo que es lo mismo P':p'::ha:la.

Esc. 2.0 Cuando el polígono no es regular, se divide 
en triángulos por medio de diagonales, etc.; se halla la 
superficie de cada uno, y sumando las de todos, se ten­
drá la de la figura.

358 Teor. Si en un circulo se circunscriben é inscri­
ben polígonos regulares de un mismo número de lados-, 
después, de un duplo número de lados, y así sucesivamen­
te, la diferencia entre el circunscrito y el inscrito se po­
drá hacer menor que cualquier cantidad dada.

Dan. Si represamos por P' la superficie del polígono cir­
cunscrito, por // la del inscrito, y por R, r sus radios rec­
ios, se tendrá (357 cor. 2.°) que dividiendo da

P'(Ra—r’)
l ra:R’; de donde sala P'—//=

Ra
Pero, el radio recto del polígono circunscrito, que es el mis­

mo que el del círculo, se. compone del radio recto del polígono 
inscrito y de la sajila , á que llamaremos s ; luego 
ll’=(/•-|-.s■)!,=r'‘-|-2rs-^-s’,; cuyo valor sustituido en el numera­
dor de la espresion anterior , y reduciendo , la convertirá en 

P'(2r.s+s’) P'(2r+.s)
t —//=-----—------ =---- —---- Xs ; y como en esta espresion cn-

IV R*
Ira por factor la sajila s, que (344) puede llegar á ser menor 
que. cualquier cantidad dada, resulta (2 29 cor. .3.°) que también 
podrá llegar á ser menor que. cualquier cantidad dada, la dife­
rencia entre, las superficies de dichos polígonos. L. Q. I). 19.

Cor. Luego con mas razón sepodrá hacer, que la di­
ferencia entre la superficie de uno de estos polígonos y 
la del círculo sea menor que cualquier cantidad dada.
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Porque el círculo es menor que el polígono circunscrito 
«leí que es parte, y mayor que el inscrito, respecto del 
cual es todo.

359 'Peor. La superficie de un círculo es igual al pro­
ducto de Ia circunferencia por la mitad del radio.

Espl. Sea O un círculo cualquiera, C su circun­
ferencia, y R el radio; digo que 0=Cxí-R.

Item. Si especiamos por P' la superficie de un polígono 
regular circunscrito al círculo, por P su perímetro , y por R 
su radio recto, que es el mismo del círculo, tendremos (§ 357) 
P'=PX¿R ; pero P' se puede acercar (3 58 cor.) A O tanto 
como se quiera, y Pxí R se puede acercar al mismo tiempo á 
CX¿R tanto como se desee, por poderlo hacer (§ 3 4 5 cor.) P 
á C y ser |-R común: luego tenemos aquí dos cantidades va­
riables P' y PXjR, que, al paso que menguan, se pueden acer­
car á las dos constantes O y Cx¿R todo lo que se quiera, con­
servando siempre la razón de igualdad ; luego las constantes ten­
drán (231 cor.) esta misma razón; y será 0=Cx¿R, que es 
L. Q. D. 1).

Cor. i.° Dividiendo por a, por 4, por n, la ecua- 
cion anterior, se tendrá

O
2
= -x4R, -=-x|R,

2 44

O
n

que quieren decir, que el semicírculo, el cuadrante, y en 
general el sector del círculo, es igual á su arco correspon­
diente multiplicado por la mitad del radio.

Cor. 2.0 Si en vez de C sustituimos su valor (347),
se tendrá
0=3,' 4159*Dx|R=3,141 59X2Rx-|R=3, i 41 sqxR—trR5;
cuya formula importa retener, por ser el fundamento 
para la resolución de todas las cuestiones relativas al 
círculo.

Esc. Si representamos por o otro círculo, por c, r, 
su circunferencia y radio, por d su diámetro, y en ge­
neral por l una línea homologa con L del otro, como 
cuerdas de arcos de un mismo ndmero de grados, etc. se 
tendrá o—cx¡r-, y formando proporción será

0:o::Cx-|R:cx4r::CxR:cxr;
y sustituyendo (189) en la razón compuesta CxRmXr,
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en vea de la razón C:c, su igual R:r, ó D:d, ó L:l. etc. 
ó al contrario , se tendrá
O;0|::CxC:cxc::RxR:rxr.':DxD:dxrf::C2:ca.’:R2:ra::D2:d2::L2:l2; 
que manifiesta, que las superficies de los círculos están 
en razón duplicada de sus circunferencias, radios, diá­
metros , y en general de sus líneas homologas.

De la reducción de las superficies.

360 Cuando dada una superficie se encuentra otra que le sea 
igual , se dice que se reduce la primera A la segunda.

Ahora, como vamos A manifestar que toda superficie se pue­
de reducir A cuadrado , se suele decir que medir una superficie 
y cuadrar una superficie es una misma cosa. En electo, cuan­
do se. mide una superficie, no se hace otra cosa sino encontrar 
la relación que tiene aquella con el cuadrado que sirve de unidad 
de medida; y luego buscando un cuadrado que tuviese ron el 
propuesto esta relación, tendríamos un cuadrado cuya superficie 
seria igual con la propuesta.

30 I Así , si nos propusiéramos hallar un cuadrado equiva­
lente d un paralclogramn liado AI10D (fig. 97), buscaríamos 
una media proporcional (334) entre la base BC y la altura 
AE, que, llamándola X, será el lado del cuadrado que se pide. 
Porque la construcción da HBC:X:AE, de donde X’=BCXAE; 
y como Xa es el cuadrado formado sobre X, y BCxAE es la 
superficie del paralclogramo (354), resulta que son iguales en su­
perficie.

Cor. Luego para cuadrar un triángulo se hallará una me­
dia proporcional entre Ia base y la mitad de la altura.

362 Como un polígono regular es igual al perímetro por la 
mitad del radio recto, para cuadrarle, se hallará una media 
proporcional entre el perímetro y la mitad del radio recto.

363 Del mismo modo, para reducir un circulo á cuadrado, 
ó buscar un cuadrado equivalente á un circulo, se hallará una 
media proporcional entre la circunferencia y la mitad del 
radio.

De los planos, de su posición, y de los ángulos sólidos.

364 Hasta aquí solo liemos considerado las líneas
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tiradas sobre un mismo plano; ahora vamos á manifestar 
las posiciones que pueden t ner respecto de los planos 
donde no se hallan, y la posición de los diferentes pla­
nos entre sí.

Se dice que una recta es perpendicular d un plano, 
6 que uu plano es perpendicular d una recta, cuando 
dicha recta es perpendicular á todas las rectas que en 
dicho plano pasan por el punto en que esta perpendicu­
lar encuentra al piano, cuyo punto se llama el pie de 
la perpendicular. Este pie de la perpendicular se llama 
también la proyección del punto del espacio sobre dicho 
plano.

Una recta es paralela d un plano, 6 un plano es pa­
ralelo d una recta, cuando no se pueden encontrar aun­
que se prolonguen todo lo que se desde; y d~s planos son 
paralelos, cuando no se pueden encontrar á cualquier 
distancia que se prolonguen.

3G5 Esto entendido , lo primero que se debe saber 
es, que, así como por un punto pueden pasar infinitas 
líneas (244), del mismo modo por una reda pueden pa­
sar infinitos planos. En efecto, si concebimos que el li­
bro (lig. 1) se abre, la tapa ABDC girará al rededor de 
la recta Cl), y tantas posiciones como se den á dicha 
tapa , manifestarán la situación de otros tantos planos 
que pasen por la recta CD; y como estas posiciones 
pueden ser infinitas, se sigue que son infinitos los planos 
que pueden pasar por una recta. Ahora, si ademas de la 
recta CD, ó de los puntos C, D, se señalase otro 
punto A, ya no habría mas que un plano que pasase 
por dichos tres puntos, ó por una recta y un punto dado 
fuera de ella.

De donde se deduce: i.° que por dos puntos pueden 
pasar infinitos planos.

2? Que tres puntos no situados en línea recta, 6 un 
triángulo ABC (fíg. 98), determinan la posición de un 
plano.

3? Dos rectas AB, AC que se cortan, están en un 
misino plano-, porque concibiendo un plano que pase por 
la AB, y que va girando hasta que pase por C, que­
dará determinada la posición del plano, que pasa por los
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tres puntos A, B , G , 6 por las dos rectas dadas.
4? Dos paralelas AB, CD (íig. 99) determinan la 

posición de un plano; porque en la definición de las pa­
ralelas va incluida (§ 278) la idea de que se lian de ha­
llar en un mismo plano. De lo cual, y de lo espuesto 
(244 cor.), se deduce, que, de cualquier modo que se ti­
ren d conciban tiradas líneas rectas desde un punto de una 
paralela ú cualquier punto de otra, como las EF, GH, 
se hallarán en el mismo plano que las paralelas AB, CD.

366 Teor. La intersección común de dos planos que 
se cortan es una línea recta.

Dan. Porque si cu los puntos comunes á los dos planos se 
encontrasen tres, que no estuviesen en linea recta, los dos pla­
nos'de que se trata, que pasan cada uno por estos tres puntos, 
no formarían (3G5) sino un solo y mismo plano, lo que es con­
tra el supuesto.

367 Teor. Si una recta AP (íig. 100) es perpendi­
cular á otras dos PB, PC, que pasan por su pie, en el 
plano MN, será perpendicular al plano MN.

Dan. Porque, como las dos recias PB, PC determinan la 
posición del plano MN, lo que suceda á las rectas debe suceder 
al plano; pero la recta AP es perpendicular á las dos PB, 
l’C, (°); luego es perpendicular al plano. L. Q. D. D.

(°) Los principiantes bailarán dificultad en concebir que la AP 
sea perpendicular á las PB y PC; pues á sus sentidos se presenta el 
ángulo A PC, que está á la derecha de Al’, corno agudo, y el APC, 
que está á la izquierda de A P, como obtuso; y el ángulo APB, que 
eslá á la derecha de AP obtuso, y el APB que está á la izquierda 
de AP como agudo. Esta dificultad desaparece desde cd momento en 
que un bastón ó palo cualquiera se ponga, bien derecho, sobre la unión 
de los ladrillos de una sala cualquiera; y entonces se verá que el bas­
tón ó palo forma ángulos rectos con las lincas rectas que forman las 
junturas de los ladrillos.

Cuando se consideran planos, y lincas que están fuera de ellos , ó 
planos diferentes entre sí, ó los volúmenes en que entran ya las tres 
dimensiones, hay precisión de colocar estas figuras puestas en perspec­
tiva para que se vean sus diferentes partes; pero las figuras en pers­
pectiva, que representan lies cuerpos, como se verían si fuesen traspa­
rentes, liaren aparecer los ángulos de distinta magnitud de lo que son. 
Por lo cual, suele ser penoso y difícil el concebir la forma de los cuer­
pos por las figuras que los representan cu perspectiva. Para disminuir 
eslas dificultades, los buenos Profesores procuran hacer sensibles las 
'deas, usando de cortones, agujas, olambres &r. Y me cabe la mayor
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Cor. i.° La perpendicular AP es mas corta que una

satisfacción de que en España se lia dado ya un paso muy adelantado 
en esta parte de la enseñanza.

En efecto, tres Jóvenes Profesores, todos de la escuela de mi ado­
rado Catedrático el señor ]). Antonio de Varas y Portilla, casi á un 
mismo tiempo y sin que ninguno tuviese noticias de los trabajos de 
los otros, al tratar de enseñar á sus discípulos esta doctrina, les lian 
presentado modelos de estas figuras sumamente adecuados, con los cua­
les han cortado el mal de raiz , y lian logrado que sus discípulos ad­
quieran ideas exactas sobre tan importante materia, y sin perdida de 
tiempo.

Estos Jóvenes, sumamente apreciables, son 1). Eugenio de la Cá­
mara , Profesor que esplica las Matemáticas en la Academia de San 
Fernando; D. Agustín Pascual, que las enseña en el Colegio de Don 
Sebastian de Fábrcgas y en el de D. Miguel Marlincz; y 1). Fernan­
do Jloccherini, que desempeña igual cargo en el instituto de San­
tander.

D. Eugenio de la Cámara lia presentado en el curso, que lia expli­
cado en este año de iS-jo, todas las que corresponden al curso de Geo­
metría; pero no son estas solamente las que lia construido por sí mis­
mo y con una singular exactitud , sino que lia hecho las mas impor­
tantes de la Geometría Analítica, y se propone hacer las más necesa­
rias para la inteligencia de la Mecánica.

Es tal el lino y sagacidad con que ha desempeñado este objeto, que 
rae parece oportuno entraren algunos detalles , para que, circulando 
estas ideas, puedan generalizarse por todas partes, y se eviten los gran­
des entorpecimientos que resultan de presentar, para adquirir las ideas 
de las formas que tienen los cuerpos, solamente figuras, que, aunque 
los representan del modo que los veríamos si fuesen trasparentes, no 
guardan sus partes la posición que representan dichas figuias.

Los modelos, que basta el presente tiene construidos, para facilitar 
la inteligencia de varios puntos de las Matemáticas, y que me lia ma­
nifestado el Señor Cámara, representan las figuras loo, ioi, 102, io3, 
io4, toó, ioU, 107, 114, 115, uGyiiq, de este tomo, que correspon­
den á las que, en el T. 1." p. II del Tratado Elemental, que contie­
ne la Geometría, están allí señaladas con los números 20;, 208, 2eq, 
cío, 211, 212, 2i3, 214, 23o, a3i, 2.32 y 235.

Por otra parte, como su objeto lia sido el mas grandioso, lia to­
mado por tipo las figuras de la Geometría del Tratado Elemental. Y 
así, ademas de las dichas, lia construido las co3, 204, 21 5, 21G, 217, 
220, 222, 223 y 224.

Todo esto es sin perjuicio de presentar á sus discípulos una colec­
ción muy completa de los cuerpos que considera la Geometría 
Elemental, como prismas , pirámides , cilindros , conos y esferas, 
y las partes que en estas se consideran. Esta colección ya se conocía, y 
se solía hacer uso de ella en algunos establecimientos de dentro y fue­
ra de España; pero los modelos de las figuras espresadas no solo no son 
tan comunes en los Estábil cimientos de España y del Extranjero, fi­
lió que liay algunos que no los be visto en ninguna parte; y entre los 
que he visto, no se hallan ejecutados con tanta exactitud. Y para dar,
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oblicua cualquiera AQ$ porque es cateto, y la oblicua, 
hipotenusa de un triángulo rectángulo.

en cuanto sea posible , las luces convenientes , á fin de promover su 
ejecución y mejorar la enseñanza, barc algunas indicaciones acerca de 
su construcción.

Los planos los lia representado el Señor Cámara por tablilas delga-' 
das de nogal, de forma rectangular y dimensiones arbitrarias en las 
cuales están trazadas las lineas correspondientes;y todas las rectas que 
se deben bailar en el espacio, las ha representado por sedas ó alam­
bres, empleando de esta segunda clase lbs menos posibles, para que de 
este modo se aproximen á la exactitud matemática, y lia puesto alam­
bres cuando han de sostener las sedas , ó las tablas, como sucede á lo* 
modelos de las figuras 207, 208, 2i4 &c. En algunos lia sido necesario 
poner alguna tablita mas, que solo sirve para unir las otras , ó para 
recibir alguna seda, como sucede en la figura 209 para recibir la li­
nca PE; en la 212 para recibir las AO y BO , y en la 2i5 para 
sostener los tres planos paralelos.

En la figu ra 228 se lia introducido también un plano que repre­
sente la intersección ABCDE; y como de este modo resultaba cer­
rada la figura , se ha hecho movible uno de los ángulos planos latera­
les, para que se puedan ver las rectas OA, ()B, OC, &c, &c*

Ademas del modelo que representa la figura 220, ha hecho otro pa­
ra aclarar mas la importante doctrina de las proyecciones.

Entre los modelos que el Señor Cámara ha construido, y sobre 
que nada lie visto dentro ni fuera de España, y que ni 4 mi me ha­
bía ocurrido siquiera, es el que representa la figura 253 del Tomo de 
la Geometría Elemental; y que en ella se quiere representar un cono, 
con una pirámide inscrita en él, y otra circunscrita. l)c esta solo se 
representa en la figura uno de Iris lados para no complicarla; pero en 
el modelo, construido por el Señor Cámara, están señaladas todas las 
aristas .de arabas pirámides, inscrita y circunscrita , usando de sedas 
de un color distinto para cada una: están ademas representadas las 
apotemas de una y otra; y como las aristas de Ja inscrita terminan en 
el círculo que sirve de base al cono , dichas aristas vienen á ser otros 
tantos lados del mismo cono: lo que contribuye mucho n que se pueda 
ver con claridad el cono y ambas pirámides.

Pero en lo que se advierte la gran sagacidad y espíritu de inven­
ción del Señor Cámara es en haber hecho otro modelo de este pasmo 
caso. E11 el de la fig. 2.53 los lados de la base de la pirámide inscrita y 
de la circunscrita son paralelos; y en el otro modelo , que lia hecho 
de un cono con una pirámide inscrita en él y otra circuscrita, las lia- 
Jos de estas pirámides no tenían sus lados paralelos , sino que los de la 
l»asc de la pirámide circunscrita son tangentes del círculo de Ja baso 
del cono en los vértices de los ángulos de la base de la pirámide ins­
crita; es decir , que las bases ocupan la posición de la fig- ib.i del Io­
nio de (geometría del T. E.; esto es, que la base de la pirámide ins­
crita es el polígono abcdef\ la base del cono es el circulo nbcvzj; y 
la base de la pirámide circunscrita es el polígono AlM-DEr ; y en su 
ejecución ha tenido el Señor Cámara tal dotfrcca , que presenta no so-

Tomo I. &&
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Cor. a.° Por un punto P dado sobre un plano, no se 
puede levantar sinó una perpendicular ú este plano.

lo un objeto muy perfecto y adecuado para Ja instrucción, sinó un as­
pecto muy agradable á la vista.

Ha hecho también el Scfíor Cámara otro servicio sumamente im­
portante á la enseñanza; y es el haber formado cuadros en que por uti 
lado están los sólidos dibujados en perspectiva con todo rigor y exac­
titud, y por el otro están los dibujos geométricos de los mismos sóli­
dos, esto es, en que se presentan dichos sólidos por planta y alzado: y 
de este modo se consigue el que. los principiantes adquieran á un mis-* 
mo tiempo la idea de los cuerpos como son en sí, las figuras que los 
representan en perspectiva, y las en que se manifiestan geométrica-» 
mente ó por planta y alzado.

No se han reducido á esto sus útiles investigaciones, sinó que so 
propone hacerlo en todos los ramos de las Matemáticas en que se nece­
sitan para facilitar la inteligencia de las teorías. A mí me ha enseña­
do , y yo he tenido un placer muy cstraordinario en ver las que tiene 
hechas para aclarar la doctrina de la parte de la Geometría analítica 
en que se determinan los puntos y rectas en el espacio. Y son las 58, 
5g, Go, Gi, G2, y G3 del tomo 2.° parte i.“ de mi Tratado Elemental.

Ademas, si se observa la fig. D de la lámina que va al fin del vo­
lumen , acabado de citar, se notará que de los ocho ángulos sólidos 
que forman los tres planos coordenados, suficientemente prolongados, 
solo se ve con claridad uno de ellos; y también se llega á percibir, 
aunque con algún trabajo, si no se presenta el modelo correspondien­
te á la figura 58, las coordenadas de un punto situado en el espresado 
ángulo. Mas, si quisiéramos presentaren la figura las coordenadas de 
un punto situado en cada uno de los otros siete ángulos sólidos que 
forman los tres planos coordenados, cualesquiera que fuesen las dispo­
siciones intelectuales de los iudividuos, seria punto ménos que impo­
sible el que por dicha figura, se formase idea de la situación de los 
puntos, de las coordenadas que les corresponden , y de los signos que 
pueden tener. Mas el Señor Cámara lia tenido la feliz ocurrencia de 
construir un modelito en que se manifiesten estas idéas , de un solo 
golpe de vista y del modo mas exacto.

Este modelito descansa sobre una peana de madera torneada ; y se 
presentan en e.l aire los tres planos coordenados y dispuestos en for­
ma paralclográmica por medio de sus ejes coordenados, prolongados en 
ambos sentidos, y representados por alambres; en términos, que, den­
tro de cada uno de los ocho ángulos sólidos, se presenta un punto con 
•us tres coordenadas respectivas , usando de sedas de diferentes colo­
res; y se percibe con la mayor claridad en cual de los ocho ángulos só­
lidos se halla cada punto, y la magnitud y signo de las tres coordena­
das, que á cada uno corresponden.

Por último, he tenido la satisfacción de ver el modelo que ha he­
cho para facilitar la inteligencia de la Transformación de las coorde­
nadas en el espacio, y hacer perceptible lo que representa la figura 68 
del espresado volumen. Este modelo llena cuantas circunstancias se 
pueden apetecer; pues con una simple mirada se advierte el valorqne 
cada nueva coordenada tiene cu valores de las antiguas. El ScfíorCá-
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Cor. 3.0 También es imposible bajar desde un punto 
fuera de un plano dos perpendiculares á este plano.

marasc propone continuar ejecutando algunos otros modelitoi, entre 
los cuales se comprenden los correspondientes á la figura 13Í de este 
tomo del Compendio, que es ,a 33q del tomo de (ieoinétría; y ademas 
la 63 del tomo 3,° parte i.a del Tratado Elemental , que contiene la 
Mecánica. En virtud do lo cual, todos los amantes de los progresos de 
la ensefianza, y de que se facilite y simplifique el estudio de las cien­
cias, que mas cooperan á fomentar la prosperidad de las ilaciones, 
deben estar muy agradecidos al Sefior Cámara; porque facilitando la 
adquisición de las ideas exactas cu los ramos de mayor trascendencia, 
y disipando los escollos que basta ol presente lian encontrado los dis­
cípulos al aprender, fia hecho un servicio real é importante a la hu­
manidad,

D. Agustín Pascual, que ha seguido con brillantez ¡a carrera ino- 
lógica, ha adquirido tal habitud en hacer sensibles las ideas con la en- 
sefianza de los Sardo-mudos á que se ha dedicado en especialidad, y en 
la cual ha conseguido resultados sumamente maravillosos, que cuando 
principió á ensoñar las Matemáticas en algunos Colegios de esta Lur­
te, al llegar á la Teoría do los planos, no pudo menos de presentar a 
sus discípulos modelos de muchas figuras para llenar el hueco, qu* 
se notaba en esta parte de la enseñanza. Con lo cual lia conseguido 
que SUS discípulos adquieran unas nociones muy exactas con gran faci­
lidad i de lo que han dado públicas pruebas en los Exámenes gencralus 
del curso próxima pasado. _ .

Los modelos, que yo he visto, se refieren á dar a conocer lo que re­
presentan las figuras 207, 308, 309, 210, su, 213, 213, ai 4, 
y 217 déla lámina q.B del Tom. 1. P. 2. de 1111 1. E., y las a8 , ¡>9, 
lio, fii, 62, 63 y 68 de la lámina 3.B del T. 2. P. .. de dicho Tratado 
Elementai. Y en (odas ellas está muy bien desempeñado el ob]eto que 
rada una representa, Para la formación de los expresados modelos, e 
Señor Pascual se ha fijado en que sus dimensiones sean cuadruplas de 
las que tienen las figuras de las láminas; lo cual permite que las pue­
dan ver al mismo tiempo muchos discípulo».

Entre todos estos modelos, hay dos muy dignos deuna considera 
cion espocial; y son los que representan las figuras 58 y 68 del expre­
sado Tomo 2.0 parte i.ft. La 58 so presenta, teniendo prolongados los 
planos coordenados, á la manera que se indican en la bgura I», que se 
halla en la lámina última del expresado volumen. La espresada figura, 
y por consiguiente su modelo, sirve para deducir las expresiones de las 
coordenadas de todos los puntos del espacio, cualquiera que sea su si­
tuación respecto de los planos coordenados. La feliz idea de haber he­
cho lo» planos de cristal, permite que se vean á un mismo tiempo los 
ocho ángulos sólidos, que se forman en un punto por tres planos que 
se cruzan; y se perciben muy clara y distintamente los diferentes va­
lores que van tomando las coordenadas según varia de posición ci
punto. , , ,

La figura 68 del mismo volumen, y el modelo que. la representa, 
tiene por objeto el deducir las fórmulas para transformar la. coorde­
nadas en el espacio; y en el modelo que el Señor Pascual lia hecbo
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Cor. 4.0 Luego la verdadera distancia de un puntad 
un plano, se debe medir por la perpendicular, tirada al 
plano desde dicho punto; por ser la única que se puede 
tirar de su especie.

368 Teor. Las oblicuas AB, AG, AD (fig. 101), que 
distan igualmente de la perpendicular son iguales • y de 
dos oblicuas AE, AD que distan desigualmente de la 
perpendicular, la que mas se aleja es la mas larga.

Dan. Porque siendo rectos los ángulos APB, APC, APD, 
si se suponen las distancias PB,PC,PD iguales entre sí, los 
triángulos APB, APC, APD tendrán.dos lados iguales é igual 
el ángulo comprendido, luego serán iguales; luego las hipotenu­
sas ó las oblicuas AB, AC, AD serán iguales entre sí. Ahora, 
si la distancia PE es mayor que PD ó su igual PB, tendre­
mos, que siendo recto el ánguio APB, el ABE será obtuso (260); 
luego será mayor que el AEB, y por lo mismo AE>AB=AD, 
que es L. Q. D. D.

para hacer sensibles cuantos planos y líneas convíeno considerar , te 
halla todo tan bien desempeñado, que no hay nada que no se presen­
te intuitivamente, y que no se perciba sin violencia y con una faci­
lidad extraordinaria.

D. Eernando Boccherin!, Profesor do Matemáticas en el Instituto 
de Santander, me escribió con fecha de 3 de Junio del presente año 
de i8.{o lo que sigue: «Como sé lo agradable que te es cuanto tiene 
relación con la instrucción pública, no rae es posible dejar de comu­
nicarle, que persuadido de que el método, que se sigue en la espira­
ción de la Teoría de los planos, y volúmenes, sin manifestar mas mo­
delos que de los sólidos, no era suficiente para hacer adquirir á Ins 
jóvenes ideas exactas de las demas figuras delineadas en perspectiva, ve­
rifiqué las diligencias necesarias para proporcionármelos de estas;'pe­
ro, no habiendo sido posible obtenerlos en este curso, construidos co­
mo corresponde, lie presentado ya , hechos con cartones, y sedas, los 
mas principales de la teoría de los planos, y ángulos sólidos, como 
son los de las figuras 208, 209, y 224 del Tratado Elemental de V. 
ó las 101, 102 y lio del Compendio, con lo cual lie logrado un resul­
tado satisfactorio ; y en su consecuencia pienso continuar del mismo 
modo, ínterin se construyen los modelos necesarios.»

Después lie sabido con satisfacción , que esto ha producido en los 
discípulos tal gusto y afición á la exactitud y claridad de las ideas, que 
uno de ellos, á saber, D. Marcelino'' Mcnendcz había presentado al 
Señor BoCclicrini varios modelitos, valiéndose también de cartones y 
sedas, y hechos con bastante perfección.

¡Loor eterno i estos tres jóvenes Profesores, que simultáneamente, 
y sin noticias unos de otros han introducido tan importante mejora 
en la enseñanza!
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369 Teor. Sea AP (fig. íes) una perpendicular al 
plano MN, y BC una recta situada en este plano; si 
desde el pie de la perpendicular, se tira la PD perpen­
dicular á BC, y se une el punto A con el D por medio 
déla DA, digo que DA será perpendicular á BC, en 
el plano que pasa por las dos rectas AD, CB.

Dcm. Porque si se toma DB=DC, y se tiran las PB, PC, 
AB, AC, será (273) la oblicua PB=PC; luego las AB, AC 
también lo serán (368); luego la AD tiene dos de sus puntos 
A y D* equidistantes de los estreñios B y C de la BC ; luego 
(2"4) le es perpendicular. L. Q. D. D.

Esc. Se ve al misino tiempo, que la BC es perpen­
dicular al plano APD, pues es perpendicular á las dos 
rectas AD, PD, que se hallan en él.

370 Teor. Si una recta AP (fig. 103) es perpendi­
cular á un plano MN, toda recta DE paralela á AP 
será perpendicular al mismo plano.

Item. Porque, concibiendo un plano que pase por las parale­
las AP, DE, su intersección con el MN será PD; y tirando 
en el plano MN la BC perpendicular á PD, y uniendo el 
punto A con el D, tendremos que BC será perpendicular 
(369 esc.) al plano APDE ;* luego el ángulo BDE será recto; 
pero el EDP es también recto, pues AP es perpendicular á 
PD, y DE paralela con AP; luego la recta DE es perpendi­
cular á las dos rectas DP, DB; luego es perpendicular á su pla­
no MN, que es L. Q. D. D.

Cor. Recíprocamente, si las rectas AP, DE son per­
pendiculares al mismo plano MN, serán paralelas.

371 Teor. Si una recta AB (fig. 104) es paralela á 
una recta CD, tirada en el plano -MN, será paralela 
á este plano,

Dcm. Porque concibiendo un plano por las dos paralelas AB, 
CD, si la recta AB encontrase al plano MN, debería hacerlo 
en 1111 punto de la CD, lo que es imposible; luego la AB no 
puede encontrar al plano MN, v le será paralela. L. Q. D. D.

372 Teor. Dos planos MN, PQ (fig. 105) perpendi­
culares á una misma recta AB, son paralelos entre si.

Dcm. Porque si se encontrasen, tirando de un punto cual­
quiera O de la intersección dos rectas OA, OB una en cada 
plano, la recta AB sería perpendicular á las dos rectas OA, 
OR (§ 364), V *'n el triángulo AOB habría dos ángulos rec-
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los , lo que (206 cor. l.°) es imposible; luego los planos son pa­
ralelos. I.. Q. I). I).

373 Teor. Las intersecciones EF, GH (fig- 106) de 
dos planos paralelos MN, PQ, con un tercer plano FG, 
son líneas paralelas,

Dcm. Poique si las recias EF.GH, situadas en un mismo 
plano, que aquí es el EFIIG , no son paralelas, prolongadas se 
encontrarán; luego Ios-planos MN, PQ, en que se bailan, lam­
inen se encontrarán , y por lo mismo no serían paralelos, que es 
contra el supuesto. Luego etc,

374 Teor. La recta AB (fig. 105) perpendicular al 
plano MN, es perpendicular al plano PQ paralelo al 
MN.

Dcm. Porque si tiramos á arbitrio la recta BC en el plano 
PQ), y por ella y por la AB concebimos un plano, este, cortará 
al MN en una recta AI), que será paralela (373) con la BC; 
yporsT AB perpendicular al plano MN, lo es también (564) 
á la recta Al); luego también lo será (2S0) á su paralela BC; 
y como demostraríamos del mismo modo que AB es perpendicu­
lar á Be, resulta (367) que AB c» perpendicular al plano PQ, 
que es I.. Q. 1). ]).

375 Teor, Las partes EG, FH (fig. 106) de para­
lelas comprendidas por dos planos paralelos MN, PQ, 
son iguales.

Dcm. Porque, concibiendo un plano F.G1IF que pase por las 
paralelas EG, FH , encontrará á los planos paralelos en las rec­
tas EFyGH; estas intersecciones son también paralelas (373), 
así como por el supuesto lo son las EG, FH; luego la figura 
EGHF es un paralelogramo, y por lo mismo (§ 313) EG=1'H, 
que era L. Q. T). 1).

Cor. Luego dos planos paralelos tienen todos sus pun­
tos equidistantes los unos de los otros; porque si EG y 
FH son perpendiculares á los dos planos MN, PQ, se­
rán paralelas é iguales entre sí.

376 Teor. Si dos ángulos CAE, DBF (fig. 107), no 
situados en el mismo plano, tienen sus lados paralelos y 
dirigidos en un mismo sentido, serán iguales-, y los pla­
nos donde se hallan serán paralelos.

, Dcm. Tómese AC=BD, AE=BF, y tírense las CE, DI', 
AB, CD, EF. Pues que AC es igual y paralela con BD, la 
fig. ABDC es un paralelogramo (311); luego CD es igual V
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paralela con ATI. Por una razón semejante EF será igual y 
paralela con AB; luego también CU es igual y paralela con 
EF; luego la.figura CEF1) es un paralclogramo, y el lado CK 
igual y paralelo á DF; luego los triángulos CAE, DBF tie­
nen sus tres lados iguales entre sí j luego son iguales (259) y da­
rá,, CAF.=DBF, .pie es L. 1 ° Q. D. D.

En segundo lugar digo, que el plano ACE es paralelo al pla­
no BI)F; porque si el plano paralelo á BDF, tirado por el 
punto A, encontrase á las rectas CU, EF en otros puntos que 
rn C y E, v. g. en G y II, entónces las tres rectas AB, GD, 
FII serían iguales (37 5); pero las tres AB, EF, 1)C, lo eran ya; 
luego se tendrá CU=GU y FH=EF, lo que es absurdo, pues las 
unas son partes, y las otras todos; luego el plano ACE es para­
lelo al BDF, que era L. 2.° Q. I). 1).

Cor. S¿ dos planos paralelos MN, PQ, son cortados 
por otros dos pianos CAISD, EABF, los ángulos CAE, 
DBF, formados por las intersecciones de los planos pa­
ralelos , serán iguales ¿porque la intersección AC es pa­
ralela á BD, y AE lo es á BF; luego el ángulo 
CÁE=DfiF.

377 Teor. El ángulo formado por dos planos MAN, 
M/JP (fig. 108), se puede medir, y se mide en efecto, 
por el ángulo NAP que forman entre sí dos perpendicu­
lares AN, AP, tiradas en cada uno de ellos á un mismo 
punto A de la intersección común sJM.

Bem. Porque si se supone que el un plano está sobre el 
otro, como dos hojas de un libro, y se tiran las perpen­
diculares AN, AP estas también estarán confundidas. 
Ahora, concibiendo que el plano PAMB se empieza á 
separar del NAMC, la perpendicular AP estará tan in­
clinada respecto de AN, como el plano APB que con­
tiene á la primera, lo está respecto del ANC en que se 
Italia la segunda. Luego el ángulo rectilíneo NAP mide 
la inclinación de los planos PAMB, NAMC, que es 
L. Q. D. D. (*)

44’

C) F.n el § 557 del Tomo I parte II T. E. demuestro esta proposi- 
cion, fundándome en oíros principios, y comprende todos los casos; aho­
ra, voy a poner aquí algunas investigaciones que corroboran lo manifes­
tado en el testo.

Principiaremos observando, que así como la magnitud de los ánguhs
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Esc. i.° Esta inclinación PAMC se suele llamar án­
gulo diedro-, y cuando el ángulo que la mide es recto, se 
dice, que el un plano es perpendicular al otro.

Esc. 2° Cuando dos planos se atraviesan mutuamen­
te, los ángulos opuestos al vértice son iguales, y los án­
gulos adyacentes valen juntos dos rectos; luego si un pla­
no es perpendicular á otro, este es perpendicular al pii- 
mero.

Igualmente, en el concurso de dos planos paralelos

que forman las líneas es la misma (250), ya sean estas largas ó cortas, v 
ya sean iguales ó desiguales entre sí, del mismo modo se veriíica , mu: 
los ángulos que forman los planos son los mismos, ya sean los planos 
grandes, ya sean pequeños, y ya sean iguales ó desiguales entre sí. Por 
manera, que aunque los planos ABNM, ABQP (líg. ys‘) son desiguales, 
el ángulo, que forman entre sí, es el mismo que si estos planos fuesen 
iguales, y que fuesen tan grandes ó tan pequeños como se quisiera.

Entendido esto, lo primero que nos dirijimos á probar es que en 
cualquier parte de Iti común sección MA, que se tiren las perpendicu­
lares, el ángulo que formen entre si será igual al que formen las per­
pendiculares tiradas por cualquiera otro punto; lo cual no se verifica 
con las oblicuas. En efecto , supongamos que en el punto L (fig. 108") 
se tiren la QL perpendicular á MA en el plano MP, y la LH per­
pendicular al mismo punto L de la común intersección, pero en el pla­
no ¡YIN; el ángulo QLH será igual con el PAÍS ; porque, por ser 
I,Q y AP perpendiculares á MA, y estar ambas en el plano MP
serán paralelas, y siéndolo las MA, BP, se tendrá que LAPQ será
un paralelogramo, y dará AL=QP; y LQ=.ÁP- Por la misma ra­
zón deduciremos que HTÍ es también igual y paralela con LA ; lue­
go PQ es igual y paralela con HN ; de donde resulta ( 3ti ) qué 
PN=QH. Luego los triángulos PAN, QLH tienen los tres lados del 
uno iguales con los tres lados del otro , luego (250) serán iguales, y da­
rán el ángulo PAN«=QLH.

No sucedería lo mismo si las lineas se tirasen en cada plano oblicuas 
á la común sección AM en un mismo punto i pues aunque estuviesen 
igualmente inclinadas respecto de la misma común sección , cada una en 
su plano respectivo , en este caso , si se fuese acercando el un plano al 
otro, es verdad que coincidirían cuando los planos coincidiesen (251); pe­
ro no se verificaría la circunstancia de ser constante el ángulo de estas, 
por cualquier punto por dundo se tirasen , aun si se tiran por un mismo 
punto con diversas inclinaciones. En efecto , siendo oblicuas á la común 
sección, formaban ángulos desiguales con las dos partes de esta de uno y 
otro lado del punto donde la encontrase la oblicua ; ademas, el ángulo 
de estas oblicuas variaría con el grado de oblicuidad de ella , es decir, 
que mientras menor sea el ángulo que formen con la común sección, 
formarán menor ángulo entre sí.

Porque , si concibiéramos en el punto l de la común sección dos 
líneas IQ, ¿H , la ¿Q estaría en el plano MP, y la ¿11 en el MA, 
pero de modo que el ángulo QÍM fuese igual con el Í1¿M , entonces 
girando los planos MP, MN al rededor de la común sección , acer­
cándose el uno al otro, disminuiría ol ángulo QÜI basta reducirse i
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con 11 n tercer plano se verifican las mismas igualdades de
ángulos , y las mismas propiedades que en el concurso 
de dos rectas paralelas con otra tercera.

378 Teor. Si una recta AP (fig. ,oo), perpen­
dicular a un plano MN., todo plano APB que pase por 
la AP será perpendicular al MN.

Dem.' Porque si concebimos la PC perpendicular á 
la intersección PB, la AP que también lo es (364) nos 
dará el ángulo APG recto; y como este mide ( 377) ]a 
inclinación de los planos APB, MN, resulta que el pla-

CPI-O cuando los planos M'P, MIS’ coincidiesen - ñero no ____  ,
drá tomar el ángulo Q/II por la medida del de los oíanos •
este ángulo Q/II no es constante para todas las inclinacm.iesd’e^as oT
7 ° dC h C°'""" ■SCCC',‘'1 V V ■ — vamos á manifestar ' ’

r S ?uP°"e'!,os> para mayor sencillez, que el plano AMRP 
sea igual con el MCA A , se tendrá que IAj-LH , y resultará tono

r -ha-
plano MP la linea li° y en^I plano MA la ti t,rasemos en el 
la :UA ángulos iguales esto es , Míi-MIh , se dentosU-arTa'del‘".nis‘

,>a;"coonssr'/srí:us ^vstv,iuc. *au™ ¡hÍLsceíeseU/OHar/M'‘queStla '"f ’ ''e.sul'a i'''""'"s'doT triángulos

ángtdo Q/U J-m, ' “eneD SUS bases ÍSual“ <>>'1. ¡h, tienen el

esqu^r.^^ ayi'aílr--ne cI ¡,k
estando las Oldic as A.), mas

/ , II, se lian acercando mas la una á la otra, á proporción Le 
su inclinación con la sección común sea menor. De todo I,, cual resulta 
quccoino toda unidad de medida delie ser ¡nvarialile, no puede servir 
para medir la inclinación de dos planos, el ángulo que formen dos Vi-

nü L;r í "" P'|""° d'- la co"""* sección, aunque tengan res-
porlo de «l a la misma inclinación; y como el ángulo que forman lis
™’£,n'St?r,Y "n1W“n.,0-J5*“‘« dc Ia sección? crece y men-
ei iosTo,T P,la'10S > 05 l,,,;ai'iabje, y forma los misinos á„- 
S los poi ambos lados de la común sección , se infiere que este tiene lo­
que sonC7“ eTcrece d̂e ‘"■idod do medida, 
vcriifse en ceL “¡'Tí"' e"," c! ^ 'os planos hasta cuu-
láaVle i , ’ Cua',do,el de los Planoii se aniquile ; 2.- el de ser inva-

ahlc la medida , cu cualquier punto que se elija ; y 3." el une estas I,"
ch7Lé"o T" V'^T de da' X de lato,,,uii sec:
áneú/t nS'f í ane"J° q“e J°"""n,l°S ‘U'S I’1"1'"5 se ,lcle l’or el
srccl n dns pv‘¡Trias a un mismo puul/de /a
dos pláims M P 77" C" ?■ d: rlr’ 'luc ei ángulo que forman los

el ’ "¿i/ M la c°..... . —- * - « Aó

lomo 1. 57
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no APB es perpendicular al MN, que es L. Q. D. I).
Cor. De aquí se deduce que la común intersección de 

dos planos APB, APQ perpendiculares á un tercero MN, 
es perpendicular al mismo plano MN. Porque podemos 
considerar que el plano APQ es uno de los muchos que 
pueden pasar por la recta AP, y que todos son perpen­
diculares al MN; luego la intersección de ellos, que es 
la AP, también es perpendicular al plano MN.

o79 Se llama ángulo sólido al espacio angular com­
prendido entre muchos planos que se reúnen en un mis­
mo punto; así, el ángulo sdlido S («g. 109),, estafor­
mado por la reunión de los ángulos planos AbD, Dbb, 
CSD, DSA.

08o Teor. Si dos ángulos sólidos se componen de tres 
ángulos planos iguales cada uno al suyo, los planos en 
que se hallan los ángulos iguales estarán igualmente m-

Espl. Sea el ángulo ASC=DGF (fig. no), el 
ASB=DGE, y el BSC=EGF; digo que los dos planos 
ASC ASB tendrán entre sí una inclinación igual á la
de los planos DGF, DGE. n

Constr. Habiendo tomado SB á arbitrio, tírese bu, 
perpendicular al plano ASC; desde el punto O don­
de esta perpendicular encuentra al plano, tírense las ÜA, 
OG, perpendiculares á SA, SC, y tírense las AB, BC. 
Tómese después GE=SB; tírese la EP perpendicular 
al plano DGF; desde el punto P tírenselas PD, PF, 
perpendiculares á GD, GF, y por último tírense la 
DE, EF. , , , .

Dem. El triángulo SAB es (369) rectángulo en A, 
Y el GDE en D; y pues que el ángulo ASB-DGE, se 
tiene también SBA=GED. Por otra parte SB=GE, 
luego el triángulo SAB es igual al GDE; luego 
SA=GD y AB—DE; del mismo modo se demostrará que

’ SC=GF y BC=EF.
Esto supuesto, el cuadrilátero SAOC es igual al 

GDPF; porque poniendo el ángulo ASC sobre su igual 
DGF, á causa de SA=GD y SC=GF, el punto A cae­
rá en D, y el C en F. Al mismo tiempo la AO per­
pendicular á SA caerá sobre la DP perpendicular á GD,



GKOMBTI(f«. 4f>l

e igualmente OG sobre PP; luego el punto O caerá 
sobre P, y se tendrá AO:=DP. Pero los triángulos 
AOB, DPE, son rectángulos en O y en P, la hipote­
nusa AB=DE, y el la<lo AO=DP; luego estos trián­
gulos son iguales (273 cor. 2.0), y por lo mismo el án­
gulo OAB—PDE. Pero el ángulo OAB es la incli­
nación de los dos planos Ss\C, SAB, y el PDE es la 
inclinación de los dos planos DGF, DGE; luego estas 
dos inclinaciones son iguales. L. Q. D. D.

Cor. De donde resulta, que dos ángulos sólidos for­
mados como los anteriores se pueden superponer de modo 
que se confundan.

PAUTE TERCERA.
«y» -»/»

Le los prismas , y medición de sus superficies y volúmenes¡

381 Pasamos ya á considerar la estension con sus 
tres dimensiones de longitud, latitud y profundidad ó grue­
so. Cuando la estension se halla terminada por planos, 
se llama en general sólido , ó mas bien cuerpo poliedro.

Cuando el cuerpo consta de cuatro caras, se llama en 
particular tetraedro; cuando de seis, exaedro-, cuando de 
ocho, octaedro ; cuando de doce, dodecaedro-, y cuando de 
veinte, icosaedro, etc.

La intersección común de dos caras adyacentes de un 
poliedro, se llama lado ó arista del poliedro.

Cuando el poliedro tiene dos caras opuestas iguales y 
paralelas, y las demas caras son paralelogramos, se llama 
prisma; los dos planos paralelos é iguales, se llaman ba­
ses del prisma; y los paralelogramos, caras del prisma; 
de donde resulta (375) que todas las aristas de un pris­
ma son iguales.

o
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382 Para concebir formarlo un cuerpo cíe esta espe­

cie*1, supongamos que ABCDE (fig. 111) sea un polígo­
no cualquiera, y que en un plano paralelo al ABC etc. 
se tiren las rectas* FG, GH, IIL, etc. iguales y paralelas 
á Jos lados AB, BC, CD, etc.; con esto se formará un 
polígono FGHLK igual al ABCDE; y si después se 
unen los vértices de los ángulos homólogos por me­
dio de las rectas AF, EG, CH, etc. lascaras ABGF, 
BCHG, etc. serán paralelogranios; y el cuerpo 
ABCDEKFGHL formado de este modo será un prisma, 
cuyas bases son ABCDE. FGHLK.

Se llama altura del prisma la perpendicular tirada des­
de una de las bases á la opuesta ó á su prolongación; cuan­
do las aristas del prisma son perpendiculares á la base, 
el prisma se llama recío, como el ABCDHFEG (lig. 11 2); 
y cuando esto no se verifica, es oblicuo, como el 
ABCDEKFGHL (lig. m).

383 El prisma se llama triangular , cuadrangular, 
pentagonal, exagonal, etc. según sta la base triángulo, 
cuadrilátero, pentágono, exágono, etc.

Como hay diferentes especies de cuadriláteros, resulta 
que el prisma cuadrangular recibe diferentes nombres; así, 
cuando la base es un paralelogramo, se llama paralelepí­
pedo-, cuando es romboide, prisma romboidal; cuando 
rombo, prisma rombal-, cuando la base es un rectángulo, 
prisma rectangular-, y cuando la base es un cuadrado y 
la altura es el mismo lado del cuadrado se le llama cubo.

384 Teor. Dos poliedros no pueden tener los mismos ver- 
tices, y en el mismo número, sin coincidir el uno con el otro.

D in. Porque si suponemos construido uno de. ellos , V se 
quiere construir otro que. tenga los mismos vértices y en el mis­
mo número, cada plano de los que formen el segundo tendrá ron 
su correspondiente, en el primero, tantos puntos comunes como 
ángulos haya en la cara del poliedro; y como en cada cara hade 
haber lo menos tres ángulos, resulta que todas las caras coinci­
dirán; y por consiguiente los poliedros quedarán confundidos en 
uno sólo. L. Q. D. I).

385 Teo'r. Dos prismas son iguales, cuando tienen 
un ángulo sólido igual comprendido por tres planos, igua­
les cada uno al suyo y semejantemente colocados.



GEOMETRIA. ^53
Espl. Sean. ABCL, abcl (fig. 111) ríos prismas que 

tengan el ángulo sólido B=± al Z»; y ademas los pla­
nos qne le forman respectivamente ABCDE=fl¿erfe, 
ABGP=a/ag/, y BCHG=¿e/íg; digo que estos prismas son 
iguales.

JJcrn. Concibiendo el ángulo sólido B superpuesto al ó, se 
confundirán ( 3SÍ) cor. ) por ser igiiales,¡ y por ser iguales los pla­
nos que los forman, se confundirán exactamente ABCDE con 
abale, ABGF con abj¡f, y BCIÍG con behg; luego el lado GF 
caerá sobre su igual gf, Gil sobre gh, y toda la base superior 
FGIILK sobre su igual fghlft; luego los dos prismas ABCL, 
abcl, tienen los mismos vértices; luego (384) se. confundirán; 
luego son iguales. L. Q. 1). D.

386 Teor. En todo paralelepípedo los planos opuestos 
son iguales y paralelos; y recíprocamente, si un poliedro 
está terminado por seis planos paralelos de dos en dos, 
es un paralelepípedo.

Vcm. Por ser paralelepípedo, las bases ABCD,EFGII (fig. 113) 
son paralelogramos iguales y paralelos. Pero AI) es igual y pa­
ralela con BC, y AE igual y paralela con BF; luego ( 3 7 (i) el 
ángulo DAE=CBF, y el plano I)AE parálelo á CBF; lue­
go ( 3 1 3 ) el paralelogramo 1)AEH= con CBFG; y como de­
mostraríamos lo mismo de los paralelogramos ABFE , DCGII, 
resulta L. l.° Q. D. D.

Ahora, si suponemos que. los seis planos sean paralelos, esto 
es, que AF paralelo á DG, AII á BG, y AC á EG, se tendrá 
que las comunes intersecciones de los planos AF, DG, con el AC, 
serán dos rectas AB, DC paralelas ( 373 ). Las AD, BC, co­
munes secciones de los planos paralelos AII, BG con el AC, se­
rán paralelas ; luego la figura AC es paralelogramo.

Del mismo modo demostraríamos que todas las demas ca­
ras lo son ; pero el AF da ( § 3 1 3 ) AB igual y paralela con 
EF; el BG da BC igual y paralela con FG; de .donde se 
deduce (376) que el ángulo EFG=ABC, y el paralelogramo 
ABGD=EFGH; luego dicho cuerpo es un paralelepípedo. 
L 2.0 Q. D. I).

387 Teor. Si los ángulos homólogos opuestos de las la­
ses de un paralelepípedo recto, se unen por medio de las 
diagonales DB, HF, el plano LBFIí que pase por 
ellasi dividirá al paralelepípedo ABCDHEFG en dos 
prismas ABDHEF, DBCGHF iguales.
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JDem. La naturaleza ilcl paralelepípedo da ABCD=iEFGH, 
y por lo mismo sus mitades también serán iguales, y se tendrá 
ABD=DBC=EFH=HFG; luego el ángulo sólido en C será 
igual al en E, pues el ángulo I?CG=AE1I por rectos, el 
GC1)=AEF por la misma razón, y el BCI)=IIEF por la igual­
dad de elidios triángulos.

Por otra parte (3S6) las caras BCGF, DCGH son respec­
tivamente iguales á las AEIID, AEFB; luego (385 ) los dos 
prismas triangulares espresádos son iguales. L. Q. 1). 1).

Cor. Luego el prisma triangular ABDHEF es la 
mitad del paralelepípedo ABCDHEFG que tiene la mis­
ma altura, y cuya i¡ase ABCD es dupla de la ABD del 
primero.

388 Teor. Si dos paralelepípedos tienen una base co­
mún, y sus bases opuestas en un mismo plano y entre unas 
mismas paralelas, estos paralelepípedos serán equivalen­
tes , ó iguales en volumen.

Espl. Sean AG, AL (fig. 114) dos paralelepípedos 
que tienen la base coman ABCD, y las opuestas EFGH, 
ÑKLM en un mismo plano HK y entre las paralelas 
EK, HL; voy á demostrar que el paralelepípedo AG= 
con AL.

Dan El paralelepípedo AG da ABCJ)=EFGI1, el AL 
da ABCDsNKLYl, luego EFGH=NjKL\l; y añadiendo á 
ambos miembros la parte FNMG, resultará 
EFG1I-|-FNMG=\KL\1-|-F¡NMG; ó reduciendo se tendrá 
E1NM11-— FKLG ; ademas el primero da AEI1D=BFGC ; y 
por lo dicho ( 351)) se. deduce que el triángulo AEN=BFK. 
Luego los prismas triangulares AENM11D, BFKLGC tienen los 
ángulos sólidos E, F formados por tres planos iguales; luego 
( 385 ) dichos prismas son iguales.

Ahora, si del poliedro total AEL se quitan dichos prismas, 
los residuos serán iguales, y se tendrá 
AEL—AE\I=AEL—BFL, ó paralelepípedo AL= con AG, 
que es L. Q. 1). D.

389 Teor. Dos paralelepípedos de la misma base y al- 
tura son iguales en volumen, ó son equivalentes.

Dcm. l’orque si suponemos que ABCD (fig. 115) sea la 
Lase común délos dos paralelepípedos AG, AL, resulta que 
por tener una misma altura, sus bases superiores EFGII, RKLM 
se hallarán sobre un mismo plano. Ahora, si se conciben pro­
longados los planos ABFE, DCGH, y los ADMR, BCLK
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hasta que se encuentran, formarán por su rommi intersección 
mi tercer paralelepípedo qim tendrá la misma liase ABO), y 
cuya base opuesta estará representada por el paralelogramo NOPQ. 
Pero este tercer paralelepípedo es igual (388) en volumen al 
AG; pues teniendo la misma base interior, las superiores están 
cu im mismo plano y entre las paralelas GQ y FN; y [«ir una 
razón semejante este tercer paralelepípedo será igual con el AL; 
luego AG=AL, que. es L. Q 1). I).

390 Teor. Todo paralelepípedo se puede convertir en 
uno recto y rectángulo de igual volumen, que tenga la mis­
ma altura y una base equivalente.

Dem. Porque, si AG es el paralelepípedo propuesto, y des­
de los puntos A, II, C, 1), se tiran las AH, BK, CL, DV, per­
pendiculares al plano de la liase y prolongadas hasta que encuen­
tren al plano EFGH, tendremos formado el paralelepípedo rec­
to AL, igual en volumen con AG. Luego si la base ABC]), 
es un rectángulo, AL será el paralelepípedo recto y rectángu­
lo equivalente al propuesto AG. Pero si ABO) (fig lt( ) no 
es un rectángulo, se tirarán la AO, BN perpendiculares á Cl); 
después las perpendiculares OQ y NP á la base AllCI), con 
lo cual se tendrá el poliedro ABNÓQPKE que será un para­
lelepípedo recto y rectángulo. Y cotilo los dos paralelepípedos AP, 
AL, se puede reputar que tienen la misma liase ABKE vía mis­
ma altura AO, resulta que son iguales en volumen; luego el pa­
ralelepípedo oblicuo AG ( fig. 1 1 5 ) que se habia reducido á un 
paralelepípedo redo equivalente. AL, se encuentra de nuevo 
convertido en un paralelepípedo rectángulo AP, que tiene la 
misma altura AE, y cuya base ABNO es equivalente á la 
ABCD, que es L. Q. 1) D.

391 Teor. Toda sección NOPQR (fig. m) hecha 
en un prisma por un plano paralelo á la base ABCDE, 
es igual á esta base.

Dem. Porque las partes AQ, BP, CO, etc., de paralelas 
comprendidasenlre los planos paralelos ABC etc., QPO etc., son 
iguales (375); y asi, todas las figuras ABl’Q, BOOP, etc. 
son paralelogramos.

De aquí se sigue (pie el lado PQ es igual y paralelo con 
AB, OP con BC, ON con Cl), etc.; luego (37(i) el ángulo 
ABC=QPO, el BCD=:PON , etc.; luego los dos polígonos 
ABCDE, QPONR tienen los lados, y los ángulos iguales respec­
tivamente ; luego son iguales. L. Q. I) 1).

392 Teor. La superficie lateral de un prisma es igual
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al producto de una de sus aristas por el perímetro de una 
sección perpendicular á dicha arista.

Han. Si i'l prisma fuese el abck (fifi. 111), su superficie la- 
teral sería igual á la de. todas las caras ag, bh, el, dh, ef; pero 
si por un punto cualquiera de. una de las aristas se hace pasar un 
plano nnpi/r perpendicular á dicha arista , será perpendicular 
á todas las demás (370); luego el paralelogramo ag=gbXi/p, 
el bh=chXap, el cl=dlX.no, .el dk=keV.nr, el ef=ekx</r; 
y como toilas las aristas <¡f, bg, ch, di, ek, son iguales, se ten­
drá que sup. lal. de prisma abcdk== á la de los paralelogranios 

ag+bh+cl+dk+cf=bgX.pi¡+c¡t%Of>+dlXno-{-heXnr-\-ekX.t¡r ; 
sustituyendo bg alas demás aristas, y sacándola luera de un 
paréntesis como factor común, resultará sup. lat. de prisma 
abck=bg(pi/+op+no+nr+rq)=bgX. perírn. desee, nupi/r , que es 
L. Q. 1). D.

Cor. Si el prisma es recto, la sección será paralela e' 
igual á la base, y por lo mismo la superficie lateral de un 
prisma recto es igual al perímetro de la base multiplicado 
por su arista ó altura, que es lo mismo.

393 Teor. Dos paralelepípedos rectos AG, ag (figu­
ra ii 2), de iguales bases ABCD, abed, son entre sí co­
mo sus alturas AF, af, o se tendrá AG:og::AF.af.

Idem. Aquí pueden ocurrir dos casos; oque las alturas sean 
comensuraliles, ó que no lo sean.

l.o tienen la común medida AX=o,r, y espresamos por 
m, 11, las veces que está contenida en cada una de ellas, se ten­
drá AF=7i»XAX, y af=nX.ax; y formando proporción y 
simplificando por AX=«.r, será AT:af :mXAX:nXax::m.n.

Si por los puntos de división X, Z, etc , x, z, etc., se tiran 
planos paralelos á las bases, el paralelepípedo AG quedará di­
vidido en m paralelepípedos iguales con AU, y el ag en n 
iguales con ou=AU, y todos iguales entre sí (389) ; y se ten­
drá AG=mXAU , ag==nXau=ny.AU; y formando propor­
ción será AGMg:.mxAV:nXau-.-.m.n.

Esta proporción y la anterior dará (§ 184»**) AG:<J£::AF.fl/, 
que es L. 1.° Q■ D D.

2.° Si las alturas son inconmensurables , se demuestra por 
un procedimiento semejante al que hemos seguido (352), que la 
razón de AG .ag no puede ser mayor ni menor que AF:«/; 
luego será igual. 1- 2.° Q. D. 1).

394 Aunque liemos dicho en el teorema anterior, que 
los paralelepípedos han de ser rectos, y en los dos siguien-
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tes añadimos 7 rectángulos, es por I3 mayor facilidad en 
las construcciones; pues las proposiciones se verifican en 
cualesquiera paraleIrpípedos. Porque Según Inmos visto 
(^90) . todo parale le pí pedo» se puede convertir en uno 
recto y recta': guio igual en volumen ; lingo lo que se de­
muestre de estos, quedará demostrado ile aquellos.

395 Teor. Dos paralelepípedos retios y rectángulos 
AG, AK (íig 11 7) de una misma altura AE, son en­
tre sí como sus bases ABCD , AMEO-, y se tendrá

AG :AK::ABCD: A MNO.

Dem. Habiéndolos colocado el uno al lado del otro romo re­
presenta la lisura, prolongúese el plano OMví. basta que 
encuentre al DCGII, cuya común sección sea PQ; y tendre­
mos un tercer paralelepípedo AQ, que se podrá comparar con 
caila uno de los AG, AK. Los AG, AQ , ipig tienen la misma 
liase AEIID, dan AG:AQ::AB:AO; igualmente los paralelepí­
pedos AQ, AIv , que tienen la misma base AOLE, dan 
AQ:AK::Aü:AM ; mulliplir.ando ordenadamente y omitiendo 
(I y I) el factor común AQ, será AG:AK::ABxAD:AOXAM: 
pero AUXAD representa (3 53 ese.) la base ABGD, y AOxAM 
representa la AIY1NO; luego AG:AK::ABGD:AMNÓ, que es 
L. Q. 1). D.

396 Teor. Dos paralelepípedos rectos y rectángulos 
cualesquiera -, son entre sí como los productos de sus bases 
por sus alturas , ó como los productos de sus tres dimen­
siones.

Dem. Porque habiendo colocado los dos paralelepípedos AG, 
AZ (fig. 117), de manera que sus superficies tengan <1 ángulo 
común BAÉ , prolongúense los planos necesarios para formar 
el tercer paralalcpipedo AK , de la mi.«fría altura que el AG, y 
(395) se tendrá AG:AI<::ABCD:AM? O ; pero (393) los dos 
paralelepípedos AK , AZ , que tienen la misma base AMM), 
dan AK:AZ::AE:AX ; luego multiplicando ordenadamente estas 
dos proporciones y omitiendo el factor común AK , se. tendrá 
AG.AZ::ABCDxAE:AMNOxAX; y sustituyendo en vez de las 
bases ABCD,AMMO, sus valores ABxAÍ) v AOXAM , será 
AG:.AJ$ABxADXAE:AQxAMXAX , que es L. Q I). D.

Cor. De aquí se deduce, que se puede tomar por medi­
da de un paralelepípedo recto y rectángulo el producto de 
su base por su altura, ó el producto de sus tres dimensio-

Tojio I. 58
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nes; con tal que por esta espresion se entienda el producto 
en abstracto de los tres números que espresan las veces que 
la unidad de medida lineal está contenida en cada una 
de las tres dimensiones.

307 Para medir los volúmenes se lia elejido por uni­
dad el cubo, cuvo lado sea también la unidad, esto es, i 
vara, i pie, etc. Así, si el cubo a (fig. 118) es el de una vara, 
y suponemos que está contenida la vara en BC siete veces, 
en CD dos, y en CG cuatro, el paralelepípedo rec­
tángulo CP será ooí.CF=7X2X4 varas cúbicas =56 va­
ras cúbicas , ó 56 cubos iguales con el a, que se tomo 
por unidad, como lo manifiesta la figura.

Si suponemos que el lado del cubo a sea de 1 pie, 
y que cada uno de los lados del cubo (fig. 118*) se com­
ponga de tres veces el lado del cubo a, resulta que di­
cha figura representará una vara cúbica, ó será el cubo 
de una vara-, y según se ve, este cubo contiene 27 cu­
bos iguales al cubo a ; por lo que una vara cubica tie­
ne 27 pies cúbicos-, y del mismo modo resulta que un 
pie cúbico tiene 1728 pulgadas cúbicas-, y una pulgada 
cúbica tiene 1728 lineas cubicas ( ).^

(O) Para cumplir lo que hemos ofrecido en los escolios de los 
párrafos 100 y 101 , nos propondremos ante todas cosas, hallar 
el volumen de un paralelepípedo rectángulo, cuyas tres dimensio­
nes sean: una de 5 varas y 2 pies, otra de 3 varas V I pie, y la 
otra de 7 varas y 1 pie. Suponiendo .pie las dos primeras di­
mensiones constituyan la liase del paralelepípedo , tendremos 
«pie en virtud de la nota del (§ 353), la superficie de 
la base será 18 varas cuadradas, V 8 pies cuadrados, y la al­
lura será la otra dimensión , á saber: 7 varas y 1 pie longi­

tudinales.
Aplicando la primera regla (§ 100) de la multiplicación de 

números denominados, la superficie de la base, que es el multipli­
cando, se. nos convierte en 170 pies cuadrados, y la altura del 
paralelepípedo, que es el multiplicador, en 23 pies longitudinales. 
Efectuando la multiplicación, se tiene 170X22=3740. 
Dividiendo esto por 3 , .pie es el número que espresa las veres 
que la unidad «le especie inferior del multiplicador está e.m-
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398 Teor. El volumen de un paralelepípedo, y en ge­
neral el volumen de un prisma cualquiera, es igual al pro­
ducto de la superficie de su base por su altura.

3 7/|0 ,
tenida en la superior, se tiene —-—=12465.

Dividiendo esto por 9, «pie es el húmero «pie espresa las veres 
que la unidad de especie inferior del multiplicando está conteni­
da en la de especie, superior, resulta

JÜ5±Í„138+Í±LlS^
9 9 a 1

Luego, el producto es 1 38 varas cúbicas y d« vara cúbica; 
que como la vara cúbica tiene 2; pies cúbicos, resulta que el 
producto, que espresa el volúrnen del citado paralelepípedo, es 
138 varas cúbicas y 14 pies cúbicos.

También aquí resulta mas claridad y sencillez reduciendo los 
factores á números fraccionarios, pues obtendríamos 

170 22 3740 ..
------------ ------------- ---  1 38+ 44 = 138 varas cúbicas y 14 pies

9 3 2 7

cúbicos.
Si las tres dimensiones las hubiéramos reducido á números 

fraccionarios, y hecho su multiplicación , hubiéramos obtenido

10 17 22 3740 — .
—. —.-----=-----------=138 varas cúbicas y i? de vara cul,,ca»3 3 3 27 ’

que hacen 14 pies cúbicos.
Conocido él volúrnen del paralelepípedo y la superficie de la 

base, podríamos determinar la altura, del modo siguiente.
Supongamos que se nos diese el volúrnen 138 varas cúbicas y 

14 pies cúbicos , y la superficie de la base 13 varas cuadradas y 
8 pies cuadrados. Si queremos encontrar la altura , deberemos di­
vidir la primera cantidad por la segunda. Para esto, reduciremos 
el dividendo y divisor á números fraccionarios de su respectiva 
unidad. Y como la vara cúbica tiene 27 pies cúbicos, el dividen­
do equivale á 3740 pies cúbicos, ó poniéndole por denominador

el 27, el mismo dividendo equivaldrá á varas cúbicas.

El divisor 1S varas cuadradas y S pies cuadrados es lo mismo
o
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Dem. Porque i.° un paralelepípedo cualquiera equi­
vale (390) á uno recto y rectángulo de la misma altura 
v de una liase equivalente. Pero el volumen de este se 
halla multiplicando la superficie de su has» por su altura; 
luego el vollimen del primero es del mismo modo igual 
al producto de su base por su altura.

2.0 Todo prisma triangular es la mitad de un parale­
lepípedo de la misma altura y de dupla base; y como el 
vol limen de este es igual á su base multiplicada por su al­
tura, resulta que la del prisma triangular es igual al pro­
ducto de su base, mitad de la del paralelepípedo, multi­
plicado por su altura.

3.0 Un prisma cualquiera se puede dividir en tantos 
prismas triangulares de la misma altura, como triángulos 
se pueden formar en el polígono que le sirve de base. Pero 
el val limen de cada prisma triangular es igual á su base 
multiplicada por su altura ; y como la altura es la misma 
para todos, se sigue que la suma de todos los prismas

que 170 pi's cuadrados; y poniéndole por denominador el 9, que 
espresa los pies cuadrados de que se compone la vara cuadrada, 

170 ,
será lo mismo que ------ varas cuadradas.1 9

Haciendo la división, considerando estos nlimeros como abj-

3740 170 3740.9 374 374
tractos,, tendremos ■ :---- ==—-——; =-------—='Ti <1"°a 27 9 27.170 3.17 51

se deben considerar varas lineales, y equivalen á 7 varas y 1 pie, 
cobio en electo así debía verificarse.

Si se nos diese el mismo volumen 138 varas cúbicas y 14 PlfS 
cúbicos, y la altura 7 varas y 1 pie lineales, y quisiésemos hallar la 
superficie de la liase, reduciríamos el dividendo y divisor á nú­
meros fraccionarios, y procederíamos 'como aqní se ve 

3740 22 3740.3 3740 1S70 1870
27 ' 3 ~~ 2 7.22 "9722 9.1 1 99 V5S=I

Este resultado debe considerarse como varas cuadradas , Y 
equivale á 18 varas cuadradas y 8 pies cuadrados, que es lo que 
correspondía.
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parciales será igual á la suma de to los los triángulos que 
les sirven 'le.bases, multiplicada por la aitura común.

Lingo el volumen de un | ritma eualqtii* ra es igual 
al producto de su base por su altura. L. Q. D. D.

Cor. Luego los prismas que tengan liases y alturas 
iguales serán equivalentes ó iguales en volámtn.

De la pirámide y medicina de su superficie y volumen,

399 Se llama pirámide un poliedro que tiene por base 
una ligura cualquiera, y cuyas caras son triángulos que 
tienen un ángulo en un mismo punto, llamado cúspide 
ó vértice de la pirámide; tal es el SABCDE (fig. 119) en 
que el polígono ABODE es la base de la pirámide, S su 
cúspide o' ve'rtice, y los triángulos ASB, BSC, LSI), etc. 
lascaras. Toda línea Süfíigs. 119 y 120) que desde el 
vértice se tire perpendicularmente á la base ó á su pro­
longación , se llama altura de la pirámide.

Una pirámide es triangular, cuadrangular, etc. según 
la base es un triángulo, cuadrilátero, etc.

Cuando el polígono Je la base es regular, y ademas 
la línea que desde el cúspide va al centro del polígono es 
perpendicular á la base, la pirámide se llama regular-, y 
cuando le falta alguna de estas dos circunstancias, se lla­
ma irregular. En la regular se llama apotema la perpen­
dicular SK(ílg. 119), que desde el cúspide S se tira en 
una de las caras al lado AB de la base.

400 Teor. En toda pirámide regular los triángulos la­
terales ASB, BSC, CSD, etc. (fig.-119) son isósceles á 
iguales entre sí.

Dem. I’or .suponerse la pirámide regular, la SO será perpen­
dicular al plano ABCDE, y los radios oblicuos AO, Oli, ole. 
serán iguales; luego (368) las oblicuas SA, SI!, SC, etc. son 
iguales; luego los triángulos SAB , SBC, etc. son isósceles; 
y como tienen también iguales los lados AB, BC, ele. de la ba­
se , se infiere que ademas de ser isósceles son (259) iguales. 
I ■ Q. I). J).

Cor. Si se conciben planos por la altura SO y por 
oada una de las aristas, quedará dividida la pirámide en
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tantas pirámides triangulares iguales (384) como lados 
tiene la base-, y como aunque la pirámide sea irregular,se 
puede dividir' su base desde un punto cualquiera de ella, 
en tantos triángulos como lados tiene, concibiendo planos 
pór cada arista y por la línea que une dicho punto con 
el ve'rtice, quedará dividida la pirámide en tantas trián- 
gulares como lados tiene.

401 Teor. La superficie lateral S de toda pirámide 
regular es igual al perímetro P de la base por la mitad de 
la apotema, que llamaremos Ap., ó se tendrá S=PxJAp.

Dan. Por ser regular la pirámide, lodos los triángulos lnlc- 
raírs serán iguales, v por lo misino la superficie lateral equivaldrá 
á tantas veces uno de ellos como caras tiene la pirámide; y co­
mo esta tiene tantas raras como lados la base, resulta, que llaman­
do n al número de lados de la base, será S=«X triángulos; 
pero la superficie de un triángulo tal ¿linio el ASI!, se llalla mul­
tiplicando la mitad déla apotema SK ó ,\/>. por el lado Al!, que 
llamaremos L ; luego la superficie de uno de los triángulos late­
rales será LXÍA/>., loque dará S=nXLxLA/>.=//LXÍ Ap.; 
y como Ln=P, se tendrá S=d’ X3 A/>, que es L. (v). 1). 1).

Esc. Si á la espresion de la superficie lateral añadi­
mos la de la base, se tendrá la superficie total de la pi­
rámide. Cuando la pirámide o' cualquier otro poliedro es 
irregular, se llalla separadamente la superficie dt cada ca­
ra , y su suma será la superficie del poliedro.

402 Teor. Si una pirámide SABCD (Tig. 1 2 1) se cor­
ta con un plano paralelo á la base síBCD, se verifica­
rán tres co>as: 1? Este plano cortará á todas las aristas 
SA, SB, SC, etc. en partes proporcionales, que tendrán 
unas con otras la misma razón que las de otra recta SE, 
tirada desde el vértice de la pirámide al plano de la ba~ 
se-, y la misma razón también que dos lados homólogos 
cualesquiera AB, ab de la base y de la sección. 2? La 
sección abed será ssmejante á la base ABCD. 3? La 
superficie de la base ABCD tendrá con la abed de la 
sección, la misma razón que los cuadrados de las líneas 
SE, Se.

Dan. 1.a Si por la recta SE y por .las aristas de la pirá­
mide , se concillen los planos SEA, SEB, SEC, etc. estos corla­
rán á la sección abed en las rectas cu, eb, etc. que serán
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paralólas(373) á las EA, EB. cto.; largo (3?8) los triángulos 
ASE, 13SE, ASI!, BSC, ríe., serán semejantes á sus correspondien- 
Irs nSr , ASe , <¡Sb , bSe , ele. y darán

SE:Se::S.\:Sn::SI3:S6::SC:S¿:írlc.:rtc.::AB:ni':rBC:6r.
2. a l. na vez que los triángulos AEB , BEC, CEI),rtc. rn 

que está dividida la báse ABCI), tienen sus lados respectivamcn- 
tc proporcionales á los de los triángulos acb, bcc, ccd, ele. en 
que está dividida la sección abed , resulta tpie lodos estos trián­
gulos son semejantes unos á otros (329) ; luego las dos figuras 
ABC1), abed , también lo serán (341).

3. a Y por ser semejantes las figuras ABCD, abrd, serán 
entre sí como los cuadrados de sus líneas homologas (357 esc. t."); 
y por lo mismo ABCl):r¿6«/::AB,:«A"::SK,:Se’, que es L. í) D.'I).

Cor. Luego si se cortan dos pirámides S/1BCD, 
SFGH (fig. 122) de iguales alturas SE, SE', con un 
plano paralelo al de sus bases, las secciones abed, fgli, ten­
drán una con otra la razón de las bases y]BCI), FG1I-, 
y si estas son iguales, también lo serán las secciones.

Porque por lo demostrado últimamente, será 
ABGDu/ácí/.: AB*:fí/y,::SE*:Sea;

por la misma razón FGII/jgAcSE'W1 ; pero SE=SE' por el 
supuesto, y como id plano es paralelo á las bases, cortará partes 
iguales ile las alturas; lu-go siendo Er, E'c' ¡guales, los resi­
duos Sr, Se' serán iguales, y por lo mismo las dos proporciones 
de arriba tendrán igual la última razón; y formando proporción 
con las otres dos será

AB(.D:n/ied::FGlI:/g/í ó ABCl):FGII::o&ctf:/¡,'/i ; 
luego si ABCD=FGH ,. resultará abcdz=fgh, que es L. Q. D. D.

Esc. Se dice dedos pirámides que son semejantes cuan­
do sus bases son semejantes, y tienen todas la líneas 
liomo'logas proporcionales; y como todas las de la pirá­
mide SA15CD son proporcionales con las de la Sabed, y 
ABCD es semejante á abed, resulta que la pirámide qui­
tada ó deficiente Sabed, es semejante á la SAECD.

403 La parte ABCD abed que queda , se llama tron­
co o trozo de pirámide ó pirámide truncada ; y cuando la 
pirámide de que resulta el trozo es regular, su superficie 
lateral se halla multiplicando la parte déla apoten.a com­
prendida entre las dos bases opuestas, por la semisuma de 
los perímetros de las bases paralelas, ó por el perímetro de 
una sección hecha á distancias iguales de las bases paralelas.
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Uern. Porque observando que lodos los trapecios tendrán 

una misma altura Kit (fig. 121) será

Sup. lat. de trozo ABCDíla¿c=A6+Bc+&í+l)n=

AB+oí BC+ic , CD+cd J)\+da 
(§ 3 56)kIvX---------+kKx---------+kkX----------+kKx------—

AB+o7,+BC-H«+Cn+<:¿+nA+Al
kKX----------------------------- - i"

períni. ABGD+ perím.nícrf 
kKX------------------- 3-------------------- i y como (§ 3 56 esc.)

AB+oi BC+%c CI)+cd
---- =rnn, ---------- =nn, ------------=<>/'. y

2 2 2

D A-f dra
-=pm

resulta: Sup. lat.di1 trozo=kKXmn-|-kKXno-f-kKXfY74-kKX/jm= 
kKX(w«+/J«+o/'+/'"')=kKxperi'in. de sección equidistante de las 
bases parale las. I.. Q. 1). 1).

404 Teor. A toda pirámide se le puede inscribir y 
circunscribir un número de prismas-, de manera que la di­
ferencia entre la suma de los circunscritos y la de los ins­
critos sea menor que cualquier cantidad dada.

l)cm. Sea SABG (fig. 123) la pirámide propuesta; si se di­
vide la altura en un número cualquiera de partes iguales, v. g. 
en 4» y por los puntos de división se couciben planos paralelos á 
su base , se tendrá dividida la pirámide en otra SQRT, yen 
tantos trozos QRTNMX, XMNHGF, FGHCBA, como parles 
tenia la altura menos una. Concibiendo’ahora un prisma ZVSTKO, 
que tenga la misma base y altura que la pirámide, y en cada tro­
zo dos prismas de la misma altura que el, que el uno tenga por 
base la mayor del trozo y el otro la menor, se tendrá el número de 
prismas circunscritos ZVSTRQ, OPTNMX, LKNIIGF, DE1ICBA, 
y el de los inscritos QRTNw»/, XMNHg/, FGIICfia ; pero el 
primer prisma circunscrito ZVSTRQ es igual (3‘.)8 cor.) con el 
primer inscrito QRTNn;/; iTsegundq circunscrito con el segun­
do inscrito, y el tercero con el tercero ; luego la diferencia entre 
la suma de los circunscritos é inscritos estará representada por il 
último circunscrito DE1ICBA; y si inscribiéramos y circuns­
cribiéramos duplo número de prismas, el último circunscrito que 
espresaria la diferencia, sería dos veces menor que el DEHOBA; 
y como continuando del mismo modo, el último prisma cirros- 
Grito que espresa la diferencia, va haciéndose dos veces menor, al
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cabo de cierto tiempo llegará (2 29) á ser menor que cualquier can­
tidad dada por pequeña que sea. L. Q. I). 19.

Cor. Siendo el volumen de la pirámide mayor que la 
suma de los prismas inscritos, y menor que la de los cir­
cunscritos, con mas razón se le podrá inscribir ó circuns­
cribir un número de prismas, de modo que la diferencia 
entre la suma de cualesquiera de estos y el volumen de la 
pirámide, sea menor que cualquier cantidad dada por pe­
queña que sea.

405 Teor. Dos pirámides de igual lase y altura son 
iguales en volumen.

Dan. Sean SAI1C, S'A'B'C' las dos pirámides; si se con­
cibe dividida su altura en un mismo número de partes iguales, 
y por los puntos de división se hacen pasar planos, las secciones 
que causen estos planos serán iguales (402 cor.); concibiendo 
abora un prisma circunscrito á cada una de. las partes en que 
quedan divididas las pirámides, y llamando 5 la suma de los 
prismas circunscritos á SABC, y S' á la de los circunscritos á 
S'A'B'C', se tendrá 5=5'; pues cada prisma de la SABC es 
igual (398 c«,r.) con el correspondiente de la SCVB'C'; pero 5 
se puede acercar (404 cor.) á SABC, y 5' á S'A'B'C' tanto 
como se quiera; luego tenemos aquí dos cantidades 5,5', va­
riables, pero siempre iguales, que se pueden acercar á las dos 
constantes SABC, S'A'B'C' tanto como se quiera; luego 
(231 cor.) estas constantes son iguales, y se tiene 
SABC=S'A'B'C', que es L. Q. D. D.

406 Teor. Todo prisma triangular ABCFDE (fig. 124) 
se puede dividir en tres pirámides equivalentes.

Dan. Si por las diagonales AI), AF de dos caras conti­
guas del prisma se concille un plano, quedará dividido el prisma 
en dos pirámides, una triangular ADEF ( fig. 12 5), cuya ba­
se ])EF y la altura AE serán las mismas^que las del prisma: 
y la otra cuadrángular (fig. 126) que tendrá por base á la otra 
cara del prisma, y por altura la del triángulo BAC C ■ la base. 
Si por las aristas 19A, AC de esta, se concibe, un plano DAC, 
su común sección con el BCFD, será le diagonal DC; por 
lo que dicha pirámide quedará dividida en oirás dos triangulares 
ABCD, ACDF, que tendrán bases iguales (313, l.°), y una 
misma altura por tener su vértice, común en A; por lo cual es­
tas dos pirámides serán (405) iguales e.11 volumen. Ahora, la pi­
rámide DBAC se puede considerar que tiene jior base el trián­
gulo BAC, que es una de las bases del prisma, y por altura

Tomo I. 59
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la mismo q-e la del prisma; y como las .los bases opuestas .le. un 
prisma so., iguales, resulta .pie, las .los pirámides HllAC y 
ADEF (fig. 125) son iguales también en volumen; luego las 
tres pirámides son iguales en volumen.

Cor. i.° Toda pirámide triangular es el tercio de un 
prisma triangular de igual base y altura, porque equi­
valiendo el prisma BACFED (fig. 124) á tres pirámi­
des iguales con la ADEF, cada una de estas será el ter­
cio del prisma; y como podemos concebir á toda pirámi­
de dividida en tantas pirámides triangulares (400 cor.), 
como lados tiene su base, y cada una será el tercio del 
prisma de igual base y altura, resulta que en general to­
da pirámide, de cualquier clase que sea, es igual á la 
tercera parte de un prisma de igual base y altura.

Cor. 2.0 Luego siendo el volumen del prisma (.198) 
igual á la superficie de su base multiplicada por su al­
tura, el de la pirámide será igual á la superficie de la 
base multiplicada por el tercio de la altura.

De los poliedros regulares, ó de. los cinco cuerpos resillares.

407 Se llaman poliedros regulares aquellos cuyas ca­
ras son polígonos regulares iguales, y cuyos ángulos so­
lidos son todos iguales entre sí.

De estos solo hay los cinco siguientes, á saber: el tetra­
edro (lig-1 27) que es un cuerpo terminado por cuatro trián­
gulos equiláteros iguales; el octaedro (fig. 1 28) que es­
tá terminado por ocho triángulos equiláteros iguales; el 
icosaedro (fig- 129) que está terminado por veinte trián­
gulos iguales; el exaedro ó cubo (fig. 130) que está ter­
minado por seis cuadrados iguales; y el dodecaedro 
( fig. 1 31) que está terminado por doce pentágonos iguales.

°Para encontrar su superficie, se halla la de una cara, 
y se multiplica por el niímero de ellas.

Para encontrar su volumen, observaremos que sien­
do el tetraedro una pirámide, le hallare'mos conforme lo 
hemos dicho (406 cor. 2°); el octaedro no viene á ser 
otra cosa que dos pirámides cuadrangulares reunidas por 
su base, y la regla que acabamos de citar nos dara su
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voldmen; y siendo el exaedro un cubo, nos servirá la re­
gla dada ( 398 ).

Ahora, para encontrar el volumen del dodecaedro y 
del icosaedro, los considerarómos como compuestos de 
tantas pirámides como caras tienen, cuya base sea cada 
cara, y la altura la mitad de la distancia que hay entre 
dos caras opuestas.

Da los tres cuerpos redondos.

408 Se llama cuerpo redondo ó de revolución, el que 
está terminado por una superficie que no presenta esqui­
nas d ángulos sólidos.

Se llama cilindro un cuerpo, cuyas dos bases opues­
tas son dos círculos iguales y paralelos, cuya superficie 
lateral es convexa, y se le puede aplicar una regla ó un 
plano, de modo que coincida con dicha superficie lateral 
en una línea recta: tal es el EFCD (fig. 132); la lí­
nea AB que une los dos centros, se llama su eje; cuan­
do el eje es perpendicular á las bases, el cilindro es rec­
to-, cuando no, es oblicuo, tal como el EFCD (fig. 133); 
en cuyo caso la altura es la perpendicular DO tirada 
desde un punto cualquiera de la base superior á la in­
ferior ó á su prolongación.

El cilindro recto se puede concebir orijinado de la 
revolución de un rectángulo ABCD (fig. 132) al rededor 
del lado inmóvil AB; con este movimiento los lados 
AD, BG describen los círculos iguales DHP, CGQ, 
que son las bases del cilindro; el lado CD describe su 
superficie lateral, y la línea AB es el eje del cilindro.

El cilindro oblicuo se puede considerar formado del 
movimiento de un círculo FGCQ (figura 133) paralela- 
mente á sí mismo en la dirección de la recta CD.

409 Se dice que un poliedro cualquiera está inscrito 
en un cuerpo redondo, cuando todos los vórtices de sus 
ángulos sólidos se hallan en la superficie del cuerpo; y 
que está circunscrito, cuando todas sus caras son tan­
gentes del mismo cuerpo, ó solo tiene de común con el 
una recta, estando todo lo demas de la cara fuera.
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410 Teor. Toda sección MLKN (fígs. 132 y 133) 

hecha en un cilindro paralela á las bases, es un círculo 
igual á las bases.

Dan. Por'ser el plano MLK paralelo á la liase FGC , se 
tiene (§ 3 7 5) F,\I=BS=KC=etc. ¡ luego si se concite un nú­
mero cualquiera de planos EAI5F, HABG, etc. que pasen por el 
eje AB, todas las figuras FBSM, GBSL, etc. serán paralelo- 
gramos (311), que darán FB=MS , GB=LS , etc. ; 
pero FB=GB=etc.; luego MS=LS=etc.; luego lodos los pun­
tos de la sección distan igualmente de S, y por lo mismo es un 
círculo; y como su radio es igual al de la base, resulta que el cír­
culo sección será igual al de la base. L. Q. D. D.

411 Teor. Si en el cilindro recto se inscriben y cir­
cunscriben dos prismas, la superficie del cilindro es ma­
yor qne la del inscrito, y menor que la del circunscrito-, 
y la diferencia entre la superficie del circunscrito y la 
del inscrito podrá llegar á ser menor que cualquier can­
tidad dada por pequeña que sea.

Dcm. 1° Sea p el perímetro de la base del prisma inscrito, 
cuya superficie, lateral csprcsaremos por n; y como su arista 
será el mismo lado L del cilindro, tendre’mos (§ 392 cor.) 

■n=pXh (m).
Ahora, si aumentase el número de lados, crecería (308) el 

perímetrop, y por consiguiente también crecería la superficie ít; 
y como el prisma que tenga mas lados, tendrá mas aristas comu­
nes con la superficie del cilindro, y ademas lasupe.rficie.de dicho 
prisma se hallará entre la de! cilindro y la del prisma que tenga 
menos, resulta que tt es una cantidad variable, que. al paso que 
crece se acerca á la superficie convexa del cilindro, que es constan­
te; IuegO (227) esta es mayor que aquella. L. 1." Q. D. D.

2.° Si espresamos por P el perímetro de la base del prisma 
circunscrito , y por II su superficie lateral , se tendrá 

-U=PxL (n).
Ahora, si el número de lados de la hase aumenta, P dismi­

nuye (303), y por consiguiente, también disminuirá la superfi­
cie II; pero el prisma que tiene mas lados se acerca mas á la 
superficie del cilindro, por tener mas aristas comunes con ella, y 
estar la superficie de dicho prisma entre la del cilindro y la del 
prisma que tiene menos lados ; luego II es una cantidad varia­
ble, q ieal paso que m nigua se acerca á una constante, que es la 
sutt i de d d cilindro; luego (228) esta es menor que aquella, 
L. 2 ° Q. D, D.
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3.° Si restamos las (oes. m, n), se tendrá
11—n=Py. L—pX L={P-p)L.

Y como P—p puede llegar (3/f5) á ser menor que cualquier 
cantidad dada, se sigue (229 cor. 3.") que también podrá llegar­
lo á ser la diferencia II—nv entre las superficies de dichos pris­
mas. L. 3.° Q. I). Di

Cor. Luego con mas razón se podrá circunscribir 6 
inscribir un prisma tí un cilindro, de manera que la di­
ferencia entre sus superficies sea menor que cualquier 
cantidad dada por pequeña que sea.

41 z Teor. La superficie convexa de un cilindro rec­
to, que llamaremos G, es igual al producto de la cir­
cunferencia G de su base por su lado, tí G=CxL.

Dcm. Conservando las mismas denominaciones de antes , se 
tendrá II=PxL; pero al paso que. aumenta el número de la­
dos, disminuye dicha superficie II y se. va acercando á G, de 
modo que.su diferencia puede llegar (4 I 1 cor.) á ser menor que 
cualquier cantidad dada ; y como al mismo tiempo , el producto 
PXL se. acerca á 6'XL , pues P se puede acercar (345 cor.) 
á C tanto como se quiera, y el factor I es común, resulta 
que las dos cantidades variables II y P'X.L, siendo siempre igua­
les, se pueden acercar respectivamente á las dos constantes G y 
CXÍ; luego (23 1 cor.) estas son iguales, ó se tiene G—CY.L, 
que es L. Q. D. D.

Cor. Si en vez de C se sustituye su valor (347), se 
tendrá G=3,t4i5^xDxL=mDL=2'nRL ; que es la 
formula general de donde se deduce la superficie del se- 
micilindro, cuadrante de cilindro, etc.

413 Teor. A un cilindro recto se puede inscribir y 
circunscribir un prisma tal, que la diferencia entre el 
volumen del circunscrito y del inscrito sea menor que 
cualquier cantidad dada por pequeña que sea.

Dcm. Sean ahora II' y ir' los volúmenes de dos prismas, 
circunscrito é inscrito á un cilindro, que también llamaremos 
G; P' , p' las superficies de sus bases , y A su altura común, 
que es la misma que la del cilindro , y (39S) tendremos 
H'=P'XA; ir'=p'XA; que restando la una de la otra, resultará 
II'—7rr=P'XA—p'XA=(P'—p')xA ; y como en este valor en­
tra por factor P'—p' que (358) puede llegar á ser menor que 
cualquier cantidad dada por pequeña que. sea, se. sigue (229 co- 
rol. 3°) que lo‘mismo sucederá á IP—tt', que es L. Q. D. D.
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Cor. Como el prisma inscrito es parte del cilindro, 
será menor que él; y como el circunscrito es todo res­
pecto del mismo cilindro, será mayor que e'1. Luego con 
mas razón se podrá circunscribir ó inscribir un prisma en 
el cilindro, de modo que la diferencia entre cualquiera 
de sus volúmenes y el del cilindro, sea menor que cual­
quier cantidad dada.

414 Teor. El volumen de un cilindro G es igual « 
la superficie C del círculo de su base multiplicada por 
su altura A, ó se tendrá G—Cxk.

Dem. Conservando las mismas denominaciones de antes, ten­
dremos respecto del prisma circunscrito ll'=P'XA¡ pero si 
crece el número de lados, 11' se va acercando á G, de modo 
que. su diferencia (413 cor.) puede llegar á ser menor que cual 
qiiier cantidad dada; y como al mismo tiempo la espresion de 
IP , esto es, P'XA , se puede acercar á CxA todo lo que 
se quiera, por hacerlo (3 58 cor.) P' á C y ser A común, re 
sulla que las dos cantidades variables e. iguales 11' y P'Y-A, se 
pueden acercar todo lo que se quiera á las dos constantes O ¡ 
CxA ; luego (2 31 cor.) estas son iguales, y se tiene G=CX--Í
que es L. Q. D. D.

Cor. Si en vez de C (359 cor. 2.0) sustituimos su 
valor, se tendrá G=trR2A; de esta fórmula se deducen 
todas las que tienen relación con el volumen del cilin 
dro, semicilindro, sector cilindrico, etc.; y si se tuviese 
A=R, sería G=irR3.

Esc. La demostración anterior sirve también para e! 
cilindro oblicuo.

415 Se llama cono un cuerpo (figs. 134 y 135) qu! 
tiene por base un círculo, y está terminado por una su 
perficie curva que acaba en un punto S llamado cus 
pide d vértice del cono, tal es SCDBE; la línea qut 
desde el cúspide va al centro de la base se llama eje de 
cono; cuando el eje es perpendicular á la base, el coito 
es recto (fig. 134); y cuando no, oblicuo (fig. 135); e" 
este se llama altura la perpendicular bajada desde ti 
cúspide á la base o á su prolongación; en el recto la al­
tura es el mismo eje.

El cono recto se origina de un triángulo rectángulo 
SAB, que gira al rededor de un cateto inmóvil SA: 
pues en este movimiento el cateto AB, describe la baso
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J5DCE, y la hipotenusa SB, que se llama lado del co­
no, traza la superficie del cono.

416 Teor. Toda sección FKTIL (figs. 134 y 135) 
techa en un cono, paralela á su base , es un círculo.

l)ern. Concíbanse por el e je SA los planos SAD, SABctc., 
;uyos intersecciones con los planos paralelos CDll, FKIi, se­
rán (37 5) líneas paralelas; por lo que los triángulos SAD, SAB, 
SAE , etc. darán

SA:SG::AD:GK , SA:SG::AB:GII , SA:SG::AE:GL , etc. ; 
y como estas proporciones tienen común la razón SA:SG, las 
otras serán iguales y darán AD:GK::AB:GII::AE:GL::etc.:clc. ; 
,ero los antecedentes son iguales por radios de la liase; luego los 

consecuentes también lo serán , y se tendrá GK=GH==GL=c te. 
pie manifiesta, que distando todos los puntos de la sección igual­
mente del G, diclia sección será un círculo. L. Q. D. D.

417 La parte FCDBH comprendida entre la base 
y la sección, se llama tronco, o' trozo de cono, ó cono 
truncado.

418 Teor. Si en un cono recto se inscriben y circuns­
criben dos pirámides regulares; la superficie lateral del 
cono es mayor que la de la inscrita, y menor que la de 
la circunscrita; y la diferencia entre la superficie de la 
inscrita y la de la circunscrita podrá llegar á ser menor 
que cualquier cantidad dada.

Vcm. 1." Sea l> el perímetro de la base de la pirámide ins­
crita, cuya superficie lateral es presaremos por ir, y sea / su 
apotema, y (401) tendremos ir =pY.\l (ni).

Abora, si aumentase el número de lados, crecería (308) el 
perímetro p, y también crecería ( 368 ) la apotema /; luego 
también crecerá la superficie ir; y como la pirámide que. ten­
ga mas lados, tendrá mas aristas comunes con la superficie del 
cono, y la superficie de dicha pirámide se hallará entre la del 
cono y‘la de la pirámide de menor número de lados, resulta que 
la cantidad variable ir, al paso que crece, se. acerca á la super­
ficie convexa del cono, que es constante ; luego (227) esta es ma­
yor que aquella. L. l.° Q- D. D.

2.° Si espresamos por P el perímetro de la base d* la pi­
rámide circunscrita, por L su apotema, que será el mismo la-• umitas uit.uiiaiiuu) » *

do del cono , y por II su superficie lateral , se tendrá
1I=PX§¿ (n).

Ahora, si aumenta el número de lados de la liase, la I 
permanecerá la misma, P disminuirá (308), y por consiguien-
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te también disminuirá II; pero la pirámide que tiene mas la­
dos, se acerca mas á la superficie del cono, por tener mas aris­
tas comunes con ella, y estar su superficie entre la del cono y 
la de la pirámide que tiene menos lados; luego II es una va­
riable que al paso que mengua , se acerca á una constante que es 
la superficie del cono; luego (2 2 8) esta es menor que aquella. 
L. 2.u Q. D. D.

3.° Si restárnoslas (ecs. m, n) se tendrá II—it=Px^L—pXj¡¡; 
pero p se puede acercar (345) á P y 7 á L todo lo que se 
quiera; porque 7 es una oblicua que se va separando cada vez 
mas de la perpendicular, que es el eje del cono, y L no varía; 
luego si la diferencia de los factores P, L y p, 7, puede ser 
menor que cualquier cantidad dada (esc. 3.° § 23 1), la de la mi­
tad de sus productos, y de consiguiente la diferencia II—7r tam­
bién lo podrá llegar á ser. L. 3.° Q. D. D.

Cor. Luego con mas razón se podrá circunscribir i 
inscribir una pirámide á un cono , tal que la diferencia 
entre sus superficies sea menor que cualquier cantidad 
dada por pequeña que sea .

419 Teor. La superficie lateral G de un cono recto 
es igual á la circunferencia G de su base por la mitad 
de su lado L, ó GmCxíL.

Den. Conservando las mismas denominaciones de antes , se 
tendrá II =P%\L-, pero al paso que aumenta el número de la­
dos, disminuye dicha superficie II, y se va acercando á G, de 
modo que su diferencia puede (.418 cor.) llegar á ser menor que 
cualquier cantidad dada ; y como al mismo tiempo el producto 
PX\L se acerca á CX\L, pues P se acerca (345 cor.) á C¡ 
y el factor es común, resulta que las dos cantidades varia­
bles II y PY.\L, siendo siempre iguales , se pueden acercar res­
pectivamente á las dos constantes G y Cx§X; luego (231 cor.) 
estas son iguales, ose tiene G=Cxi¿L, que es L. Q. D. D.

Cor. Sustituyendo en vez de G su valor (347), será 
G=tt Dx^L—‘7tx2RxiLz=.irRL-, que es la fórmula gene­
ral que da todas las que tienen relación con la superficie 
del cono.

420 Como Cx\Lr=\CxL, y si por el punto F 
medio del lado del cono se da una sección paralela á la 
base, la circunferencia FKHL será la mitad déla CDBE, 
por ser su radio la mitad (322), se tendrá G=FKHLxb¡ 
que quiere decir, que la superficie lateral de todo cono
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recio es igual á su lado multiplicado por la circunferen­
cia de un circulo paralelo á la base, y tirado por el pun­
to medio del lado. r 1

421 Lo dicho respecto dei cono y las pirámides ins­
critas y circunscritas en e'1, se aplica del mismo modo al 
trozo de cono recto, y los trozos de pirámides inscritos 
y circunscritos á el; y se deduce, que la superficie late- 
ral de todo trozo de cono recto es igual ú su lado multi­
plicado por la semisuma délas circunferencias de las la­
ses paralelas, ó á su lado multiplicado por la circonio 
rencia de un círculo trazado equidistante de las bases la- 
ralelas, ó lo que es lo mismo (fig. 134) ^

superficie de trozo CDBELIIKF=FCx^^iE25^_ 
FCxcircunferencia MN; 2

y si en vez de las circunferencias sustituimos (c47) Sll, 
valores cttxCA, 2,rxFG, y sacamos el factor común Z 
se tendrá

, CA-t-FG
sup. de trozo—2wx—------- xFC=27r.MN.FC.

2

422 Teor. yf todo cono se puede inscribir y circunscri­
bir una pirámide, de modo que la diferencia entre su vo­
lumen sea, menor que cualquier cantidad dada por neaue- 
na que sea. t *

Den. Sean ahora II' y „» Ios volúmenes dedos pirámides 
circunscrita e. mscm'a al cono; J», Ias superficies de sus

-su altura común, que laminen es la del cono; v Íá06 
r 2 °),t'-ndrémos ll'=/-x|A, A ; que,’res.aÜio
la una ue la otra , resultará

1 l'—Tr'=I,'x-¿si~p'X-¿s/=(P'—//)xXyí.
y como en este valor entra por factor q„e (3 58) puede

S-n a ser menor que Cualquier ean.idad dada, se sigue (3*9 
Lq J} q,7 ° m,Sm° sucéd",á á diferencia IIW, ¿ es

Cor Luego con mas razón se podrá inscribir y cir­
cunscribir al cono una pirámide tal que la diferencia en-

vol*men J el del cono sea menor que cualquier can- 
uaaa dada por pequeña que sea.

.f.2 3 ’I'eor- EL volumen de todo cono recto G es isual
»O ¡VIO I. °oü



474 6SOBKTRÍA;

á la superficie C de la base multiplicada por el tércio 
de la altura A, 6 G—CXjA.

Dan. Conservando las mismas denominaciones de antes , se
tendrá respecto de la pirámide circunscrita 11 '=P'X$A; pero
si crece el número de lados , II' se va acercando á G, de mo­
do (422 cor.) que su diferencia puede ser tan pequeña como se 
quiera; y como al mismo tiempo la espresion de II', ó P'xj;A 
se puede acercar todo lo que.se quiera á Cx\A, por hacerlo 
(3 58 cor.) P’áC y ser %A común , resulta que las dos canti­
dades variables c iguales 11' se pueden acercar todo
lo que se quiera á las dos constantes G y CX$A; luego (2 31 
cor.) estas son iguales, y se tiene G-=Cx\A, que es L. Q. D. 1).

Cor. 1° Sustituyendo en vez de C su valor, será 
G==.ntR\^A-, de esta formula general salen todas las 
que tienen relación con el volumen del cono.

Cor. 2.0 Y como el voliímen de un cilindro, de igual 
base y altura que el cono, sería Cx.A, se sigile que todo 
cono es la tercera parte de un cilindro de igual base y 
altura.

Esc. El volumen del trozo de cono CDBF se halla­
rá restando del cono total el volumen del deficiente SFKH, 
pero como cuando se da el trozo, no se conoce la altura 
total del cono, ni la del deficiente, será necesario de an­
temano determinar esta. Para conseguirlo, sea A la al­
tura del trozo, x la del deficiente, R el radio de la 
base inferior, r el de la superior, y los triángulos seme­
jantes SAG, SGF darán AC:FG::SA:SG,ó R:r::A-bxx,

Ar
de donde sale *=-5—,R—r

Ar AR—Ar+Ar AR
y SA-A-P-x-A^-yr--—------------------i

luego tendremos K r
vol .de trozo CDBF=cono SCDB—cono SFKH=

AR Ar R3—r3
*R*$xjzr,7r'xixir;= *x^x-r^t=

ntx\A (Ü*-hR r-hr2).
424 Teor. Si un triángulo ABC (fig. 136) gira al 

rededor del lado mayor AC, describirá un cuerpo, cu-
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yo volumen será igual á la superficie que describe uno de 
los otros lados AB-, multiplicada por el tercio de la per­
pendicular Cq tirada á dicho lado, ó á su prolongación, 
desde el otro estremo C del lado que sirve de eje ; ó lo 
que es lo mismo

vul. orig.por triáng. ABC=sup.ABx\Cq.
Dem. Si desdi-, i-l pimío II se concibe la perpendicular B6 

al eje, el cuerpo descrito por el triángulo ABC, se compondrá 
de dos conos, cuya base común será el círculo descrito por el ra­
dio Bluego (423) el volumen de este cuerpo, ó volumen 
ABC=cono CBá+cono AB6=círc.° B¿>X-JC£>-j-círc.° B£>X-g-A¿>= 

círc.° B6X(-jC6-)-|'A6)=círc.0 BiXg-CA.
Esto supuesto (§ 359 cor. 2.°) círc.° B¿=7rBI>’, y (§ 4*9 

eor.) sup.cono AB=17XB6XAB ¡ y formando proporción y sim­
plificando la segunda razón por irXBii, será

círc.° B6: sup. cono ABri-TrXBi’iirXBixAB-BiiAB.
Abora, los triángulos rectángulos AB6,Ci/A, tienen ade­

mas el ángulo en A común ; luego son semejantes y dan 
Ci/:AC.:B6:AB ; y como esta proporción y la anterior tienen co­
mún la razón BIuAB, darán

sup. cono AB
círc.0 Biesup. cono AB:: Ciy: AC=Ci/X----------------- .

* círc.0 B¿>
Sustituyendo este, valor de. AC en el anterior del volámen, 

y simplificando por círc.° Bb , se tendrá 
_ sup. AB

vol. ABC = círc.° B6XÍC7X----- ------ =-3C7Xsup. AB=
círc. B6

sup. ABX^C?, que es L. Q. D. D.
Esc. Si el triángulo que girase fuese el AB'C, en 

cuyo caso la perpendicular al lado AB cae fuera, en 
vez de los triángulos AB6, ACg, se compararían los 
AB'Z/, ACq, y se deduciría lo mismo.

425 Si el triángulo fuese rectángulo como DUO (fi­
gura 137), y girase al rededor del punto O, permane­
ciendo la UO perpendicular á MN, se verifica tam­
bién la proposición, esto es, que

vol. orig. por DUO=sup. DUx^OU.
En efecto, concibiendo la DM perpendicular á MN , el 

volumen del cuerpo engendrado por DUO será igual al del ci­
lindro engendrado por DUOM, menos el volumen del cono en­
gendrado por DMO, ó vol. DUO=vol. DUOM---- vol. DMO=
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círe.® DMxDU—círc.° DM*¿-(M= 
cíil-.o D.\lx(l)U—^■OM)=círc.°n\Ix(l)U—iDU)= 

círtO|)MxfI)U=7rXD.VI»xfI)U; 
ppro la superficie cilindrica eiigeiulrniln por DU (§412) 

ó sup. cilind. DU=circuní. DMXDU*=S.irXDMXDU , 

8iip.cil.I},U
que da HU=——————; luego sustituyendo este valor de DU en

-sTrXiJiu

la espresion anterior del vohímen , se tendrá

vol.DUO^ffXDM‘xfx?"|l'“l'ñU=4DM.Sup.DU=Sup.DU.-jU)U.

Esc. Obsérvese que siendo los dos triángulos DUO, 
DOM iguales, el primero engendra un volumen duplo 
del segundo; pues vol. DOM =r círc.0DMx-í ÜM; y como 
entre los dos cuerpos valen el cilindro engendrado por 
DUOM o c/rc.° DMxOíYI, resulta que el del engendra­
do por DUO, será vol.DUO=rcírc.°OUx?OM.

426 Teor. Si un polígono regular de un número par 
de lados, se hace girar al rededor de un diámetro del 
circulo circunscrito á dicho polígono, trazará un cuerpo, 
cuya superficie será igual á la circunferencia de uno de 
los radios rectos, multiplicada por el diámetro que sirve 
de eje: y su vohímen será igual á la superficie de dicho 
cuerpo, multiplicada por la tercera parte del radio recto 
de dicho polígono.

Espl. Sea el polígono ABCDE etc. (fig. 138); digo 
que si gira al rededor del diámetro AP del círculo cir­
cunscrito, describirá un cuerpo, cuya superficie s será 
igual á la circunferencia de un radio recto 0p multi­
plicada por dicho diámetro AP, o se tendrá 
s=circunf. OpxAF; y su volumen v será igual á la su­
perficie del cuerpo, multiplicada por la tercera parte del 
radio recto 0p, ó se tendrá t>=circunf. OpxAFx \Op.

Constr. Concíbanse desde los estremos de cada lado y 
desde su punto medio, las perpendiculares pp\ B6, mn, 
Ce, D<d, etc. á la AP, y ademas los radios rectos Op, 
Ota, Oy, etc.; con lo cual el cuerpo descrito por el po­
lígono al girar, se compondrá del cono engendrado por 
AB, y de los trozos de cono engendrados por los lados 
BC, CD .(este será cilindro) etc., y de otros tantos igua-
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les respectivamente por la parte de abajo de O<7; por lo 
que, hallando la superficie de cada uno de estos cuerpos 
y sumando, se tendrá la superficie pedida.

Lo misino sucede con el volumen; pero como la for­
mula para hallar el del trozo del cono es muy compli­
cada, para hacer aplicación de ella, consideraremos el 
volumen del cuerpo como compuesto del que engendra el 
triángulo OBA, el OCB, el OCq, etc. y sus iguales por 
la parte inferior; y sumándolos todos, se tendrá el vo­
lumen total.

Dan. I,° La superficie del cono (4'20) engendrado por AB 
es igual á ABXcircunf. /;//.

La del trozo engendrado por BC es igual ( 421 ) á 
BCXcireuní, rnn.

Y la del cilindro trazado por C</ es igual ( 41 ® ) á 
CfXcircunf.O?.

Del mismo modo se procedería si el polígono tuviese mas 
lados.

Ahora, los triángulos ABA, pQp1 son rectángulos, el uno 
en b, y el otro en p'; aden\as tienen el ángulo ABA del pri­
mero igual al pO// del segundo, porque tienen iguales medidas, 
á saber: el ABA la (304) mitad del arco AV que es igual con 
la mitad de AB, y la mitad de este es la medida del pO//; 
luego (3 3 1 cor. 2.°) son semejantes, y darán

ÁB:Ab::Op:p/>':: (§ 340) circuid'. Op: circunf. pf/; 
de donde sale ABXcircunf. />//=AAXcireuní. Op.

Los triángulos BC.r, Omn, que tienen sus tres lados res­
pectivamente perpendiculares, serán. (331 cor. 4°) semejantes, y 
darán BGBx::0/n:jnn::circunf. Orácircunf.mn; que da 

BCXcircunfz/in=B:cXcircunl.0m.
Observando ahora que 0/)=0m=0(/=etc. por radios rectos, 

y que Bx=4c, Cí/=Qo, etc. sustituyendo en vez de los valores 
que teníamos ánles de. las superficies, los que acabamos de sacar, 
y sumando, se tendrá

snp, engendrada por ABCq=
• A¿>xcirrnul'.0/;+6<.'Xcirc.unf.0/;-t-c0xcircunf.0/7= 

circunl',O^X(AA+A(.'+cO)=circunf.O/?XAO; 
y como esta es la mitad de la superficie del cuerpo, duplicando el 
factor AO, se tendrá la del total, que será =circuufOpY.AF, 
que es L. l.° Q. D. D.

2.° Por lo demostrado ( 4^4 )> se tendrá 
vol.ABO=sup.ABX^O/;; el del triángulo BCO será igual al
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engendrado por OCU, menos el engendrado por OBU, ó lo 
que es lo misino, vol.BCO=vol.UCO*—vol.UBO= 

sup-UCx-jO/n—sup.BUX^Om= 
gO/nX(siip.UC—si i p. B U )=:|Om Xsnp.BC.

Del mismo modo se continuaría prolongando lados, si hubie­
se mas, hasta llegar al cuerpo engendrado por OG/, cuyo volu­
men (425) es, vol.OC^ssSup.C^X'jO/?.

Sumando lodos estos volúmenes parciales , y observando que 
0/» = 0/n = 0í/ = etc. se tendrá volumen engendrado por ABC</= 

sup.AI>X-JO/)+sup.BCX-|0/i+sup.Ci/X-jO/i= 
(sup.AB+sup.BC+sup.C(/)X§0/i=sup.ABC</X^O/i

Este es el volumen del semicuerpo engendrado por ABCD etc.; 
por lo que, duplicando el tactor sup.ABC<7, se tendrá el volu­
men engendrado por todo el polígono , que será

vol.ABCDEF=2sup.ABCiyX5-0^=sup.ABCDErx^0/i, 
que es L 2.° Q. D. D.

427 Si el polígono estuviese circunscrito al círculo, 
su volumen sería igual ú la superficie del cuerpo multi­
plicado por la tercera parte del radio de dicho círculo.

428 Se llama esfera un cuerpo terminado por una su­
perficie curva, cuyos puntos están todos á igual distan­
cia de uno que se llama centro.

La esfera se puede concebir engendrada por el movi­
miento de un semicírculo DAEK (fig. 139) al girar al 
rededor del diámetro DK ; pues cada punto de la super­
ficie de este cuerpo se habrá originado de uno del semi­
círculo generador, que dista del centro una magnitud 
igual al radio de dicho semicírculo.

El diámetro DK, al rededor del cual ha girado el 
semicírculo generador , se llama eje de la esfera; los estre­
ñios D y K del eje, se llaman polos; y radio de la es­
fera es una recta que desde el centro va á terminar á su 
superficie.

429 El cuerpo DABC, que se origina de la revolu­
ción del sector de círculo DCA, se llama sector esfé­
rico , el cual se compone de la parte DAMFBM', que 
se llama casquete esférico; y del cono CAMFBM': se 
llama zona una parte de la superficie de la esfera com­
prendida por dos planos paralelos, que se llaman bases 
de la zona.

478
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430 Teor. Toda sección de la esfera por un plano es 
un círculo.

Dem. Sea AMFBM' la sección causada por un plano en 
la esfera: desde el centro C concíbase la perpendicular CO al 
plano AMB, y diferentes rectas CM, CM', ele. á diferentes 
puntos de la curva AMB en que termina la sección, y se tendrá 
que las oblicuas CM, CM', CB, son iguales por radios de la es­
fera; y por lo mismo la curva AMFBM' tiene todos sus pun­
tos equidistantes del O, luego esun círculo.

Cor. 1? Si la sección pasa por el centro de la esfera, 
su radio será el de la esfera -, y por lo mismo todos los 
círculos que resulten de planos que pasen por el centro se­
rán iguales.

Estos se llaman círculos máximos, y los que no pa­
san por el centro se llaman círculos menores.

Cor. 2.0 Dos círculos máximos se dividen siempre en 
dos partes iguales-, porque su común intersección es un 
diámetro.

Cor. 3.0 Todo círculo máximo divide á la esfera y á ■ 
su superficie en dos partes iguales, que se llaman hemis­
ferios ; porque si después de haber separado dichas dos 
partes, se las aplica sobre la base común, las dos super­
ficies coincidirán la una con la otra, por consiguiente se­
rán iguales.

Cor. 4.0 Toda sección que no pase por el centro será un 
círculo menor.

Cor. 5.0 Los círculos menores van siendo mas pequeños 
á medida que se alejan del centro.

Cor. 6.° Por dos puntos de la superficie de la esfera 
se puede hacer pasar un arco de círculo máximo-, porque 
los dos puntos dados y el centro determinan la posición 
de un plano.

Sin embargo, si los dos puntos fuesen los estreñios 
de un diámetro, ento'nces estos dos puntos y el centro 
estarían en línea recta, y habría tantos círculos máxi­
mos como se quisiesen ( 365 ).

431 Teor. Si en el semicírculo de que se origina la es­
fera, se inscribe un semipollgono regular, se le circunscri­
be otro, y se concibe que giren estos semipolígonos al mis­
mo tiempo que el semicírculo, se tendrá un cuerpo inserí-
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to, y otro circunscrito; y la superficie de la esfera será 
mayor que la del cuerpo inscrito: y menor que la del cir­
cunscrito-, y la diferencia entre la superficie del circunscri­
to y del inscrito podrá ser menor que cualquier cantidad 
dada.

Espl. Sea s. c. la superficie del cuerpo descrito por 
el polígono inscrito ABCD etc. (fig. 138), r su radio 
Op, D el diámetro AP déla esfera o' del círculo gene­
rador; sea S. C. la superficie del cuerpo descrito por el 
polígono circunscrito, cuyo lado es GL, su radio rec­
to ó del círculo generador R; aleje GK le llamaremos 
H, y sea S. E. la superficie de la esfera descrita por 
el semicírculo ABGDEF; digo que se tendrá S.E.>s.c., 
S.E.<S.C., y S.C.—s.c. podrá ser menor que cualquier 
cantidad dada.

Dcm. 1° Por lo dicho (426, l.°) se tiene 
s.e.=circunf.rX-D (m); ahora, si aumenta el número de lados 
crecerá el (343) factor circunf. r, pues que crecerá el radio 
r; el factor D permanecerá el mismo; luego deberá crecer 
(61, 3.°) también s.c. ó la superficie del cuerpo inscrito, á 
medida que aumenta el número de lados del polígono generador; 
y como la superficie del cuerpo originado por el polígono de mas 
lados, tendrá mas circunferencias comunes con la superficie de. la 
esfera, V ademas dicha superficie se hallará entre la del cuerpo 
originado por el polígono de menos lados, y la de la esfera, re­
sulta que S.C. es una variable, que al paso que crece, se. acerca á 
la superficie de la esfera que es constante; luego (227) esta es ma­
yor que aquella, ó S.E.^>s.c. , que es L. l.° Q. i). D.

2. ° Igualmente se tendrá S.C¿=C)rcunf./iXTI ( n), pero 
aumentando el número de lados, disminuirá (344) factor H, 
que se compone del diámetro JO del círculo generador, y de'las 
dos sajitas del polígono circunscrito; el factor ciicunfcr./í es 
constante, por ser R el radio del círculo generador; luego (61,3.") 
disminuirá S.C.; y como, al pasaque. mengua, se acerca á la su­
perficie de la esfera, por tener mas circunferencias comunes con 
ella, y estar dicha superficie entre la del cuerpo engendrado por 
el polígono de menos lados, y la de la esfera, se sigue (228) que 
S.E.<S.C., que es L. 2.° Q. D. i).

3. ° Restando la ecuación ( m) de. la (n), resultará 
S.C.—s.c.=circunf.RxH—circunf/ Xl) ; pero circunf.r se puede 
acercar todo lo que se quiera á circunf.R, pues (343) lo puede
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bacer r á Rj y II so. puede acercar (344 ) ,0|lo 1uc sr fp* 
á D; luego si la diferencia entre los factores circunf.R, H, 
y circunf.r, D, puede llegar á ser menor que cualquier cantidad 
dada, la de sus productos, y de consiguiente la diferencia S.C.—s.c. 
también (esc. 3.° §23 1 ) lo podrá llegar á ser. L. 3.° Q. D. D.

Cor. Luego con mas razón se podrá circunscribir 6 ins­
cribir á la esfera un cuerpo tal, que la diferencia entre 
cualquiera de sus superficies y la de la esfera sea menor 
que cualquier cantidad dada.

432 Teor. La superficie de la esfera es igual á la cir­
cunferencia de un círculo máximo multiplicada por el 
diámetro.

Dc.ni. Conservando las mismas denominaciones de antes , se 
tendrá respecto del cuerpo circunscrito S.C.=circunf.RXlI; pe­
ro, al paso que aumenta el número de lados del polígono, dismi­
nuye S.C., y se va acercando á S.E. de modo que su diieren- 
cia ( 431 cor.) puede llegar á ser menor que cualquier cantidad 
dada; y como al mismo tiempo el producto circunf.RxH se 
acercad circunf.RxD, pues H se acerca (344) á D y círcunf.R 
es común , resulta que las dos cantidades variables S.C. y 
circunf.RxH, siendo siempre, iguales , se pueden acercar respecti­
vamente á las dos constantes S.E. y circunf.RxD; luego (231 cor.) 
estas son iguales, ó se tiene e S.E.=circunf.RxD, que es 
L. Q. D. D.

Cor. Si en vez de circunf.R se sustituye su valor 
(347)5 será S.E=2irRxD=7rx2ÍíxD=:9rxDxD=7!-D:J; 
que es la fórmula general que da todas las que tienen 
relación con la superficie de la esfera.

433 Gomo la superficie de un círculo máximo de la 
esfera será ttR2, y D2=(2R)2=4R2, se sigue que la su­
perficie de la esfera es cuádrupla de la de uno de sus 
círculos máximos.

434 Teor. A toda esfera se pueden inscribir y cir­
cunscribir dos cuerpos, tales, que la diferencia entre sus 
volúmenes sea menor que cualquier cantidad dada.

Espl. Sean ahora V.C., v.c. los volúmenes de dos 
cuerpos, circunscrito é inscrito á la esfera; S.C., s.c., 
sus superficies; R, r, los radios rectos de los polígonos 
generadores; y.digo que la diferencia V.C.—v.c. pue­
de ser menor que cualquier cantidad dada.

Tomo I. 61
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Dem. Por la dicho (4^6) su tiene V.C.=*S.C.X$R, 

v.e.=s.t:.Xjr ; y restando será V.C.—v.c.=S.C.xj-R-rS.c.xjr; 
y, como la diferencia cutre los factores puede ser (431 y 344), 
respectivamente,menor que cualquier cantidad dada, resulla qui­
lo mismo sucederá á los productos (esc. 3.° § 231 ), y de consi­
guiente á V.C.—v.c., cuyo valor espresa L. Q. D. D.

Cor. Luego con mas razón se podrá circunscribir, 6 
inscribir en la esfera un cuerpo tal, que la diferencia en­
tre su volúmen y el de la esfera sea menor que cualquier 
cantidad dada por pequeña que sea.

4JÓ Teor. El volúmen de la esfera V.E. es igual á 
su superficie S.E. multiplicada por el tercio del radio
R, ó V.E.=S.E.x|R.

Dem. Conservando las mismas denominaciones de antes, se 
tendrá V.C.=S.C.X$R; pero al paso que crece el número de 
lados del polígono generador va acercándose V.C. í V.E.; de 
modo que su diferencia puede ser menor que cualquier cantidad 
dada ( 434 cor.); y como al mismo tiempo la espresion de V.C., 
esto es S.C.xf R, se va acercando á S.É.xf lí todo lo que se 
quiera (2 29 cor. 3.°) por hacerlo S.C á S.E. (43 1 cor.), y ser 
toaran tj-U, resulta que las dos cantidades variables V.C. y
S. C.xfll, siendo siempre, iguales, se pueden acercar todo lo que 
se quiera á las dos constantes V.E. y S.E.xf-R; luego (2 31 cor.) 
estas son iguales, y se tiene V.E.=S.E.xJR, que es L. Q. D. D.

Cor. Sustituyendo en vez de S.E. su valor (432 cor.), será

V.E.=7rDaX:}R=7rD2xfD=-|-7rD3=¿X3,14159 etc. xD3......
=0>523ó95xU3,

que es la fórmula de donde se sacan todas las que tie­
nen relación con el voldmen de la esfera.

Esc. i.° Sustituyendo 2R en vez de D, el vold­
men de la esfera será V.E.=7r(2R)2xfR=:49rxfR3, y 
el del hemisferio EKG (fig. 139), que llamaremos H, será 
Hr=27rXjR3. Ahora, si concebimos el cilindro ELi’G 
circunscrito á la semiesfera, su voldmen, llamándole G, 
será (§414 cor.) Gr=7rR3.

Restando de esta ecuación la anterior, el residuo repre­
sentará la porción de .cilindro circunscrito ELTPGKZSQ, 
cuyo voldmen tendrá por espresion

G—Hir-TrR3—27rx^-R3=r( 1 —J)-trR3=w x] R3.
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Esc. a.* Ahora podríamos comparar las espresiones 
de las superficies y volúmenes de todos los cuerpos que he­
mos dado á conocer, y determinar la razón en que esta­
ban; pero solo lo harámos con los que se llaman semejan­
tes, que son aquellos que están terminados por un mismo 
número de caras semejantes: y cuyos ángulos sólidos ho­
mólogos son iguales en número y en cantidad. Sean V, v, 
los volúmenes de dos cuerpos semejantes; A, 13, C, las 
tres dimensiones que constituyen al primero, y a, l, c, 
las del segundo; y tendremos V=ABC, v=ahc, y for­
mando proporción será V:o::ABC\abc-, y como por 
ser semejantes, todas sus dimensiones han de ser pro­
porcionales, sustituyendo ( 189 ) en vez de B, C y b, c, 
sus proporcionales A, a, se tendrá V:»::A3.’a3; que 
manifiesta, que los volúmenes de dos cuerpos semejantes 
son como los cubos de sus dimensiones homologas.
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TRIGONOMETRÍA
RECTILÍNEA.

436 ¡Se llama Trigonometría la ciencia que trata de 

la resolución de los triángulos. Cuando el triángulo que 
se ha de resolver es rectilíneo, la Trigonometría se llama 
plana ó rectilínea; y cuando está formado sobre la su­
perficie de una esfera por arcos de círculos máximos, se 
llama Trigonometría esférica.

En todo triángulo hay seis cosas que considerar, a 
saber, tres lados, y tres ángulos; tres de estos datos de­
terminan un triángulo (con tal que en los rectilíneos en-
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tre un lado), y por lo mismo el objeto de la Trigonome­
tría es resolver este problema general :

Dadas tres de las seis cosas de que consta un triángu­
lo, hallar las otras tres i estos datos bien combinados 
ofrecen los seis casos siguientes para la resolución de los 
triángulos.

I. Dados los tres lados, hallarlos tres ángulos.
II. Dados dos lados y el ángulo comprendido, hallar 

el otro lado y los dos ángulos.
III. Dado un lado y los ángulos adyacentes, hallar 

el otro ángulo y los dos lados.
IV. Dados dos ángulos y un lado opuesto á uno de 

ellos, hallar los otros dos lados y el tercer ángulo.
V. Dados dos lados, y el ángulo opuesto á uno de 

ellos, hallar el otro lado y los dos ángulos.
VI. Dados los tres ángulos, hallar los tres lados.
437 Los tres primeros son los de la igualdad de 

los triángulos; y como el cuarto es lo mismo que el ter­
cero , porque dados dos ángulos se conoce el otro 
(289 cor. i.°), resulta que en los cuatro primeros casos 
siempre se puede resolver el triángulo.

438 En el quinto se pueden dar dos soluciones cuan­
do el ángulo conocido es el opuesto al lado menor; por­
que los datos pueden corresponder á dos triángulos, co­
mo manifiesta la (fig. 140) en que los dos triángulos 
ABC, BDC tienen los mismos datos, á saber, común el 
lado BC y el ángulo en G, y el lado AB=BD.

439/ El sesto caso es de todo punto indeterminado en 
los triángulos rectilíneos; porque ios datos pueden cor­
responder á cuantos triángulos se quieran; pues tirando 

ParaIe^as a BC (fig. 141), los triángulos 
A¿>C, A be, Ab'c', y otros muellísimos que se podrían ib r- 
mar,todos son equiángulos, y por consiguiente tienen los 
mismos datos. Pero como en este caso los triángulos son 
semejantes (331) y tienen sus lados proporcionales, la 
Trigonometría manifiesta de un modo general la relación 
que tienen entre sí.

440 Para fijar esta relación, y que quede determina­
da , cuando se conoce uno de los lados, se ha inventado 
un conjunto ó sistema delineas, que se llaman lineas tri-
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gonométrieas; las cuales están dotadas de dos propieda­
des importantes: i? Que con su magnitud, y signo deter­
minan la magnitud absoluta de un arco, y de consiguien­
te la del ángulo de que es medida; y 2? que dichas líneas 
son proporcionales con los lados de los triángulos.

441 Para darlas á conocer, consideremos un arco cual­
quiera AB (lig. 142), que teniendo su principio ú origen 
en A, vaya á terminaren cualquier punto B de la cir­
cunferencia; y lo que se diga de este arco se deberá en­
tender del ángulo ACB de que es medida. Esto supues­
to, se llama seno recto o seno de un arco, la perpendi­
cular tirada desde uno de sus estreñios al radio ó diáme­
tro que pasa por el otro estremo; así, BD es el seno del 
arco AB. La parte AD del radio o diámetro intercep­
tada entre el principio A del arco y el pie D del se­
no, se llama senoverso del mismo arco AB. Si en el prin­
cipio A del arco se tira la tangente indefinida Ae, y 
se prolonga el radio CB basta encontrarla en E, la par­
te AE se llama tangente trigonométrica tí tangente del 
arco AB, y el radio CB prolongado basta encontrar 
á la tangente, esto es, la CE, se llama secante del mis­
mo arco; de manera que la tangente y secante se termi­
nan mutuamente la una á la otra. Así, se dice que la tan­
gente trigonométrica de un arco es la parte de la tangen­
te geométrica tirada en uno de sus estreñios, hasta encon­
trar al radio que pasa por el otro estremo-, y secante es 
el radio prolongado que pasa por un estremo, hasta en ■ 
centrar á la tWngente tirada en el otro estremo. Donde 
se ve que todo arco tiene cuatro líneas: un seno, un se­
noverso, una tangente y una secante.

442 Si consideramos abora el arco BP, la BH será 
su seno, FH su senoverso, FG su tangente, y CG su 
secante-, y suponiendo que ABF sea un cuadrante, BF 
será complemento de AB, y las líneas BH, FH. FG, CG, 
serán las líneas del complemento de AB. En muchas 
ocasiones se hace uso de estas, refiriéndolas todas al ar­
co primitivo; por lo cual á cada arco corresponden ocbo lí­
neas trigonométricas: cuatro, propiamente suyas, y cua­
tro de su complemento, á saber: seno, senoverso, tangen­
te y secante, y las del complemento, q-ae se espresan por
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coseno, cosenoverso , cotangente y cosecante. Para Intro­
ducir estas líneas en los cálculos, solo se escriben las le- 
tras indispensables para que no se confundan unas con otras; 
así, solo se pone sen., sen. ver., tang., sec., eos., cos.ver., 
col., y cosec.

Cor. i.° Como BH=CD, por lados opuestos del 
rectángulo DCHB, se sigue que CD también será el 
coseno de AB, y por lo mismo en tirando el seno de un 
arco, la parte interceptada entre su pie y el centro es el 
coseno de dicho arco.

Cor. 2.0 Luego si espresamos en términos trigonomé­
tricos la proporción (333, 1?), dirá: que el senoverso de 
un arco ó de un ángulo es á su seno, como el mismo seno 
es á la suma del radio y del coseno del mismo ángulo.

443 Teor. El seno de un arco es la mitad de la cuer­
da de un arco duplo.

])em. Porque si prolongamos el seno BD hasta que vuelva 
á encontrará la circunferencia por abajo en el punió S, tendre­
mos que por ser CA perpendicular á BS, la dividirá (293) 
en dos partes iguales en 1), y también (294) al arco BAS ; por 
consiguiente sen.AB=BD=|BS=¿cuerdaBAS=^cuerda2AB, 
que era L. Q. D- 1).

Cor. Gomo (290) la mayor cuerda de un círculo es el 
diámetro, resulta que su mitad, que es el seno de un cua­
drante, ó el radio es el mayor seno que se puede considerar.

444 Teor. Conocido el radio de un círculo se conoce 
el valor absoluto de tres líneas trigonomáucas, á saber: 
el seno de un cuadrante, que es el mismo Jadió-, la tan­
gente de 45o, que también es igual al radio-, y el seno de 
30o que es igual á la mitad del radio.

JJetn l.° Está fundado cu lo que se acaba de demostrar 
(4/,3 cor.).

2. ° Si se supone el arco AB ó el ángulo ACB de 45°; el 
ABC valdrá también 45°; luego el triángulo EAC es isósceles 
y da AE=AC, ó tang.45°=R.

3. "' Si el arco AB fuese de 30°, su duplo BAS va'u’ría 
60°, y la cuerda BS sería lado de exágono regular que es 
( ¡17 cor. 8.°) igual ni radio R, luego su mitad Bü ó 
s,.n.30°=^R, que es L. (,). O. 1).

44Ó Teor. Dudo el seno de un arco y el radio, se
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pueden determinar en valores suyos todas las demas líneas 
trigonométricas.

Dem. El triángulo BDC rectángulo en D, dará 
(332 cor.) BD2-+-DC2=BC2 ó sen.2-»-cos.2=R3 (a); y
DC=S/BC~—BD2 (b); y sustituyendo susvalores, se­
rá cos.=V^R2—sen.2 (c ).

Haciendo R = i, las ecuaciones de arriba se con­
vierten en sen.2-+-cos.2=i (d), cos.=\/¡— sen.2 (e).

Ahora, por ser AE también perpendicular á AG, 
las BD, y AE serán paralelas, y los triángulos seme­
jantes AEC, BDC darán
DC:AC::BD:AE::BC:EC; ó eos..i::sen.:tang.::i:sec.

Donde despejando la tangente y la secante, refirién­
donos á la primera razón, se tendrá

sen.ta n — _ = (e)
sen.

(0.eos. V 1—sen.2

IXI
upo — — 1 1

(g)-eos. eos. V1—sen.2

Los triángulos BDC, GFC también son semejantes, 
por ser ambos rectángulos, .el uno en D y el otro en P, 
y tener ademas el ángulo DBC=GCF por alternos in­
ternos entre las paralelas BD, FC, siendo GG la secan­
te; luego darán BD:CF;:DC:FG::BC:CG,
o' sen.: 1 ::cos.:cot.::i:cosec.

, . , eos. v 1—sen.3De donde sale cot.=----= (e) -------------- (M
sen. sen.

1X1 1 /-Vy cosec.=---- =r----- (1).
sen. sen.

Las ecuaciones (e), (f), (g), (b), (i), manifiestan 
que todas estas líneas trigonométricas dependen del seno 
y del radio: y como lo mismo se podría obtener respecto 
del senoverso y del cosenoverso, resulta L. Q. D. D.

Esc. Es muy conveniente encomendar á la memoria
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las formulas
sen.

tang.=---- ,
eos.

sec.=-----,
eos.

eos.cot.rr---- ?
sen.

y cosec.tr:-___, por las muchísimas transformaciones
* ’ sen.
de que son susceptibles, y que cada una da un valor 
particular para la línea que se despeja. Ademas , debe 
observarse que el triángulo rectángulo CAE da 
AC2=EC2—AE2, ó i=sec.2—tang.2, que también da

sec.2=n-tang2; y como déla (ec. g) se saca eos.: sec.
i I

será eos. r: - —5sec. n-tang.
Si en cualquiera de estas fórmulas, quisiésemos resta­

blecer el radio, que ha desaparecido por el supuesto de ha­
cerle fóual con la unidad, y que se refieran á un radio 
cualquiera, que espresarémos por R, lo conseguiríamos 
sin mas que hacer homogénea Ja ecuación; es decir, que 
pues una de estas espresiones trigonométricas representa 
siempre una línea, en su valor debe haber solo una di­
mensión, y tener una forma homogénea; y si le falta al­
guno de estos requisitos es por haber desaparecido el ra­
dio por el supuesto de hacerle igual con 1. Luego, solo 
con introducir la letra R donde y como convenga para 
restablecer la homogeneidad en toda la ecuación, con- 
seguirémos nuestro objeto.

° Elijamos por ejemplo la ecuación (g)

sec.=-
Vi­ sen.

Aquí vemos, que el primer término de lo que hay de­
bajo del radical en el denominador, no tiene ninguna di­
mensión; y el segundo, que es sen.5, tiene dos dimen­
siones- luego para que el denominador sea homogéneo, 
deber/ tener dos dimensiones su primer término ; por lo 
que introduciendo la letra R, elevada á la segunda po­
tencia en el primer término del espresado denominador
se nos convertirá este en VR2-sen.2; y como el sig-
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no radical reduce á la mitad las dimensiones de lo que 
hay debajo, resulta que en el denominador hay solo una 
dimensión; y para que la espresion tenga una dimensión, 
deberá haber (107) dos dimensiones en el numerador; 
luego introduciendo R2, en este, se nos convertirá la

. , s R’
ecuación (gj en seo.—■■■ — •

•v R2— sen.2
Para convencernos de la exactitud de este procedi­

miento, observaremos, que si en vez de suponer AG 
y BC iguales con 1 en la série de razones iguales 
DC:AC::BD:AE::BC:EC , las hubiéramos espresado por R, 
inicial de radio, hubiéramos tenido

cos.:R::sen.:tang. ::R:sec.; 
y tomando la 1? y última razón, se tendría

R2
eos. :R: :R:sec.=-----;

eos.
y sustituyendo en vez de eos. su valor (ec. c), se tendría

R2
sec._- ;

VR2—seiü2
que es la misma que acabamos de sacar por el método 
de la homogeneidad.

44G Entendido esto, para determinar las alteraciones que cor­
responden á las líneas de un arco, por las que puedan sobreve­
nir al mismo arco, y manifestar la generalidad de las fórmu­
las halladas , y su conformidad con sus definiciones y construc­
ciones geométricas, prescindiremos del senoverso y coseno ver­
so de que no se hace uso, y principiaremos fijando las ideas del 
modo siguiente.

Sea A el principio ú origen de todos los arcos que vamos á 
considerar; y todos los arcos que se cuenten desde A hacia II, 
F, ele. serán positivos, y todos los que. se cuenten desde A hacia 
S, Y, serán negativos. Sea LAc una tangente indefinida , donde 
se han de contar todas las tangentes, llamando positivas las que 
se cuenten desde A para arriba, y negativas las contrarias ; sea 
GFV una cotangente indefinida, donde se han de contar todas 
las cotangentes, llamando positivas las que se cuenten á la izquier­
da del punto F, por ser las primeras que hemos considerado, 
y negativas lasque se cuenten á la derecha ; sea AP el diámetro

Tomo I. 62
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sobre que se han da tirar perpendiculares tpilos los senos , lla­
mando positivos los que estén por la parte de arriba, y negativos 
los que estén por la parle de abajo; sea este mismo diámetro don­
de se han de. contar los cosenos, llamando positivos los que estén 
á la izquierda , y negativos los que estén á la derecha del centro 
C- y como las secantes y cosecantes varían de. dirección á cada 
arco , sin que haya línea ni punto lijo en que se puedan conlar, 
solo las llamaremos negativas cuando no cumplan exactamente con 
SU definición; ó lo'que es lo mismo, cuando no sea el radio que 
pasa por el otro es tremo del arco el que encuentra á la tangente, 
siuó el radio que está en dirección opuesta.

Sentado esto, si el arco AB crece y se convierte en AB6, su 
seno bd será mayor qrte BD; porque, á mayor arco bkt cor­
responderá mayor cuerda que á BAS , eslo es, BS; luego

§6<>£BS, ó scn.AB6>scn.AB.

F,l coseno Cd será menor que. el CD del primero, porque 
es parte respecto de él. La tangente Ae será mayor que la AE 
del primero; porque como la ha de. determinar la secante Cb , y 
esta pasa por fuera de la CE, la irá á encontrar mas arriba (ó por 
fuera) del punto E. La secante Ce ha de ser mayor que la CE, 
por separarse mas «lo la perpendicular CA. La cotangente F¡> 
debe ser menor que FG, porque debiéndola terminar el radio Oí 
prolongado, y estando este entre. CG y CF, deberá encontrar á 
la FG antes del punto G. La cosecante Cg debe ser menor 
que. la CG ; porque se separa menos de la perpendicular CF. 
Luego cuando crece un arco sin llegar al cuadrante, crecen sus 
lineas y menguan sus colineas.

Esto mismo lo confirman las fórmulas ( 445 ) que espresan 
sus valores.

447 Si el arco AB¿ continúa creciendo, y se con­
vierte en el cuadrante ABP, entónces de las seis lineas 
trigonométricas, dos son iguales con cero, á saber, el co­
seno y la cotangentedos con el radio, a' saber, el seno 
y la cosecante-, y dos infinitas, á saber, la tangente y la 
secante.

F.u efecto, el coseno se reduce á cero; porque habiéndose con- 
andido el cstremo del arco con el radio CF, no hay dislanria 

ninguna entre el pie del seno y el centro. La cotangente lo hace 
igualmente, porque ha de. ser la parte de la tangente geométrica 
levantada en el punto F, y comprendida entre dicho punto V 
el parage en que la encuentre el radio que pasa por F; luego 
para encontrar á dicho radio no neresila salir ni separarse «le
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punto F, y por lo misino se reducirá i cero dicha coteugcnte.
Siendo el seno entonces la mitad de la cuerda de 180° ó ir, 

que. es el diámetro, se convierte en el radio. La cosecante es tam­
bién igual al radio; porque la cosecante es el radio prolongado 
hasta que encuentre á la cotangente, que. se ha reducido al punto 
F; luego no se debe prolongar nada dicho radio para encontrar á 
la cotangente.

Finalmente, la secante, y tangente son infinitas; porque sien­
do ABF un cuadrante, la FC es perpendicular á AC; y sién­
dolo también la AE, resulta que estas dos líneas son paralelas, 
y no se. pueden encontrar; luego serán iniinitas.

Todo esto lo dan á conocer también las fórmulas halladas 
(§ 445), romo cualquiera puede comprobarlo.

448 Sea ahora el arco AFM ; y se tendrá bu seno 
MN positivo, su coseno NC negativo, su tangente AL 
negativa, y su secante CL negativa. Porque la tangen­
te cae por la parte de abajo del punto A, y la secante 
en vez de ser el radio CM prolongado liácia Q, es al 
contrario prolongado desde C liácia L. Para deducir 
sus valores negativos, como deben ser, considerarémos 
los triángulos semejantes CNM, CAL, que dan 
CN:CA::NM:AL::CM:CL , ó —cos.:i::sen.:tang.::i:sec.

sen. 1
de donde sale tang.=------- , y sec.=------- .eos. eos.

La cotangente FV es negativa, y la cosecante CV 
es positiva-, la cotangente es negativa, porque va desde 
F hacia la derecha; y la cosecante es positiva, porque 
siendo la secante del complemento, es exactamente el ra­
dio prolongado que pasa por el estremo del arco hasta 
encontrar á la cotangente.

Comparando los lados de los triángulos semejantes 
CMN, CFV, se obtienen estos mismos resultados.

449 Supongamos que continda el arco creciendo; y 
se convierte en AFP; y se tendrá su seno rro, su 
eos.——su tangenterr—o, su sec.=—1 ; su cotangente 
FV y su cosecante CP, prolongadas llegan á ser pa­
ralelas, y por consiguiente son infinitas.

450 Sea ahora el arco AFPZ, y se tendrá su seno 
ZFi negativo-, su coseno CN negativo-, su tangente AE 
positiva-, su secante CE negativa (porque en vez de ser
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el radio CZ prolongado hácia X, es el mismo radio 
prolongado hácia la parte opuesta); su cotangente FG 
es positiva; y su cosecante CG (que son las líneas del 
complemenjo FPZ del arco que consideramos) es nega­
tiva-, la primera por ir desde F hácia la izquierda; y 
la segunda, porque en vez de ser el radio CZ prolon­
gado hácia X, lo está al contrario.

Sus valores se deducen de los triángulos semejantes 
CNZ, CAE, y de los CNZ, CGF.

451 Supongamos ahora que el arco llega á ser lostres 
cuadrantes, esto es, AFPY; y tendrémos su seno CY 
negativo é=—1; su coseno, que se reduce al punto C, 
será =—o; su tangente AE llega á ser rroo; y su secan­
te CE=—00 (porque vienen á ser paralelas); su cotan­
gente se reduce al pucto F, y por consiguiente es =ro; 
y su cosecante se reduce al radio CF negativo, ó ——1.

452 Sea ahora el arco AFPYS el que vamos á con­
siderar, y tendrémos su seno SD negativo-, su coseno 
CD positivo-, su tangente AL negativa-, su secante CL 
positiva-, su cotangente FV negativa-, y su cosecante CV 
igualmente negativa.

Para deducir sus valores se consideran los triángulos 
semejantes CDS, CAL, y los CDS, CFV.

453 Supongamos ahora que el arco llega á ser toda 
la circunferencia; y tendrá su seno —■—o; su coseno=i; 
su tangente =— o; su secante =1 ; sucot.=—co; su 
cosec.=—00.

454 Si el arco continuase creciendo, se tendrían los 
mismos valores que ántes, con soló añadir una , dos ó 
mas circunferencias á cada arco de los queseábamos de 
considerar.

455 Supongamos ahora que el arco A.B, en vez de 
ir creciendo, va menguando (con lo cual menguarán sus 
líneas y crecerán sus col/neas) hasta llegar á cero, y ten­
drémos: su seno =0; su coseno =1; su tang nte =o;su 
secante =1 ; su cotangente — oo;.y su cosec. =00. Don­
de es digno de notarse que todas las líneas de un arco 
cero son las mismas que las de la circunferencia entera; 
pero se diferencian en posición, escepto el costno y lase- 
cante.
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456 Supongamos ahora que el arco contimía men­
guando todavía, o por nnjor decir, que crece en un sen­
tido opuesto al de antes , y se llega á convertir en AS, 
y tendremos su seno SD negativo-, su coseno CD po­
sitivo-, su tangente AL negativa-, su secante CL posi­
tiva-, su cotangente FV negativa; y su cosecante CV 
también negativa.

Lu cotangente del arco negativo AS será la tangen­
te dél complemento de dicho arco; pero el complemento 
de un arco negativo debe ser este mismo arco mas un 
cuidrante; luego el complemento de que tratamos es to­
do el arco SAF; y como la tangente de este arco es la 
FV negativa, y su secante es la CV también negativa, 
resulta que la tangente y cosecante del arco negativo son 
negativas.

Luego cuando un arco pasa de positivo á negativo, 
solo varían designo el seno, tangente, cotangente y co­
secante; y permanecen las mismas la secante y el co­
seno. *

457 Todo lo espuesto manifiesta la perfecta confor­
midad de las formulas de las líneas trigonométricas con 
su misma definición y construcción geométrica; y se de­
duce que como todas las líneas vienen esprtsadas en el 
seno y el coseno, en sabiendo los valores absolutos y sig­
nos de estos, se hará la sustitución conveniente, y se 
tendrán los valores y signos de todas las demas líneas 
trigonométricas.

45S Para hacer esta sustitución con facilidad, con­
viene tener bien presente que en el primer cuadrante, 
que se considere, se tienen senos y cosenos positivos: en 
el 2? senos positivos y cosenos negativos-, en el 3.0 senos 
y cosenos negativos; y en el 4? senos negativos y cosenos 
positivos.

459 Consideremos ahora dos arcos AFM, PM, que 
el uno tenga su origen en A, y el otro en P, y que 
sean el uno suplemento del otro, ó entre los dos valgan 
la semicircunferencia, y tendrémos que el seno MN con­
viene en un todo á ambos arcos. El coseno MT ó CN 
es también el mismo en magnitud para los dos arcos 
AFÍVI, M'P; pero se diferencian en posición, pues res-
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pecio del AFM se cuenta desde el pie N del seno há- 
cia el principio A del arco, y en el MP se cuenta des­
de el pie del seno lia'cia la’ parte opuesta del principio P 
del arco MP. La cotangente FV conviene en magnitud 
á los dos arcos AFM, MP, pcro.se diferencian en posi­
ción, por razones análogas á las anteriores. Los triángu­
los CAL, CPQ, por tener CA=CP, los ángulos en 
C iguales por opuestos al vértice, y los en Á y P por 
rectos, son iguales (261), y dan AL=PQ, CL=CQ; lo 
que manifiesta que la tangente y secante del arco AFM 
son iguales en magnitud á las del arco PM; pero am­
bas se diferencian en-posicion, porque la tangente AL 
del primero se cuenta en un sentido opuesto á aquel en 
que se lia contado el arco; y la PQ del segundo se 
cuenta en el mismo sentido que su arco. La secante CL 
del arco AFM , en vez de ser el radio prolongado que 
pasa por el estremo M del arco, es la prolongación de 
este radio en un sentido opuesto; la secante CQ del ar­
co PM es positiva; porque cumple exactamente con su 
definición. Esto mismo sucede á la cosecante CV, y de 
consiguiente conviene en magnitud y posición á ambos 
arcos. De donde resulta, que las líneas de un arco son 
las mismas en magnitud que las de su suplemento; pero se 
diferencian en posición, escepto el seno y la cosecante, 
que convienen en todo á ambos arcos.

Cor. gener. De toda la doctrina espuesta se deduce, 
que si espresamos por ¿ir el cuadrante ABF y por m 
el arco 15F, será

sen. AB—sen. (ABF—BFjrrsen.fKir-r/i)—BD=cos.w, 
y eos.AB =cos.(Í7r—/n)=BH=sen.m.

Si se hace FM — m, será
sen.AFIY[=sen.($vr-i-m)=:MN=cos.m, 

y eos. A FM =rco s. (v-t- m) ——CN=—sen .m.
Y si hacemos PM=wz, será 

sen.AFM=sen.(AFP—PM)z=sen.(ir—t»)=;MN=sen.7M; 
y cos.AFM=cos.(tt—m)——CN——cos.wz.

460 Puesto que dado el radio R de un círculo, se 
conoce el seno de un cuadrante y la tangente de 45o, que 
son iguales con él, y el seno de 30o que vale la mitad 
del radio, y conocido el seno de un arco se pueden co-
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nocer todas sus líneas trigonométricas, vamos á ver cómo 
por su medio se podrán calcular las de todos los arcos; 
para lo cual se tienen las tres proposiciones siguientes, 
en el supuesto de ser el radio R— i , y de que para in­
dicar el cuadrado de una línea trigonométrica de un arco 
A, por ejemplo de un seno, se escribe indiferentemen­
te seno sen.A~, etc.

i? Dado el seno de un arco A, el seno de la mitad
viene espresado por ,---------- ^

sen.2—2\ i—sen.2A.

Dc.m. Sea (fig. 143) el aero AHB=yí, y BD su seno; ron 
lo cual tendremos que si tiramos la cuerda AB, su mitad AE 
será el seno pedido ; y como

AE=¿AB=(§ 3 33, cor. 1 ACxAl)=

£i/2Aí:(A<:—ci>)=¿ v/ 2 x t (i—cos.ahb)=

i/i—2cos.AHB=§y/2—2cos .A—

(§ 443. <•) 2-2/l-sen.VA es L. Q. 1). D.

2? Dados los senos y por consiguiente (445) los cose­
nos de dos arcos A, B, los senos y cosenos de la suma 
y diferencia de dichos arcos son:

sen. (A+B) —scn.Acos.B-i-sen.Bcos.A (m), 
cos.(A+B)=cos.Acos. B—sen.Asen.B (n), 
sen. (vi—B)=sen.Acos.B—sen.Bcos.A. 
eos .(A—B)—eos. Aco&.B-i-sen. Asen. B.

Dem. Sean (fig. 144) AB=A,y BD=B, los arcos dados; 
colocando el uno á continuación del otro, será 
ABD=AB+BD=^í-(-J?, y poniendo el 111) desde B hasta I\í 
será A¡YI=AB—BD=A—It; luego bajando las perpendiculares 
DF, i\lP al radio AC,

será

él)F —sen.ABD—sen. (A+B),
J CF=cos.ABI)=cos.(^+/í),
I MP=sen. A.\l=sen.(yi—B), C 
AGP =cos. AM =cos.{A—B),y

■x (Pl-

Para determinar estas líneas en valores de las de los arcos 
dados , tiraremos la cuerda i\ll), y el radio CB que (294 ese.4 
le será perpendicular, y también tiraremos la BE perpemiiru-
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lar á la AG ; por lo que. las lineas de los arros dados 
) BE=se.i».yí , GF,=cos.^f,

S(,,'a" | DII=sen.í>, CIl=dtos B- 
Si ahora liramos la HK paralela á RE, y las HL,. MN, 

paralelas á la AC, y observamos que los triángulos Misil, 
IILB (por tener MH=1ID por lo dicho antes, el ángulo 
IIY1Ñ=Í)HL por correspondientes entre las paralelas MÑ,Í1L 
siendo Mil la secante, y el ángulo MHÑ—IIDL, i>or la mis­
ma ro7.oii entre las paralelas IIK, 1)F, siendo también la se­
cante MD) son iguales, y dan M¡N=IIL, y MI=I.D; las lí­
neas 1)F,CF, MP, CP que tratamos de conocer, las podremos 
espresar del modo siguiente:

'»F=DI.+ LF=DL+IIK,
CF=CK-FK=CK — III,,
\IP=NK=HK—,NII=HK—DL,

U;p=ck+í¿p=ck+mn=ck+hL.

Puesto que los triángulos CBE, CIIK son semejantes,
... ( CB:CH::BEdHIÍ::CE:CK,

(ó l:cos.2I::sen.yí:HK::cos.A:CK,
que despejando el cuarto y sesto termino , refiriéndonos á la pri­
mera razón , se tendrá

HK=sen.^cos.i?, CK=cos.^ícos.J?.
Los triángulos CBE, DHL, por tener sus lados perpendi­

culares, serán (3 31 cor. 4-°) semejantes y 
darán / CB:DII: BE:IIL.:CE:DL,

\ ó 1 :scn. Casen. A:llL::cos.A:Y)L, 
de donde resultará,

IIL=seu.^/sen.i?, DL—ien.Bcos.A.
Luego sustituyendo estos valores en las ecuaciones (P) , y 

poniendo los primeros miembros por segundos, nos resultará 
^ sen.(A+ B)=ien.Acos.B-\-sen.Bcos.A. 

eos.(A +• B)—cos.Ai.os.B—seu.^sen.Zf. 
st-n .{A—B)=sen.Acos.B—seiuBcos-A.

■ eos.(A—Il)z=cos.Acos B+ svn.Aseu.B; 
que es L. Q. I). 1).

3? Dado el seno, y por consiguiente el coseno de un 
arco A , el seno y coseno del arco duplo son

sen.2 A=2sen.Acos.A=ssen.A'\/ 1—sen?A (p), 
vos.iA—eos rA—son rAzz 1 — 2 sen* A (q).

Dem. No hay mas que hacer en las fórmulas ante-

{;
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ñores B=A, y sustituir después en vez de cos.A su

igual -\Ji— sen?A, y i— sen.2A en vez de eos.2A.
Cor. Si hacemos 2A=A\ será A—\A'-, 

y si sustituimos en las formulas anteriores, se tendrá 
sen.A'—isenAA'eosAA'-, 
co*.A'=cos.2iA'—stín.2lA'-, 

y como eos.2\A'—\— sen.2 \A\ será
eos .si'— 1 —sen r \A'—sen.4\A'— 1—2 sen ?\A'.

461 Si en la formula (m) se hace B=eA, se con­
vertirá en sen.2,A=&en.Acos.2A-\-sen.-¿yleos.A ■,
y poniendo en vez de tos.2A, sen.zA, y eos.A, sus va­
lores (q) , (p) y (e) (445) todo espresado en valores del 
seno, se tendrá sen.3^=sen.^(i—2sen.2^j-¡-

2sen ,A\A i—sen.2^xV 1—sen.2yfc= 
sen. A— 2sen.3x?+2sen.^(i— sen.2A)= 

sen. A— esen.sA+2sen.A—2stn.3-íí=3sen..^—4sen.3^;

que es la fórmula que espresa el seno del arco triplo en 
valores del arco sencillo. Igualmeute se puede hallar el 
coseno del misino arco; y por procedimientos análogos 
se pueden determinar todas las lineas trigonométricas de 
cualquier arco múltiplo de otro dado.

462 Ademas de la propiedad de determinar la mag­
nitud del arco, se verifica también que todas las líneas 
trigonométricas son proporcionales con los radios de los 
círculos con que están trazados los arcos.

Dcm En efecto, si suponemos que haciendo centro en C (fi­
gura 145) vértice, del ángulo I)CG, se trazan con los radios 
CA, CD, dos arcos de circulo AIS, 1)G, y bajamos desde A y I), 
las AP, DE perpendiculares á CG, resultará que serán los se­
nos respectivos de los arcos AIS, DG, qtie tendrán un misino nú­
mero de grados por ser ambos medida del ángulo DCG ; las li­
neas CP, CE, serán sus cosenos; y levantando en 15 y G las 
perpendiculares BN, GM á la CG, serán las tangentes, y CN, 
C\I las secantes. Ahora , los triángulos semejantes CDE , CAP, 
dan CD:CA:;DE:AP::CE:CP, ó poniendo en vez de estas lineas 
sus valores , v acentuando las lineas correspondientes al ra­
dio CA , que también señalaremos con R', será

R:l\': :sefi.:sen.Cxos.:ros.' (a);
Tono I. f>3
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los triángulos semrjanlcs CGM, CBN, lambirn darán
CG:CB::GM:BN::C¡VÍ:GN, ó /{:/í'::laiig,:taiig.'::scc.:src/ (l>).

Ahora, completando los cuadrantes GUB, BAQ, se tendrá 
que BS, (,)0, serán las cotangentes de los arcos GD, BA; y GS, 
CO serán las cosecantes; y los .triángulos semejantes CSR, GOQ 
darán CB:GQ::RS:O0::GS:CO, ó /í:/í'::cot.:cot/::rosec.:cosec/ (c).

Y como las tres series de razones iguales (a), (h), (c), tienen 
común la razón R:R’, enlazando las demás porque son iguales, 
se tendrá 7f.ii'::sen.:sen.'::cos.:cos.'::lang.;tang/::sec.:sec.'::cot.:cot.': 
cosecarosee/ (°).

Cor. Luego si respecto de un radio cualquiera se cal­
culan estas líneas para todos los arcos, y al lado de cada 
arco se pone el valor de las lineas trigonométricas que le 
corresponden, las tablas que las contengan servirán para 
hallar estas mismas líneas cuando correspondan á otro 
radio; y ademas, por medio de e\\us cuando se dé un ar­
co , se podrá determinar la magnitud de sus líneas tri­
gonométricas; y dada una línea trigonométrica, se podrá 
hallar el valor del arco á que corresponde.

46,5 Las tablas que se formasen de este modo, esto 
es, que contuviesen el valor de las líneas trigonométricas 
en partes del radio, se llaman tablas trigonométricas na­
turales ; pero como todos los cálculos se hacen por me­
dio de proporciones, para hacerlas operaciones con faci­
lidad y prontitud, se ha tomado el medio de que las ta­
blas contengan, no las líneas trigonométricas naturales, 
sino' el logaritmo correspondiente á dicho número de 
partes del radio á que equivalgan; y en este caso, que 
es como las usamos, se llaman tablas trigonométricas 
artificiales. Las de L). Tadéo Lo'pe y Aguilar, que como 
ya hemos dicho en otra ocasión, son á lasque nosotros 
nos referimos, están calculadas de io en i o segundos; 
cuya construcción y uso omitimos por razones análogas 
á las espuestas (20Ü) y pasarémos i la

/|9S

(a) Lo mismo sr veri Tica en ni seno y coseno verso. No lo dcdtici- 
rao a , porque no se* hace uso <1<*. estas lineas en la resolución de los 
triángulos; pero los principiantes harán inuy hien en ensayar sus 
fuerzas para demostrarlo por si mismos. Lo que conseguirán combi­
nando la doctrina de los (§§ y i 8,j) con las proporcione*cíel testo.
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Resolución de los triángulos rectángulos.

464 Parala resolución de los triángulos rectángulos 
solo se necesitan des proporciones generales, que se lla­
man analojías

1? El radio de las tablas es al seno de uno de los án­
gulos agudos, como la hipotenusa es ul cateto opuesto á 
dicho ángulo agudo-, ó el radio de las tablas es. al cose­
no de un ángulo agudo, como la hipotenusa es ul cateto 
adyacente á dicho ángulo agudo; que puestas en pro- 

. r ü:sen.áng.ag.::bipot.:catet.op., 
porciones dan {.R:cos.áng;ág.::bip.:cat.ady.

Den,. Eu electo, sea CDE (lig. 14Ó) un triángulo rectángu- 
lo cualquiera; si con tina parle CA, igual al radio de las laidas, 
se traza el arco AIS, y se lira la perpendicular AP , esla sera 
el seno que se halle en las tablas, y CP el coseno; y los trián­
gulos CAP, CDE, serán semejantes (32S) y darán

(CA:AP(31):DE, ó Asen áii».ag.::liip.:cal.op. 
\CA:CP::CI):CE, ó /í:cos.áiig.ag.;:hip.-.cal.ady.

Esc. Como el radio de las tablas se considera igual 
con la unidad, resulta que hallando el cuarto término 
en las dos proporciones de arriba,

, 1 DE=CDxAP=liip.xsen.áng.op. á DE,
sera | CE=CDx CP='iip.Xcos.áng.ady.áCE, 

cuyas espresiones manifiestan, que un cateto ae un trián­
gulo rectángulo es igual á la hipotenusa multiplicada put­
ei seno del ángulo opuesto, ó por el coseno del ángulo ud 
yacente, tomados en las tablas.

465 2.a El radio de las tablas es á la tangente de 
uno de los ángulos agudos, como el cateto adyacente á di­
cho ángulo es al cateto opuesto, o

ü;tang.áng.ag.::cat.ady.:cat.op.
Dem. Porque si después de liaber descrito el arco AB con 

el radio CA, igual al de las tablas, se tira la perpendicular BM, 
esta será la tangente trigonométrica que cu las tablas correspon­
de al ángulo en C; y los triángulos semejantes CBN, (.DE,

darán CB:BN::CE.D£, ó i¡;lang.áng.ag.::cal.ady.;cat.op. (A), 
L. Q. D. D.
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Car. ^ De «Ionde tomando el radio por unidad, resulta
----C lixB.V, ó cat.=tang.áng.op.Xcat.ady.

tfue quiere decir, que en un triángulo rectángulo cual- 
quiera., un cateto es igual á la tangente trigonométrica 
de su ángulo opuesto multiplicada por el otro cateto.

Esc. Se usará la primera analojía cuando la hipote­
nusa entre en los datos o sea lo que se busque, y de la 
segunda cuando no.

¡til» Esto supuesto, para resolver el triángulo ABC (fig. I4G) 
rectángulo en C, en que se da la hipotenusa AB=32 7 varas, 
y el ángulo A=32°2:V I 5", 7; se escriben los datos dentro de 
una llave como se ve en (VI), y las parles que se buscan dentro 
de otra (NJ*¡ se restará el ángulo A de 90° , y se hallará el 11 
de 57034r44",3.

<M> (N)
r Ang.C=90°. r .Áng.B=57'>34'44",3.
|Ang.A=32°25'I5",7. ] B.C=1 75,31 7 varas.

AB=3 2 7 varas. AC=2 76,03 t varas.

Para hallar los lados BC , AC, nos servirá la primera ana­
lojía alternada, que será

R:3 2 7::sen.32°2 5'1 5",7:BC::cos.3 9°2 5' I 5",7:AC.
Que hallando por logaritmos el cuarto y sesto término, re­

firiéndonos á la primera razón , será

Í
logsen.32o25'10"= 9,7292506 
part corresp. á 5",7= 189

iog.3 2 7 .................= 2,5145478
compl.log.R......... = 0,

suma ó Iog.l7 5,317=i2,243S233

Í
log.cos. 3 2°2 5' 10"= 9,92041 76 
part.corresp.á 5",7= —76

log.3 2 7 .................= 2,514547 S
compl.log.R..........= 0,

suma ó log. 2 76,0 31 =*2,440957 8;

cuyos valores se colocan en la llave (N) y se tiene resuello el 
triángulo.

ti.se. Si se conociese la hipotenusa y un cateto, la primera 
analojía permutada nos daría por cuarto término el seno de uno
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de los ángulos, y restando este áhgulo de 90°, se obtendría el 
otro, V quedaría resuello el triángulo.

467 Si se diesen en el mismo triángulo un cateto AC y el 
ángulo si, como se. ve en (M); para hallar el ángulo Ji , se 
restará el A de 90°, y se tendrá el I¡ de 50°33,23",2 como 
se ve en (N).

(M) (N)
s AC=829 varas. s B=50°33'-23",2.
J Áng.^==39°26'36",8. . J BC =682,004 varas.
\Áng.C=90°. \aB=107 3,485.

Para hallar el lado BC nos servirá la segunda anolojía, que 
dará R:lang.39026,36,',S::829:CB, que por logaritipos seiá :

I
log.tang. 39°2 6' 3 0"= 9,91520 3 4 
par.cor.á. . . . 6",8= 292

log.829 .................... = 2,9185545
coinpl.log.lt...........= 0,

suma ó Iog.682,004=i2,833787 1.

El lado AB le hallaremos por la primera analojía inverti­
da, que dará eos.39o26'36”,8:11::829:AB, que por logar, i tinos, 
será:

í log.829............. ................= 2,9 185545
log.AB = ) log.lt.................................= 10,

( com.log.cos.39°26'36",S= 0,1 1224 16suma ó log.l073,4S5=i.3,0307961.

Esc. i-° Si se diesen los dos catetos, se despejaría el 
segando término de la proporción (A,465), y se tendría 
ya conocido un ángulo. El cual restado de yo° daría el 
otro ángulo; y después, por la primera analojía, se ha­
llaría la hipotenusa, y quedaba resuelto el tiiánguJo.

Esc. 2? En los triángulos rectángulos se pueden siem­
pre conocer dos datos sin necesidad de analojías, á saber, 
un ángulo en conociendo los otros dos (lo cual conviene 
igualmente á los oblicuángulos); y uno cualquiera de los 
lados, cuando se conocen los otros dos (332 cor.). Aun­
que es mas sencillo en estos casos el cálculo logarítmi­
co, sin embargo, aquel puede servir de comprobación, 
como se ve en el primer caso, en que se tiene
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3272=i75,3i72-f-276,03i2 con ménos de dos décimas 
de diferencia, que en nada influyen.

Resolución de los triángulos oblicuángulos.

468 La resolución de los triángulos oblicuángulos 
está fundada en esta proposición general:

Los senos de los ángulos son corno sus Indos opuestos.

Dem. _ En efecto, si al triángulo ABC (fig. 14') circunscri­
birlos 1111 círculo, y tlrsile el centro O se tiran las OQ , Olí, 
OS, perpendiculares á las cuerdas A(., (.1!, AB, y se une tam­
bién el centro O con los vértices de los ángulos, se tendrá que 
el ángulo ABC será igual al AON, porque ambos tienen por 
medida el arco AN ; y como el seno de AON es AO=^AC, 
este mismo será el seno del ángulo ABC, ó sen.ABC=t£AG

Asimismo será seu.BCA—gAB , y sen.BAC=§;BC, y tor- 
mando tres razones de igualdad , será

sen.ABC.*jAC::sen.BCA-.|AB::*en.BAC;jBC.
Multiplicando por 2 los consecuentes, y escribiendo abrevia­

damente , será sen.ABC:sr.n.BCA:seii.BAC::AC:AB:BC, 
ó (335 esc. I.°) mas general

sen.A\mín.fiasen.C::a:b:c, que es L. Q. D. T).
469 Pasemos á resolver algunos ejemplos, y sea el 

primero, dados dos lados y el ángulo comprendido , ha­
llar el otro lado y los dos ángulos.

Para poder aplicar á este caso la analojía general, es 
necesario demostrar, que la suma de dos lados de un 
triángulo es á su diferencia, como la tangente de la se­
misuma de los ángulos opuestos á dichos ludos (*) es á 
la tangente de su semidiferencia.

Baca lo cual , la proporción general
Sl'U.sd:BC::scn.yt:AC, dará (§ 1 84.-0.a) 
sen.-4-|-scii./í:sen.A—sen.7A:B(l-pAC:B(.—AC ( m).

(O) En vez de la tangente de la mitad de los ángulos opuestos a 
dichos lados, podríamos decir, como lo cotangente de la untad del 
ángulo comprendido. Este enunciado, á primera vista, parece na» 
sencillo, pero, en U práctica, viene á ser mas complicado.
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Sean ahora BS, CP (fia;. 148) los senos ile dos arcos AB, 
AC; sise lira el diámetro AVI v se prolonga la BS, será 
(294) el arco AI)=ACB , por consiguiente se tendrá 

DAC=AB+AC y CB=AB— AC.
Tírese ahora la CF paralela al diámetro AM,

J DE=DS+SE=BS+CP=srn.AB+sen.AC,
^ BE=SB—SE=SI>—CP=stíji.AB—scn.AC.

Si se tiran las cuerdas BF, DF, y con un radio FG igual 
al del circulo, se describe un arco AGIC, se. tendrá 
GK=|CAI)=Í(DA+CA)=Í(BA+AG) , por ser ambas rspresio- 
nes medida del ángulo DFG ; por la misma razón será 

G/í=!BG==i(AB-AC).
Luego si por el punto G se lira la tangente /GI., la parle 

GL será la tangente del arco GK—í(AB+AC), y la parle Gl 
será la tangente del arco Gft=£(-AH—AC).

Pero los triángulos DEF, FGL, BEF, FG/, 
dan FE : FG 1: DE: GL , FE :FG :: BE 
quedan l)E:G L::BE:GZ , ó 1)E: BE:: GL: Gl; 
y sustituyendo en vez de estas líneas los valores que hemos ha­
llado antes, se tendrá

srn.AB+sen. AC: sen.AB—sen.AC:: 
tang.|(AB+AG):tang.i(AB-AC) ( n ),

que quiere decir , que lo .-1111117 de los senos de dos oreos ó de 
dos ángulos es tí su diferencio, como la tangente de lo semi­
suma de dichos oreos es n la tangente de la Semidifarénela.

Y como haciendo k?>=A. AC=¿’, las proporcio­
nes (m ) y (n) tienen común la primera razón, las otras 
darán BC-kAC:BC—AC::tang.|(^-K#):tang.|(.¿—£), 
que es la proporción enunciada.

Pasemos ahora, á la resolución del triángulo ABC (fig. 149), 
en que se conocen los datos que se ven en Al;

(M) (N)
f BC=.74S varas. C A=rj 5°3 5' i 9",7 3.
< AC=659 varas. j //—46n3I 7.
L Áng C=7 7°4(>'2 8', 5. C AB=8S(i,0 1 \ varas.

Y observaremos que conocido el ángulo C, la suma de los otros 
dos A+JJ será también conocida (28í)ror. l.°) v tendremos 
1 80o—77o|6'28",5= I pá° I V3 1",5 y %(A+li)-^í\°(¡'45",75; 
luego la proporción anterior se convertirá tn

748+659 :748-659 •.:úng.5l°6'45",75 A»n^(A—£) ,
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1 407:89::tang.5lo6'45",7 5:lang.£(.¿—Ji) ; do dondosale 
log.taii.5.l06'40''=1 0,0933536

log.lang.§(A-i(A—B)= '• tar-“r- á 5"’75 24 7
log.89..................= 1,9493900
comp.log. I40". = (¡,851 7059

suma ó log.tang.4'29'3",9S =-í8,8944 <42-

Conocida la mitad do la suma y de la diferencia de los án­
gulos A y B, tendremos (§ 154)

A=5 l°i¡'/| 5",75+4029,3",98=55°35'4'9",7 3, 
y 13=510(>'45',,7 5-4029,3'f,98=4603-7'41",7 7.

Para hallar el lado AH formaremos esta proporción
sen.A :BC:: sen.C: AI!,

ó scn.55°35'49",73: 748::sen.77°4G'2S",5:AB, que da
log.seu.................7 7 °46'20"= 9,9 9ü 0 3 3 8
par.cor á.........................8",5= 39
log.748.....................................= 2,8739016

•coin.log.seu..55°3 5'49",7 3= 0,083 501 I

suma ó log. 886,01 4=i2,9474404.

Con lo cual queda resuello el segundo caso y las parles bus­
cadas son las que se ven en (¡N).

470 Dados dos ángulos y un lado, hallar el otro án­
gulo y los dos lados.

Si ''ii el triángulo ABC ( fig. 150) se tienen los datos (M), 
lo primero se hallará el tercer ángulo

(M) (N)

lo-. AB =

Áng.C=74°5'37",6. 
A ng. A=6 3o 2 3' 5 3", 7. 

BC=S63 varas.

r B=42°30'28",7.
< AC=652,16 varas.
( AB=928,218 varas.

que será B= l 30”—(7 ',°5'3 7",6 + G3°23'53",7)....
= 18 Io—1 3 7°29,31 ",3=42°30'2S,,,7.

T.a analogía general seu.A:BC:: sen.B: AC:: sen-C: AB, será 
sen.6 3o¿3'5 3",7:S63::sen.42o30'2S",7.AC::sen.74o5'3 7",6: AB. 

Despejando el cuatro y seslo término se tiene
log.seu.’. . . . 42°30'2<l"^ 9,8297293

,„„Ar_ S !l:,r ,:or á.................s"-:=r 200lo„./u._ ■ lo(;;863.............................. = 9,9360108
C com log.se 11.6.3o2a'53',,7= 0,048594.2

suma ó log.652,t6=í2,S143543
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log. sen................ 74o:/30"= 9,9830403

loe AB— > pa,vcoí' á..................V'4r- 4®°S i logl S63.............................. . .= 2,9360108
^ coinp.log. sen. f)3°23' 53",7= 0,0'|85942 

suma ó log. 928,2 18=*2,9070499.

Con lo cual queda resuello el triángulo, y el valor de las 
parles buscad & es el que se ve en ( N ).

471 Dados dos lados y el ángulo opuesto á uno de 
ellos,.hallar el tercer lado y los dos ángulos.

Este caso no tiene nías «fe una solución cuando el án­
gulo dado es el opuesto al lado mayor, pues entonces el 
ángulo opuesto al otro lado conocido será precisamente 
agudo en virtud de lo demostrado (§§ 267 y 266..cor. 2.°), 
y se resolverá como el caso anterior;

Pero cuando el ángulo conocido es el opuesto al lado 
menor de los dados, entonces hemos visto (438), que, su­
poniendo que sean conocidos los lados BC. BA(fig. 140) 
y el ángulo G opuesto al lado menor, entcínces trazando 
desde 13 con BA el arco AI), resulta que ED es igual 
con BA ptfr radios; y los dos triángulos .ABC, BDG 
tienen los misinos datos, á saber: el lado BG común, 
el ángulo C también es coíiiUn; y el lado BA=BD por 
radios. Sin embargo, estos triángulos difieren mucho en­
tre sí, pues el ángulo BAC del primero es agudo, y el 
BDG del segundo es obtuso, y cabalmenteel suplemen­
to del ángulo 13AC, en virtud de lo espuesto (§§ 254 
y 2®ó)i y el ángulo AB ■ ) y el lado AG del primero son 
nuyores que el ángulo DP»C, y el lado DG del segun­
do. Y como para determinar los ángulos , en virtud de 
la analogía general, se hace por medio del seno, y este 
conviene (459) tanto al ángulo agudo como al obtuso 
que le sirve de suplemento, resulta efectivamente la du­
da; y lo que se hace en este caso es resolver los dos 
triángulos , suponiendo en el uno, 1.° que el ángulo opues­
to al lado mayor sea agudo; y 2.0 suponiendo después que 
dicho ángulo sea obtuso é igual al suplemento del anterior.

Vamos á resolver un ejemplo no omitiendo ningún de­
talle para la mas completa inteligencia.

Supongamos que cu el triángulo ABC (fig. 1 40), se tenga
Tomo I 6.1

1
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BCU=85 32 varas, BA=^7490 varas, y el ángulo ACB de 29»
y 43'.

Para encontrar el ángulo opuesto al lado BC , usaremos de 
la analogía general , en esta forma

BA=7490 varas:sen.ACB=sen.29°43'u BC=8532 -.sen. án­
gulo opuesto al lado BC.

Y por logaritmos hallaremos

log sen.áng. opuesto r log.sen. 29°43'= 9,6952283 
al lado BC = <J log.8532. . . . = 3,9310508 

(. comp.log.7 490 = 6,1255182

*9,7 51797 8.

Este logaritmo corresponde tanto al sen. del ángulo de 34o 
29' y 47" como al de su suplemento

180o—34°92'47"= 145°3 7' 1 3".
Elejirémos primero el ángulo agudo; esto es, supondremos 

que el ángulo opuesto al lado BC sea agudo, y estará represen­
tado por el BAC. Para encontrar el valor del tercer ángulo 
ABC, sumaremos el ángulo ACB=29°43' con ángulo 
BAC=34°22'47"; y restando su suma 64°5'47" de 180°, 
tendremos áng. ABC=11 5o 54' 13".

Y para encontrar el lado AC , nos valdremos de la analogía 
general del modo siguiente

sen.BCA=scn. 2 9°43':BA=7 49 0::sen.ABC=sen.l 1 5°54'13"= 
sen. 64° 5' 47": AC;

que , por logaritmos , hallaremos de este modo

log. AC= í
log. 7490................................
log. sen. 64°5'40".................
parte correspondiente á 7". 
comp.log. sen. 29°43'. . . .

3,8744818
9,9540086

71
0,3047712

*4,13326»7.
Este logaritmo corresponde al número 1 3591,5; 

en el triángulo ABC , se tiene
f BC=S53 9 varas

datos ó partes dadas-' BA=7490 id
(.áng. ACB=.29°43';

por lo que

{
áng. BAC. . 
áng. ABC. . 
lado AC. .

= 34° 22' 47" 
= 115° 54' 13" 

=1 3 591,5 varas.
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Resolvamos ahora el triángulo en el supuesto dr ser obtuso 
el ángulo opuesto al lado mayor, y estará representado por BUC 
en que se tiene r BC =8 5 3 2 varas

partes dadas < BD=7490 id.
C áng. bCB=29° 43'.

El ángulo BDC hemos hallado que es 145° 37' 13" por 
ser el suplemento del BDA=BÁD=BAC=34°22'47".

Para encontrar el tercer ángulo DBC, sumaremos 145° 
37'13" con 29° 43'; y su suma 175° 20' 13" la restaremos 
de 180°, y tendremos áng.DBC=4P39'47".

Y para encontrar el tercer lado DC, diremos 
sen C=sen.29o43':BD=7490::scn.DBC=sen.4°39'4 7":DC ; 

que, por logaritmos, será
í log. 7490..................................= 3,8744^*3

, ) log. sen. 4o 39' 40" . ... = 8,9098877 '
fog-ML— \ parte correspondiente á 7". = 1807

^compl. log. sen. 29°43' . . = 0,30477 1 2 

Suma............ i3,08932 1 4

que corresponde al mime ro 12 28,3 ; luego
r áng.Bl>C=145° 37' 13" 

partes buscadas < áng. DBC= 4° 39' 47"
¿lado DC=1228,3 varas.

472 Las construcciones preparatorias que hemos tenido que 
hacer, se podrían evitar si entre las seis rosas que entran en un 
triángulo se pudiesen encontrar tres ecuaciones; pues en este ca­
so, dadas tres casas, se tendrían tres ecuaciones con tres in­
cógnitas, que se despejarían inmediatamente. Para esto, obser­
varemos, que (figs. 77 y 78) por lo diebo (33 5 esc. I.) se tiene 
c*=o’-|-6’±26xCD; y como (§ 4<>4 esc ) CD=ocos.BCD, y 
en la figura primera, que es la que da el signo + del ±, se tie­
ne cos,BCD=—cos.BCA=—cos.C, sustituyendo este valor y sa­
cando los análogos para los demás, se tendrá

c'=a°+b'— 2n6Xcos.C, b'^a’+c'— 2«cXcos.B,
aa=¿a+c’—2irXros. A,

que sirven para determinar un lado, cuando se conocen los otros 
dos y el ángulo que forman.

Despejando los cosenos de los ángulos, se tendrá

o’+fi’—c-
COJ.0=--------- :-

9 ab
tot.B--

a*-\-c’-—b'

tac
s.s4—

*•+<.■■—a

2 be
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que siryen para determinar un ángulo cuando se conocen los 
tres lados.

Estas fórmulas se pueden poner bajo una forma á que 
puede aplicar inmediatamente el cálculo logarítmico.

Idea general de ¡a resolución de los triángulos esféricos.

4/3 Queda indicado (436) y ahora repetimos, que se 
llama triángulo esférico una pordon de la superficie de 
una esfera, comprendida por tres arcos de círculo máxi­
mo ; tal es el ABC (fig. 151), que suponemos construi­
do en la superficie de una esfera, cuyo centro está en O, y 
cuyos lados son los arcos de círculo máximo AB, AC, BC.

Para fijar bien lasidéas, conviene saber, que todo trián­
gulo esférico y.!BC determina en el centro O de la es­
fera un ángulo sólido, compuesto de tres ángulos planos 
■dOB, AOC; JSOC. que tienen por medida respectivamente 
los arcos ó lados del mismo triángulo AB, AC, BC.

Ademas, el ángulo esférico CAB es el mismo que 
el que forman las dos tangentes SlE, AD, tiradas en el 
vértice A, respectivamente á cada arco yíC, ylB.

Porque la inclinación de estos arcos-es la misma que 
la de los planos OAE, OAD en que se bailan, y cuya 
intersección común es el radio AO; pero la inclinación 
ele estos pianos se mide (377) por el ángulo rectilíneo 
EAD formado por las dos perpendiculares AE, AD, á 
un misino punto A de la común intersección: luego 
este ángulo será también el formado por los arcos AC, 
AB, ó el esférico BAC.

474 Esto supuesto, loque nos proponemos es lia llar 
la relación que tienen entre sí los lados AB. AC, BC, 
que llamaremos c, b, a, y los ángulos C, B, A, del 
triángulo esfe'rico ABC.

Para oslo, sea el radio OA=l, y prolongúense los OC, Oí!, 
hasta «pie encuentren á las tangentes en F. y en I), y será 
AE la tangente trigonométrica del arco AC, y OE será la se­
cante; y AD, OD serán la tangente y seca ule del arco Ali. 
Unanse los puntos D y F., v el triángulo rectilíneo ADE da- 
’á (§ 473 ) DE’=Ar+AD’_2AExÁDXcos.^; ó haden-



TRIGOWOMETRÍR RECTILÍNEA. 509

do T)E=«:, V sustiluyendo en ve?, de oslas líneas los valores 
que los hemos dado autos, será

:e,a=lang.aJ+tnng.at'—2 tang,6tang.ccos..4 ; 
el triángulo ODE dará igualmente

;c’=scc. ’ b + sec.’c—2 sec.bsec.r eos. a.
Restando de esta ecuación la anterior, se tendrá 
0=scc.’¿i + scc.V—2 scc.ásec.ccos.w — tang.’á — tang.’c + .

2 lang.álang.ccos A ;
y teniendo presente (445 esc.) que sec.’b — tang’á=l y 
sec:’c— lang.’c=l , esta ecuación dospues de dividir por 2 se 
convertirá en 1 -ftang. b lang. ecos. A—sec.6sec.ceos.« = U ; y 
sustituyendo en ve?, de tang. y sec. sus valores (445) > se tendrá 

sen. b sen. c 11
H---------:x------- Xcos .A--------- :X—Xcos. o=0 :

eos. b eos. c eos. b eos. c

ó haciendo las operaciones , reduciendo el entero á la especie del 
quebrado , suprimiendo el denominador, y despejando eos .« , se 
tendrá eos «=cos.¿> cos.c+sen. ¿«sen. c cas.A ; y haciendo una 
construcción semejante en cada ángulo , se tendrá el sistema de

ecuaciones
r cos.«=cos. b eos. c+sen.ásen,ecos.A 
< eos. £>=eos. a ros. c+sén.a sen. c eos.1! > 
(. cos.c=cos. a eos. 6+ sen .a sen, b eos. C J

(M)i

que sirven para determinar un lado, cuando se conocen los otros 
dos y el ángulo que forman.

475 Despejando en la primera eos. A, se tendrá

ros. a—eos. b ros. c
eos. A=----------- --------------- -;

sen. b sen. c

y si en la ecuación, sen.a^= 1—cos.’y/, sustituimos este valor,

cos.’i7+cos.’ácos.a(.'—2cos.ncos.5cos. c
será sen.’^f^l-------------------------------------------------------------- .

sen.’ásrn.’c

Reduciendo el entero á la especie del quebrado que le acom­
paña, sustituyendo en el numerador 1 -ros.’ enve7.de sen.’, 
efectuando la multiplicación y reducción, multiplicando arriba y 
abajo por sen.’o , y estrayendo la raiz cuadrada se tendrá

sen.?y=scn,(í-
/ I —cos.’a—cos.’ó—cos.*c+2cos.flCos.6ras.r

sen.«sen.ásen. c

Representando por F la fracción que multiplica á sen.«, y 
haciendo operaciones análogas con las otras dos ecuaciones ( M)
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se tendrá stn.A=djp>Xsen.a, sen.B=FXsen.b, sen.CxmFXten c¡ 
que dan scn.A:sei¡.If:sci¡.C::scii.a:scn.6:sen.c ; que es la ana- 
lojía general de los triángulos esféricos, y se enuncia: los senos 
de los ángulos son corno los senos de los lados opuestos.

476 Despejando los cosenos de los ángulos en las ecuaciones (M),

. _ eos .a—eos. ¿ ros.e ■ cos.fi—cos.acos.c
se tendrá eos,A=----- -----------------. , cos7.’=------------------------ ,

sen. ficen, e sen.asen.c

coso—cos.aros.fi
C0S.C=--------------------------------;

sen.asen.fi

que sirven para determinar un ángulo cuando se conocen los tres 
lados del triángulo: Mas para hallar el ángulo A, v. g. sería me­
nester calcular separadamente por logaritmos los términos cos.o 
y cos.ficos.e, hallar los números á que correspondían, restar es­
tos, y después hallar el logaritmo de la diferencia, y de él restar 
el logaritrijo de sen.fisen.c, y esta última diferencia sería el lo­
garitmo de coi. A ; y como esta operación sería muy embarazosa 
en la práctica, se han transformado dichas ecuaciones, hasta el 
punto de quedar resuelloséen factores los segundos miembros, en 
esta forma :

son ~ A z~r. B
/sen. 4 (—c)sen.4 (a+ c*-*)

sen.fi sen.c 1

sen.|¿?= 1^./sen.|(a-j-6—c)sen .§(6-fc—a)
sen.a sen.c

¿A
con 1 r 1 . u9
sen. 21- — 1/ sen.asen.fi

cuyas fórmulas sirven para el mismo objeto, y se les puede apli­
car i a media la mente el cálculo logarítmico.
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Ó APLICACION DE LA GEOMETRÍA ELEMENTAL Á 

LAS DIFERENTES OPERACIONES QUE SE EJECUTAN 

EN EL TERRENO.
«/«/«'a.

De la nivelación.

477 llama nivelación la operación que ensena á 
determinar lo que un punto está mas d menos distante 
que otro del centro de la Tierra. Para prdceder con acier­
to en lo que vamos á esponer, debe saberse: que la Tier­
ra, que hasta estos últimos tiempos se había tenido por 
esférica, se ha encontrado que tiene la figura de una 
naranja, esto es, aplanada liácia los polos, y prolonga­
da hacia el ecuador; este aplanamiento no influye nada 
en las operaciones ordinarias, y por lo mismo supondre­
mos que la Tierra es esférica como se ve (fig. 152). Los 
puntos A, B, son los polos, la línea AB, se llama el 
eje de la Tierra; y la línea GD el diámetro; todo círculo 
máximo, que pasa por los polos, se llama meridiano 
de la Tierra; y el círculo máximo perpendicular al me­
ridiano, se llama ecuador. El horizonte de un parage d 
sitio es el plano tangente á la superficie de la Tierra, 
cuyo punto de contacto es el lugar mismo del observa­
dor; línea horizontal es cualquier recta que se halla en 
este plano; línea vertical es la prolongación del radio ter­
restre perpendicular al horizonte; un hilo de cuyo estre- 
mo cuelga un cuerpo cualquiera, señala la dirección ver­
tical.

478 Esto supuesto, todos los punto* de la superficie 
de las aguas, cuando se hallan en quietud, d en general
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dos ó mas puntos equidistantes del centro de la Tierra, 
están á ¿jn mismo nivel, o' están en el nivel verdadero; 
tales son los A, R, D, etc.; y también lo están los P, Q 
y M, N, equidistantes del punto de contacto A de la 
horizontal MN. Los puntos que como A, Q, N, etc., es­
tán en una recta, distan desigualmente del centro O, se 
dice que están en el nivel aparente ; por lo cual la línea 
horizontal AN, se llama línea de nivel aparente; y la 
circunferencia terrestre ADBC, o' cualquiera otra con­
céntrica con ella , se llama línea de nivel verdadero. Así,' 
los puntos A,Q, están en el nivel aparente; los A,R, 
en el verdadero; y la parte QR del radio OR prolon­
gado hasta Q, es lo que se llama diferencia del nivel 
aparente al verdadero. Cuando se hacen nivelaciones gran­
des y de importancia conviene tener en consideración es­
ta diferencia.

479 En este compendio omitimos la descripción de los ins­
trumentos con (pie se ejecutan las operaciones; tanto porque con 
sola la esplicácion* sin tenerlos á la vista, es imposible formar 
una idea de ellos, como porque su presencia y cuatro palabras 
del Profesor aprovechan mas que diez hojas de esplicácion. ISo 
obstante, en el Tratado Elemental se baila la esplicácion de. cada 
uno y la figura que. le representa; y así, suponiendo que se tie­
nen, decimos que para nivelar una piedra, una mesa , un plano 
de cualquier instrumento, máquina, etc. se emplea el nivel de alba­
ñil ó el de aire.

4S0 Para nivelar puntos que no disten demasiado, se emplea 
el nivel de agua; y si la nivelación lia de ser muy grande, se 
Usan niveles de aire con pínulas ó anteojo.

Cuando para averiguar la diferencia de nivel entre dos pun­
tos, solo se coloca el nivel en un paraje, se llama nivelación sirn- 
/ile; y cuando en dos ó mas, nivelación compuesta:

Si se quiere hallar la diferencia de nivel entre los dos puntos 
C yD (fig. 153), se colocará el nivel en B, sobre poco mas ó 
menos á igual distancia de C y I), y en línea recta con ellos, 
se echará agua en el nivel, y clavando dos miras verticalmcn- 
teen C, y 1), se. dirigirá la visual por los pimíos ¡VI, N de la 
superficie del agua, haciendo que otro suba ó baje la tablilla de 
la mira, hasta que dicha visual vaya á parar á la línea que se­
llara lo blanco de Ip negro, con lo cual los puntos E, F serán 
dos puntos de nivel verdadero. Ahora, midiendo con una vara di­
vidida en pulgadas y lineas, ó mejor en pies y decimales de pie,
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las alturas CE, DE, y restándolas, el residuo será la diferencia 
de nivel entre C y D, estando mas alto el punto C, cuya altura 
CE se ha encontrado menor.

Esc. Para asegurar mejor la dirección de las visuales, suelen 
tener las tablillas de las miras la forma que representa la (fig. 153*); 
esto es, que suelen ser cuadradas ó circulares, con dos líneas ó diá­
metros que se crucen á ángulos rectos; y entonces el punto de in­
tersección de dichas líneas es el punto donde se debe dirigir la 
visual.

401 Si la distancia entre los puntos es muy considerable, se 
emplea la nivelación compuesta del modo siguiente. Supongo que 
se quiere hallar la diferencia de nivel entre los dos puntos A y D 
(fig. 154); lo primero se clava una mira en A, y se coloca el 
nivel en E; y (para no tener que atender á la diferencia del ni­
vel aparente al verdadero) á igual distancia sobre poco masóme- 
nos, si se puede, v. g. en B, se clava otra mira ó estadal: se 
señalan los puntos a y b de nivel,se averiguan las alturas Aay Bb, 
y se apuntan en un papel. Después se pasa el nivel á otro punto 
F, dejando clavada la mira en B, y á igual distancia sobre po­
co mas ó menos se coloca otra mira en C; se señalan los puntos 
de nivel e, c, y se apuntan las alturas Be, Ce. Se pasa el nivel 
á G, y con las mismas circunstancias que antes, se averigua el 
valor de Cf, D d. Se suman los valores de A a, Be, CJ, que re­
presentan las alturas de los primeros términos; se suman igual­
mente los valores de Bb, Ce, Dd, que representan las de los se­
gundos; se restan estas dos sumas, y el esceso espresará la dife­
rencia de nivel: estando mas alto el primer termino, si la suma 
de los primeros te'rminos es menor, y el segundo, si la de estos 
lo es.

De la medición de las lineas.

482 Para ejecutar cualquier operación, es necesario 
primero medir una línea auxiliar que se llama base. Los 
instrumentos que ordinariamente se emplean, son: una 
cadena ó cuerda de 100 pies (ó menos), jalones, piquetes y un 
mato.

Así, si se quiere medir la distancia de A á E (fig. 455), 
se colocarán los jalones B, C, D, en los puntos interme­
dios, de manera que mirando desde A á E queden to­
dos cubiertos; después de estar alineada ya la recta, se 
empieza la medición con la cadena 6 cuerda, procurando 

Tomo I. 66
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que esté bien tirante; y según las veces que se coloque 
se deducirá el número de pies de que consta la línea dada.

483 Con solo la cadena y los ¡alones se pueden resolver 
varios problemas.

1? Formar un ángulo recio, ó tirar una perpendicular 
á una linca dada.

Res. y Dcm. Tómense 12 pies ó unidades en la cadena; con 
los lados 5, 4 y 5, en. que se descompone el 12, fórmese un 
triángulo, y el ángulo comprendido por los lados o y 4 será el 
ángulo recto pedido, y por consiguiente el un lado perpendicu­
lar al otro. Porque valiendo los lados del triángulo 3, 4 y 5, se 
tiene 3*-(-4*==51; luego el triángulo que se ha construido 
(335 esc. 2.°) es rectángulo.

Esc. Si se pidiese un ángulo de sesenta grados, se for­
maría un triángulo equilátero.

48 í Cuando se han de tirar muchas perpendiculares 
como sucede cuando hay que medir algún terreno, ó se va 
á trazar un campamento, se lleva el aparato que se llama 
cuerda de perpendiculares, y consiste en un triángulo isós­
celes (fig. 156) ó equilátero con el cordel CE que divide 
en dos partes iguales la base AB y señala la dirección de la 
perpendicular.

Para hacer uso de ella se aplica la base AB sobre la 
línea á que se ha de tirar la perpendicular, de modo que 
el punto E caiga sobre el punto de la línea en que se ha 
de levantar; y tirando del estremo ¡\I la cuerda EM, se ten­
drá la perpendicular pedida.

Si este aparato se hiciese de madera fuerte, se podría 
llamar escuadra doble, y serviría con mucha utilidad tanto 
para tirar perpendiculares en puntos de líneas dadas, como 
para tirarlas desde puntos dados fuera de ellas.

4S5 2? Medir una línea inaccesible.
Res. y Dcm. Sea AB (fig. 157) la línea inaccesible, á causa 

del rio que la atraviesa; levántese en su estremo B una perpendi­
cular BC; divídase en dos partes iguales en II, y clávese en 
este punto un piquete, levántese en L la perpendicular indefi­
nida LD; busquese el punto D, desde el cual tirando una visual 
por II vaya a parar al punto A, y la línea LD será igual á la 
distancia AB que se pedia.

Porque los triángulos ABH, IILD, son rectángulos en B 
y L, y tieuen BH=HL por construcción, y los ángulos en II
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iguales por opuestos al vértice; luego estos triángulos son i<niales 
y dan AB=;LD. ° ’

48G. ramlúen se pueden medir las alturas accesibles é inacce­
sibles por su pie. Así, si se quiere medir la torre All (iíg. 158', 
se plantará bien verticalmente un jalón EC; á alguna distancia 
de este jalón, se plantará otro DF de manera que se pueda ver 
el cstremo A de la torre por un rajo visual FEA que rase 
con el estrcmo del piquete. Mírese también un punto de la torre 
tal como G , por un rayo visual FG que pase por H. de mane­
ra que GH==DF.

Hecho esto, si se concibe la FG , será paralela é igual á la 
Dil, y se tendrán los dos triángulos semejantes AGF, E11F, 
que dan F H ;HE :: FG : AG; y como los tres primeros términos de 
esta proporción son conocidos, porque se pueden medir, se sigue 
que si al cuarto AG se añade la parte GB que está debajo de 
la linca GF, que también se puede medir, se tendrá la altu­
ra AB de la torre ó de cualquier otro objeto.

Esc. Si la torre luesc inaccesible por su pie, se mediria pri­
mero, por el método anterior, la distancia inaccesible BC ó BD, 
y se ejecutaría lo demas como se acaba de manifestar.

De la medición de los ángulos.

487 Para medir los ángulos sirven muchos instrumen­
tos, á saber, la plancheta, grafómetro, brújula, teodoli­
to, cuadrantes del circulo, círculos repetidores, y rcci- 
piángulos (*). En el papel se trazan y miden los ángulos 
con un semicírculo AGB graduado (íig. 159), que se 
coloca de modo que el centro O caiga en el vértice del 
ángulo, y sobre uno de los lados el diámetro del mismo 
círculo. De manera, que si, colocado sobre el ángulo BOD, 
hallamos que OD cae sobre la línea que señala 45a, di­
remos que esLe es el valor de dicho ángulo. Para que en 
uno de estos semicírculos se pudiesen trazar medios gra-

(*) D. Fernando Bocclierini, Catedrático de Matemáticas en el Ins­
tituto de Santander, y Académico corresponsal de la de Ciencias Neut­
rales de Madrid , lia presentado á la Sociedad Económica Mati ilense unas 
investigaciones de mucha importancia acerca de la medición de los án­
gulos, y la descripción del instrumento que ha inventado con este obje- 
to, y que denomina cuadruplicador de ángulos, del cual se hace mención 
honorífica en la Gaceta de 23 de agosto de 1839.

*
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dos, se necesitaría que fuese de un radio bastante grande; 
y si se quisiesen trazar hasta minutos, sería muy embara­
zoso el uso del instrumento. Para evitar esto se ha ideado 
un medio sencillo, para obtener los ángulos con instrumen­
tos de una regular magnitud.

488 Para esplicarle, sea ACB (fig. 1G0) el borde ó el 
limbo de un instrumento, que esté dividido en partes que 
se distingan bien, v. g. en grados; tómese un número 
cualquiera *dc grados en el limbo, v. g. 9o; tómese ahora 
otra pieza del mismo metal que el instrumento y de. una 
magnitud igual á la délos 9o que se tomaron, la cual se 
dividirá en 10 partes iguales, esto es, en una mas que las 
que se tomaron en el instrumento; de consiguiente, cada 
espacio de esta pieza (que es lo que se llama núñez) va­
le -9j de grado ó 54 minutos; y la diferencia de una divi­
sión del núñez á una del limbo, ó á un grado, valdrá 6'. 
La pieza donde está el núñez se aplica sobre el limbo, y 
gira al rededor del centro del instrumento (ó al contrario, 
permanece fijo el núñez y gira el limbo); la primera divi­
sión del núñez tiene por lo regular una flor de lis, y se lla­
ma línea de fe-, esta se hace que coincida con la división 0o 
ó 180° en general, ó sobre otra graduación cualquiera del 
limbo; y la magnitud de un ángulo se aprecia por lo que 
se separa la línea de fé de dicha graduación. Ahora, si la 
línea de fé coincide exactamente con una división del lim­
bo, el valor del ángulo será el número de grados com­
prendido desde cero hasta dicha línea ; pero si la línea de 
fé cae entre dos divisiones del limbo, el ángulo pedido val­
drá un cierto número de gvados, y una parte de grado que 
se valúa por la regla siguiente: véase la división del núñez 
que mas coincide con una del limbo; cuéntense los espacios dd 
núñez desde la línea de fe hasta la. que coincide con la del 
limbo; multipliqúese el número de espacios hallado por la dife­
rencia 6' (en nuestro caso, ó por lo que valga según otra 
división) que hay entre el espacio del limbo y el del núñez;y el 
producto serán los minutos que. se deberán añadir al número 
de grados hallado.

Con un ejemplo se entenderá bien esta regla y su de­
mostración. En efecto, si se quiere averiguar el valor del 
ángulo AOG, este valdrá el número de grados del lim-
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bo comprendido desde A hasta m (que aquí son 3), y 
ademas la parte mG; ahora, la línea del núñcz que mas 
concurre con la del limbo, es la que pasa por I?; y mul­
tiplicando los seis espacios del miñe/, que hay desde OG 
hasta B por G', el producto 3G' serán los que se deben 
añadir á los 3o hallados; por lo que, el ángulo AGG vale 
3a 3G'. Porque si la línea del núñcz que coincide con la del 
limbo fuese la primera de aquel, el espacio mG valdría 
una vez la diferencia de los espacios del limbo y del nu- 
ñez, esto es, 6'; si fuese la segunda, el dicho espacio val­
dría 12' ó 2xG'; si fuese la tercera valdría 18' ó 3x6', y 
así sucesivamente; luego siendo la scsla, el espacio mG val­
drá 6X6'=36'. L. Q. D. D. (♦)

489 Para averiguar los ángulos que forman entre si 
tres puntos que se hallan sobre el terreno, se emplea gene­
ralmente la plancheta (fig. 1 (> 1); sobre el tablero se eslíen- 
de un pliego de papel, se señala el punto A. adonde corres­
ponde el vértice Q del ángulo del terreno; por las cerdas /, 
de la regla FG que se llama alidada, se dirigen visuales 
á los otros puntos CyB, y estas visuales se señalan con 
un lapicero sobre el papel, donde queda formado el ángulo 
¿Aí, igual al que forman los tres puntos B, Q, C del ter­
reno; y midiendo este ángulo con el semicírculo, se tendrá 
el que se deseaba sobre el terreno.

490 Por lo regular, lo que se intenta buscar es el ángu­
lo que forman dichos objetos, suponiéndolos proyectados en 
un plano horizontal que pase por él vértice; entonces es 
esencial que se coloque el tablero en una situación horizon­
tal por medio de los niveles; y como en este caso puede 
ocurrir el que los objetos B y C no se vean por el espacio 
que ocupan las cerdas, es prelerible á la alidada un anteojo 
A (fig. 162), el cual ademas detener la circunstancia de 
poder bajar y subir la puntería cuanto se necesite, reúne la 
ventaja de distinguir los objetos con claridad y á mayor 
distancia. ___

(■) Don Ramón Fernandez Reguero, Catedrático de Agricultura en 
el Seminario de la Vega da Rivadco , ha inventado un nuevo *'««« •"- 
mámente ingenioso que se ha presentado a laSociedad Económica Matri­
tense; y aunque no tiene lodo el grado de rigor matemático , da lo» re­
sultados con tal aproximación, que en varios casos de la practica puede ser 

útil é importante.
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491 Otro de los instrumentos que sirven para medir 
los ángulos es la brújula (fig. 1G3).

Su construcción y uso estriban en que las agujas loca­
das a lo que se llama piedra imán, se dirigen hacia el nor­
te; y si colocada cu un paraje se mira á un ob|eto cual­
quiera , y se yé el ángulo que forma la agu ja ¡NS con la 
linea AB; y luego se mira á otro objeto y se determina el 
mismo ángulo, la diferencia entre estos dos ángulos ob­
servados, será el ángulo que forman dichos objetos, si la 
agu ja ha permanecido en ambos casos á un mismo lado de 
la linea AB.

Si al enfilar el otro objeto, la aguja pasase al otro lado 
de la linea AB, el ángulo buscado estaría representado por 
la suma de los dos observados.

492 De todos los instrumentos que se han inventado 
para las operaciones que se ejecutan sobre el terreno, y que 
se caracterizaii generalmente con el nombre de ge acucas, los 
mas á propósito son el teodolito, v el círculo repetidor de 
Borda.

La primera operación, que se practica, es nivelar el 
teodolito, y tiene la ventaja de dar á un mismo tiempo y 
con un solo anteojo (aunque algunos tienen dos), los ángu­
los horizontales y de elevación.

493 Como la división de los instrumentos no puede lle­
gar al grado de exactitud del cálculo, y que se requiere 
en algunas ocasiones, re ha ideado el círculo repetidor, el 
cual tiene la propiedad de que en vez del ángulo que se 
quiere averiguar, se puede tomar el duplo, el triplo, el 
cuádruplo , etc. , y dividiendo después por 2 , por 3, 
por 4, etc., se tendrá el ángulo pedido con la mitad’ 
tercera, cuarta, etc., parte del error que se debe sospe­
char en el instrumento.

Medir alturas y distancias accesibles c inaccesibles, y modo de 
levantar los planos topográficos.

494 Cuando se puede uno acercar al pie de una al­
tura AB (fig. 104), y en su plano se puede medir una 
base , se dije de esta manera que sea sobre poco mas ó 
menos igual con la altura por medir; se coloca el ins-
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truniento en su es tremo, y con él se mide el ángulo de ele­
vación AFG; con lo cual el rayo visual AF, el horizontal 
GF, y la parte AG de la altura, formarán un triángulo rec­
tángulo, en qae se conoce ademas del ángulo recto en G, uno 
de los ángulos agudos, y el cateto FG que es igual con la 
base medida 1313; luego (465) hallaremos el lado AG, dicien­
do /?:tang..AFG::GF=l!D : AG; y añadiendo á esto la par­
te I3G, se tendrá toda la altura AB.

495 Cuando hay algún obstáculo que impida el acer­
carse al pie como en la (lig. 165), y se puede medir sin em­
bargo una base AB en el plano de su pie, se procede del 
modo siguiente: colocado el instrumento en A, se toma el 
ángulo de elevación CAD; y colocado en B el ángulo CBA; 
con lo cual tenemos en primer lugar un triángulo CAB; 
en que conocemos el ángulo en B y el lado AB, porque los 
liemos medido, y el ángulo CAB por ser suplemento del 
medido CAD, y en virtud de lo dicho (470) hallaremos el 
lado CA. Conocido este, queda determinado en el trián­
gulo rectángulo CAD la hipotenusa y un ángulo, y po­
dremos hallar (466) el cátelo CD, cpie es la altura que 
deseamos.

496 Muchas veces no se sabe si la base está ó no en el 
mismo plano del pie de la altura, y aun sucede que no se ve 
el pie de la altura por medir: en este caso es un poco mas 
complicada la operación.

Supongamos que se quiera medir la altura inaccesible 
CD (íig. 16 6); mediremos donde el terreno lo permita una 
base AB; en el estremo A se colocará el instrumento, y se 
tomará el ángulo horizontal BA13 y el vertical CAD; co­
locando en el otro estremo B el instrumento, se tomará 
el ángulo horizontal DBA, y el vertical CBD. Hecho esto, 
el triángulo DAB nos dará (470) el valor de uno cual­
quiera de los lados, tal como AD; con lo cual en el trián­
gulo rectángulo CAD se conocerá el cateto AD, y el án­
gulo CAD; luego (465) nos dará el valor de CD, que es lo 
que se pedia.

497 Cuando la distancia que se intenta medir es acce­
sible, se ejecuta conforme hemos dicho se mide una base; 
cuando solo es accesible por uno de sus estreñios, se pro­
cederá del modo siguiente.
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Supongamos que'sea la BC (fig. 167) la linea qjie se 
quiera medir; en este caso se medirá una base CA desde 
el es tremo accesible C, y en sus estreñios mediremos los 
ángulos BCA, CAB, y la Trigonometría (470) nos dará 
el lado BC- Para hacer esta operación con la plancheta, 
se coloca este instrumento de manera que su centro cor­
responda sobre el punto C dél terreno; después se tira en 
el papel una línea ca en la dirección de la base, de una 
magnitud tal que contenga tantas partes de una escala 
cualquiera, como veces está contenida la unidad de medida 
en la base CA; después se dirige la visual por C al pun­
to B, y se tira la cb indefinida; después se pone el instru­
mento en A, y colocado el tablero de modo que la base ca 
se halle en la dirección AC de la base medida, se dirige 
la visual al punto B, se tira la ab, y el número de partes 
que cb contenga en la misma escala, será el número de 
unidades que contenga la BC de la medida con que se mi­
dió la base CA.

498 Si la distancia CD (fig. 168) es de todo punto 
inaccesible, mediremos una base AB quesea próximamen­
te paralela é igual con la distancia por medir CD. E11 A 
tomaremos los ángulos CAB, DAB, y pasando el instru­
mento á B tomaremos los ángulos CBA, DBA, y tendre­
mos conocido en el triángulo CAB el lado AB y los án­
gulos adyacentes; luego la Trigonometría (470) dará el va­
lor del lado AC. E11 el triángulo DAB se conoce igual­
mente el lado AB y los ángulos adyacentes; luego po­
dremos hallar el valor del lado AD. Ahora , en el trián­
gulo CAD tenemos conocidos los lados CA, AD, por lo 
que acabamos de decir, y el ángulo CAD que forman, por 
ser la diferencia entre los dos ángulos observados CAB,DAB; 
luego la Trigonometría (4G9) dará la distancia CD que bus­
cábamos.

499 Para hacer esta operación con la plancheta, se 
coloca el instrumento en uno de los estreñios de la base, 
tal como A, y después de tirada la ab en la dirección de 
ella, se dirigen las visuales á los puntos C, D, y se tiran 
en el papel las ac, ad; después se pasa el instrumento 
a B y se tiran las be, bd, en la dirección de las visua­
les dirigidas á los puntos C y D; y tomando con un com-
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pas la distancia cd, y averiguando su valor en la mis­
ma escala en que se tomaron las partes de ab, que espresa- 
bán las unidades de medida de AB, se tendrá el núme­
ro de unidades que contiene la CD.

500 Se da el nombre cie mapa o plano topográfico al di­
bujo en que están representados toáoslos objetos de un pais 
de corta estension. Para manifestar cómo se consigue esto, 
supondre'mos que se nos de un terreno, en el que se hallan 
los objetos C, D, E, F, G,.H, K, L (fig. 169), y que se 
quiere sacar un dibujo en que los objetos guarden la mis­
ma posición que tienen en el terreno.

Para esto, lo primero que se ejecuta es medir una base 
AB, desde cuyos estreñios se vea el mayor número de 
objetos posible; se colocará el instrumento en A, y se di­
rigirán visuales á los puntos C, D, E, F, etc., que se ven 
desde ambos estremos de la base; se pasará el instrumen­
to á B , y se dirigirán visuales á los mismos objetos; y ten­
dremos que si el instrumento era la plancheta, el concurso 
de las visuales en el papel determinará los objetos; y si no lo 
es, en los estremos a y b de. una línea ab, déla misma 
magnitud que la base medida, se forman con un semicírcu­
lo, los ángulos cab, dab, etc., del mismo número de 
grados que los ángulos observados CAB, DAB,etc., con**’ 
lo cual los lados de estos ángulos prolongados determina­
rán por su concurso los puntos e, d, etc. También se pu­
dieran calcular por trigonometría los lados ac, ad, etc. 
pero esto es mas complicado.

Para fijar la posición de los puntos K, H, L, que no 
se ven desde ambos estremos de la base AB, se elige 
una nueva base que se procura tenga sus estremos en dos 
puntos fijos ya, y con relación á esta base se fijan los de­
mas. Aquí, para fijar el K elejirémos por nueva base la 
distancia FG, y colocando en sus estremos el instrumen- ' 
to, mediremos los ángulos KFG, KGF, que nos iijara'n 
la posición del punto K. Para fijar los puntos H, L, ele- 
jirámos por base la EF, y así se continuaría si quedasen 
mas puntos por determinar.

FIN DEL TOMO PRIMERO-

Tomo I, 66
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ERRATAS.

Linca. Dice. Debe decir.

29.................. alterando. . . . altera.
el divisor del l.er ejemplo debe ser 8.
12.................. manzama. . . . manzana.
3 por abajo. . enalogía .... analogía.

a,'—a,c at/x-a'c
8 de la nota . :=------------y debe ser z=——.ab'—ba aV—ba'

Sxl7 7—33X6
3 por abajo de la nota z=----------------------- y >e-

1 8X35+21X9
8X177—33X6

be ser z=---------------------- ■
8X 3 5+21X6

191............ S por abajo.. cabamos............. acabamos.

ERRATA importante de la Esplicacion del sistema decimal o 
métrico francés.

Pag. 5. En la respuesta á la pregnnta quinta se dice "La 
Liten <11 ic es un centímetro cúbico,” y debe decir, "que es un 
decímetro cúbico.”

IVOTA. Don Isaac Villanneva, Catedrático de Delincación en el Con­
servatorio de Arles, construye colecciones de modelos para los fines es- 
presados en la nula del (J 3117 ) de este tomo; y al entrar este pliego en 
prensa me cunea que está ejecutando con mucho primor el de la ( figu­
ra 08) del T. II P. I del T. E.
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